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概率 论 作为 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 在 众多 领域 发 挥 着 越 来 越 突出 的 作用 。 本 书 是 全 球 高 校 采 用 率 最 高 
的 概率 论 教材 之 一 ， 初 版 于 1976 年 ， 多 年 来 不 断 重 印 修订 ， 是 作者 几 十 年 教学 和 研究 经 验 的 结晶 。 

本 书 叙 述 清晰 ， 例 子 丰富 ， 特 别针 对 学 生 的 兴趣 选取 了 内 容 ， 有 助 于 学 生 建 立 概率 直觉 。 第 8 版 与 时 
俱 进 ， 增 加 了 很 多 新 的 习题 和 例子 ， 并 新 增 两 节 内 容 ， 分 别 推导 具有 均匀 分 布 和 几何 分 布 的 随机 变量 和 的 
分 布 。 本 书 还 附 有 大 量 习题 、 理 论 习题 和 自 检 习 题 ， 其 中 自 检 习题 部 分 还 给 出 全 部 解答 ， 有 利于 读者 巩固 
和 自 测 所 学 知识 。 
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胜 》 等 著作 . 


译 者 序 

概率 论 是 研究 自然 界 和 人 类 社会 中 随机 现象 数量 规律 的 数学 分 支 ， 概 率 论 的 
理论 和 方法 与 数学 的 其 他 分 支 、 自 然 科 学 、 工 程 、 人 文 及 社会 科学 各 领域 相互 交叉 
渗透, 已 经 成 为 这 些 学 科 中 的 基本 方法 . 概率 论 (或 概率 统计 ) 和 高 等 数学 一 样 已 
经 成 为 我 国 高 等 院 校 各 专业 普遍 设立 的 一 门 基础 课 . 

目前 , 这 方面 的 教材 已 经 很 多 , 但 这 本 由 Sheldon M. Ross 编写 的 《概率 论 基 
础 教程 》 确实 是 一 本 很 有 特点 的 好 教材 . 如 在 介绍 概率 的 概念 时 , 作者 还 用 流畅 的 
笔调 介绍 了 这 些 概念 的 发 展 历史 , 从 独立 重复 试验 事件 发 生 频 率 的 极限 到 近代 概率 
论 的 公理 , 同时 引用 大 量 例 子 介绍 如 何 利用 概率 的 公理 进行 概率 的 计算 . 这 种 讲法 ， 
使 得 即使 是 只 具有 初等 微 积分 知识 的 读者 , 也 会 获 益 菲 浅 , 对 概率 的 概念 有 一 个 正 
确 和 深刻 的 认识 . 在 介绍 数学 期 望 的 概念 时 , 作者 用 大 量 的 例子 , 强调 应 用 期 望 的 
性 质 , 特别 是 利用 可 加 性 进行 期 望 计算 , 从 而 使 读者 加 深 了 对 期 望 的 认识 , 也 提高 
了 运算 技巧 . 从 本 书 第 1 章 到 第 8 章 , 讲授 的 主题 着 重 于 概率 论 最 基本 的 概念 , 如 
概率 、 条 件 概率 、 期 望 、 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 等 . 本 书 附 有 大 量 的 有 意义 的 练 
习 , 分 为 习题 、 理 论 习题 和 自 检 习 题 三 大 类 , 其 中 自 检 习 题 部 分 还 给 出 全 部 解答 , 以 
供 参考 . 从 以 上 分 析 看 出 , 本 书 完全 实现 了 作者 在 前 言 中 所 提 的 目标 一 一 试图 成 
为 概率 论 的 入 门 书 . 

本 书 第 1 版 出 版 于 1976 年 , 1981 年 在 国内 曾 出 过 第 1 版 的 中 文 翻译 版 . 此 书 
经 过 作者 历次 修改 , 内 容 大 大 扩充 . 我 们 曾 于 2006 年 将 原文 第 7 版 翻译 成 中 文 , 由 
人 民 邮 电 出 版 社 出 版 . 此 次 , 作者 又 在 第 7 版 的 基础 上 加 以 修订 , 写成 第 8 版 . 第 
8 版 语言 更 加 精炼 , 并 仔细 其 酌 了 其 中 的 例子 . 因此 , 本 书 是 经 过 锤炼 的 优秀 教材 . 
此 外 作者 的 另 一 本 著作 《随机 过 程 )? 已 经 成 为 国内 概率 统计 界 推崇 的 教材 ， 我 们 
相信 本 教材 也 一 定 会 受到 国内 各 界 的 欢迎 . 

由 于 译 者 的 学 识 和 中 英文 水 平 有 限 , 译文 难免 会 有 不 要 之 处 , 欢迎 广大 读者 批 
评 指正 . 


译 者 谨 识 
2009 年 11 月 
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法 国 著名 数学 家 和 天 文学 家 拉 普 拉 斯 侯 愉 (人 称 “ 法 国 的 牛顿 ”) 曾经 说 过 :“ 我 
们 发 现 概率 论 其 实 就 是 将 常识 问题 归结 为 计算 . 它 使 我 们 能 够 精确 地 评价 赁 某 种 直 
观感 受到 的 、 往往 又 不 能 解释 清楚 的 见解 …… 值 得 注意 的 是 , 概率 论 这 门 起 源 于 机 
会 游戏 的 科学 , 早 就 应 该 成 为 人 类 知识 中 最 重要 的 组 成 部 分 …… 生 活 中 那些 最 重要 
的 问题 绝 大 部 分 恰恰 是 概率 论 问 题 . ”尽管 许多 人 认为 , 这 位 对 概率 论 的 发 展 作出 
过 重大 贡献 的 著名 侯 禹 说 话 有 点 过 头 , 然而 今日 , 概率 论 已 经 成 为 几乎 所 有 的 科学 
工作 者 、 工 程 师 、 医 务 人 员 、 法 律 工作 者 以 及 企业 家 们 手中 的 基本 工具 , 这 是 一 个 
不 争 的 事实 . 事实 上 , 现代 人 们 不 再 问 :“ 是 这 样 吗 ? ”而 是 问 :“ 这 件 事 发 生 的 概率 
有 多 大 ? ” 

本 书 试图 成 为 概率 论 的 入 门 书 . 读者 对 象 是 数学 、 统计、 工程 和 其 他 专业 ( 包 
括 计算 机 科学 、 生 物 学 、 社 会 科学 和 管理 科学 ) 的 学 生 . 他 们 的 先 修 知识 只 是 初等 
微 积分 . 本 书 试图 介绍 概率 论 的 数学 理论 , 同时 通过 大 量 例子 说 明 这 门 学 科 的 广泛 
的 应 用 . 

第 1 章 介绍 了 组 合 分 析 的 基本 原理 , 它 是 计算 概率 的 最 有 效 的 工具 . 

第 2 章 介绍 了 概率 论 的 公理 体系 , 并 且 指 出 如 何 应 用 这 些 公理 进行 概率 计算 ， 

第 3 章 讨论 概率 论 中 极为 重要 的 概念 , 即 事件 的 条 件 概率 和 事件 间 的 独立 性 . 
通过 一 系列 例子 说 明 , 当 部 分 信息 可 利用 时 , 条 件 概 率 就 会 发 挥 它 的 作用 ; 即使 在 
没有 这 部 分 信息 时 , 条 件 概率 也 可 以 使 概率 的 计算 变 得 容易 、 可 行 . 利用 “条 件 ” 计 
算 概率 这 一 极为 重要 的 技巧 还 将 出 现在 第 7 章 , 在 那里 我 们 用 它 来 计算 期 望 . 

在 第 4~6 章 , 我 们 引进 随机 变量 的 概念 . 第 4 章 讨论 离散 随机 变量 , 第 5 章 讨 
论 连续 随机 变量 , 而 将 随机 变量 的 联合 分 布 放 在 第 6 章 . 在 第 4 章 和 第 5 章 中 讨论 
了 随机 变量 的 期 望 和 方差 , 并 且 对 许多 常见 的 随机 变量 , 求 出 了 相应 的 期 望 和 方差 

第 7 章 讨论 了 期 望 值 和 它 的 一 些 重要 的 性 质 . 书 中 引入 了 许多 例子 , 解释 如 何 
利用 随机 变量 和 的 期 望 等 于 随机 变量 期 望 的 和 这 一 重要 规律 来 计算 随机 变量 的 期 
望 , 本 章 中 还 有 几 节 介绍 条 件 期 望 (包括 它 在 预测 方面 的 应 用 ) 和 矩 母 函数 等 ， 最 
后 一 节 介绍 了 多 元 正 态 分 布 , 同时 给 出 了 来 自 正 态 总 体 的 样本 均值 和 样本 方差 的 联 
合 分 布 的 简单 证 明 . 

第 8 章 介绍 了 概率 论 主要 的 理论 结果 . 特别 地 , 我 们 证 明了 强大 数 定律 和 中 心 
极限 定理 . 关于 强大 数 定律 的 证 明 , 我 们 假定 随机 变量 具有 有 限 的 四 阶 甜 . 在 这 种 
假定 之 下 , 证 明 十 分 简单 . 在 中 心 极限 定理 的 证 明 中 , 我 们 假定 了 莱 维 连续 性 定理 
成 立 . 在 本 章 中 , 我 们 还 介绍 了 若干 概率 不 等 式 , 如 马尔 可 夫 不 等 式 、 切 比 雪夫 不 
等 式 和 切 尔 诺 夫 界 . 在 最 后 一 节 , 我 们 给 出 用 随机 变量 的 相应 概率 去 近似 独立 伯 努 


前 言 VII 


利 随机 变量 和 的 相关 概率 的 误差 界 . 

第 9 章 介绍 了 一 些 附加 主题 , 如 马尔 可 夫 链 、 泊 松 过 程 以 及 信息 编码 理论 初 
步 . 第 10 章 介绍 了 统计 模拟 . 

与 前 几 版 一 样 , 每 章 后 面 附 了 三 组 练习 题 , 分 别 命名 为 习题 、 理 论 习题 和 自 检 
习题 . 在 附录 B 中 提供 了 自 检 习 题 的 全 部 解答 ?, 以 供 学 生 检验 他 们 的 理解 能 力 . 

新 版 中 的 新 增 或 改变 部 分 

第 8 版 继续 对 原 有 教材 作 了 微调 和 改进 ， 从 培养 学 生 的 直观 能 力 和 学 习 兴 趣 
出 发 , 新 版 增添 了 一 些 例子 和 习题 . 例如 , 在 第 1 章 例 5d 讨论 了 淘汰 赛 问题 , 在 第 
7 章 例 4k 和 例 5i 讨论 多 人 博 奕 的 破产 问题 . 

这 一 版 的 一 个 重要 的 改变 是 将 “随机 变量 和 的 期 望 等 于 各 随机 变量 期 望 的 和 ” 
这 一 重要 结论 由 原来 (第 7 版 ) 的 第 7 章 挪 到 第 4 章 . 新 版 中 为 这 个 结论 提供 了 新 
的 初等 证 明 (有 限 样本 空间 的 情况 ). 

另 一 个 改变 是 扩充 了 原 6.3 节 的 内 容 . 6.3.1 节 是 全 新 的 内 容 . 在 这 一 节 中 , 我 
们 导出 独立 同 分 布 的 均匀 随机 变量 的 和 的 分 布 . 并 且 利用 这 个 结果 导出 了 这 样 的 结 
果 : 随机 变量 部 分 和 超过 1 所 需 的 项 数 的 期 望 值 为 .6.3.5 节 也 是 新 的 . 这 一 节 讨 
论 一 组 独立 几何 随机 变量 的 和 的 分 布 问题 , 此 处 各 随机 变量 参数 Pi 可 以 是 不 同 的 
值 . 这 一 节 中 导出 了 这 个 和 的 分 布 . 
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第 1 章 组 合 分 析 


1.1 引 


中 


首先 , 我 们 提出 一 个 与 概率 论 有 关 的 有 趣 的 经 典 问题 : 一 个 通信 系统 含 个 天 
线 , 顺序 地 排 成 一 排 , 只 要 没有 两 个 连续 的 天 线 都 失效 , 那么 这 个 系统 就 可 以 接收 
到 信号 , 此 时 称 这 个 通信 系统 是 有 效 的 . 已 经 探 明 这 n 个 天 线 里 , 恰好 有 m 个 天 线 
是 失效 的 , 问 此 通信 系统 仍然 有 效 的 概率 是 多 大 ? 举例 来 说 , 设 n = 4,m = 2, 通信 
系统 是 否 有 效 取决 于 这 n 个 天 线 的 设置 方式 (它们 的 排列 次 序 ). 这 4 个 天 线 一 共 
有 6 种 可 能 的 设置 方式 

0110 0101 1010 0011 1001 1100 

其 中 , 1 表示 天 线 有 效 , 0 表示 天 线 失效 . 可 以 看 出 前 3 种 情况 下 整个 通信 系统 仍 
然 有 效 , 而 后 3 种 情况 下 系统 将 失效 , 因此 , 若 天 线 的 设置 方式 是 随机 排列 的 , 所 求 
的 概率 应 该 是 3 = 3. 对 于 一 般 的 n 和 mm 来 说 , 用 类 似 上 述 方法 可 以 计算 出 所 求 
概率 即 先 计 算 使 得 系统 仍 有 效 的 设置 方式 有 多 少 种 , 再 计算 总 共有 多 少 种 设置 方 
式 , 两 者 相 除 即 为 所 求 概率 . 

从 上 所 述 可 看 出 , 一 个 有 效 地 计算 事件 发 生 结果 数目 的 方法 是 非常 有 用 的 . 事 


实 上 , 概率 论 里 的 很 多 问题 只 要 通过 计算 一 个 事件 发 生 结 果 的 数目 就 能 得 以 解决 . 
关于 计数 的 数学 理论 通常 称 为 组 合 分 析 (combinatorial analysis). 


1.2 ”计数 基本 法 则 


对 我 们 的 整个 讨论 来 说 , 以 下 关于 计数 的 法 则 是 基本 的 . 粗浅 地 说 , 若 一 个 试 
验 有 m 个 可 能 结果 , 另 一 个 试验 有 n 个 可 能 结果 , 则 两 个 试验 一 共有 mn 个 结果 . 
计数 基本 法 则 

有 两 个 试验 , 其 中 试验 1 有 m 种 可 能 发 生 的 结果 , 对 应 于 试验 1 的 每 
一 个 结果 , 试验 2 有 n 种 可 能 发 生 的 结果 , 则 对 这 两 个 试验 来 说 , 一 共有 
mmn 种 可 能 结果 . 


基本 法 则 的 证 明 通过 列举 两 个 试验 所 有 可 能 的 结果 来 证 明 这 个 问题 , 结果 
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如 下 : 


(LD) (2 … (bn) 
21) (2,2) … (2,n) 


(m,1) (m2) 1 (m,n) 

其 中 , (i,j) 表示 第 一 个 试验 结果 是 第 i 种、 第 二 个 试验 结果 是 第 ; 种 . 因此 , 所 有 
可 能 结果 组 成 一 个 矩阵 , 共有 m 行 n 列 , 结果 的 总 数 为 m x n, 这样 就 完成 了 证 明 . 

例 2a 一 个 小 团体 由 10 位 妇女 组 成 , 每 位 妇女 又 有 3 个 孩子 . 现在 要 从 其 中 
选取 一 位 妇女 和 她 的 一 个 孩子 评 为 “年 度 母 亲 和 年 度 儿童 ”, 问 一 共有 多 少 种 可 能 
的 选取 方式 ? 

解 : 将 选择 妇女 看 成 第 一 个 试验 , 而 接 下 来 选择 这 位 母亲 的 一 个 孩子 看 作 第 二 
个 试验 , 那么 根据 计数 基本 法 则 可 知 , 一 共有 10 x 3 = 30 种 选择 方式 . 中 
当 有 2 个 以 上 的 试验 时 , 基本 法 则 可 以 推广 如 下 . 
推广 的 计数 基本 法 则 

一 共有 7 个 试验 . 第 一 个 试验 有 mi 种 可 能 结果 ; 对 应 于 第 一 个 试验 的 
每 一 种 试验 结果 , 第 二 个 试验 有 no 种 可 能 结果 ; 对 应 于 头 两 个 试验 的 每 一 
种 试验 结果 , 第 三 个 试验 有 ns 种 可 能 结果 ; 等 等 . 那么 , 这 个 试验 一 共 
有 ni n2.…nr 种 可 能 结果 . 
例 2b 一 个 大 学 计划 委员 会 由 3 名 新 生 、4 名 二 年 级 学 生 、5 名 三 年 级 学 生 、2 
名 毕业 班 学 生 组 成 . 现在 要 从 中 选 4 个 人 组 成 一 个 分 委员 会 , 并 要 求 分 委员 会 的 成 
员 来 自 不 同 的 年 级 , 一 共有 多 少 种 选择 方式 ? 

解 : 可 以 把 它 理解 为 从 每 个 年 级 选取 一 个 代表 , 从 而 有 4 个 试验 ， 人 
计数 基本 法 则 , 一 共有 3 x 4 x 5 x 2 = 120 种 可 能 的 选择 结果 . 

例 2c 车 牌号 是 7 位 的 , 如 果 要 求 前 3 个 位 置 必须 是 字母 , 后 4 个 必须 是 数 
字 , 一 共有 多 少 种 编排 车 牌号 的 方式 ? 

解 : 根据 推广 的 计数 基本 法 则 , 可 知道 答案 为 : 26 x 26x26 x 10x10x10x10= 
175 760 000. 

例 24 对 于 只 定义 在 n 个 点 上 的 函数 , 如 果 函 数 取 值 只 能 为 0 或 1， Re 
函数 有 多 少 ? 

解 : 设 这 mn 个 点 为 1,2,… ,n, 既然 对 每 个 点 来 说 , f(i) 的 取 值 只 能 为 0 或 者 
1, 那么 一 共有 2" 个 这 样 的 函数 . a 

例 2e 在 例 2c 中 , 如 果 不 允 许字 母 或 数字 重复 , 一 共有 多 少 种 可 能 的 车 牌号 ? 

解 : 这 种 情况 下 , 一 共有 26 x 25 x 24 x 10 x 9 x 8 x 7 = 78 624 000 种 可 能 的 
车 牌号 . mn 
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1.3 排 列 


按 随意 顺序 来 排列 字母 a,b,c, 一 共有 多 少 种 排列 方式 ? 通过 直接 列举 , 可 知 
一 共有 6 种 : abc, acb, bac, bca, cab 以 及 cba. 每 一 种 都 可 以 称 为 一 个 排列 (permuta- 
tion). 因此 , 3 个 元 素 一 共有 6 种 可 能 排列 方式 . 这 个 结果 能 通过 推广 的 计数 基本 法 
则 得 到 : 在 排列 中 第 一 个 位 置 可 供 选 择 的 元 素 有 3 个 , 第 二 个 位 置 可 供 选 择 的 元 素 
是 剩 下 的 两 个 之 一 , 第 三 个 位 置 只 能 选择 剩 下 的 1 个 元 素 , 因此 一 共有 3x2x1 =6 
种 可 能 的 排列 . 
假设 有 n 个 元 素 , 那么 用 上 述 类 似 的 方法 , 可 知 一 共有 n(n 一 1)(n 一 2)…3.2.1 = 
n! 种 不 同 的 排列 方式 . 
例 3a 一 个 侄 球 队 一 共有 9 名 队员 , 问 一 共有 多 少 种 击 球 顺序 ? 
解 : 一 共有 9! = 362 880 种 可 能 的 击 球 顺 序 . mn 
例 3b ” 某 概 率 论 班 共有 6 名 男生 、4 名 女生 , 对 班 上 的 学 生 进行 一 次 测验 , 并 
根据 测验 成 绩 排名 次 , 假设 没有 两 个 学 生成 绩 一 样 . 
(a) 一 共有 多 少 种 排名 次 的 方式 ? 
(b) 如 限定 男生 、 女 生 分 开 排 名 次 , 一 共有 多 少 种 排名 次 的 方式 ? 
解 : 
(a) 每 种 排名 方法 都 对 应 着 一 个 10 人 的 排列 方式 , 故 答案 是 : 10! = 3 628 800. 
(b) 男生 一 起 排名 次 有 6! 种 可 能 , 女生 一 起 排名 次 有 4! 种 , 根据 计数 基本 法 
则 , 一 共有 6! x 4! = 720 x 24 = 17 280 种 可 能 结果 . a 
例 3c 把 10 本 书 放 到 书架 上 , 其 中 有 4 本 数学 书 、3 本 化 学 书 、2 本 历史 书 
和 1 本 语文 书 . 现在 要 求 相同 类 别 的 书 必须 紧 挨 着 放 , 问 一 共有 多 少 种 放 法 ? 
解 : 如 果 数学 书 放 在 最 前 面 , 接 下 来 放 化 学 书 , 再 下 来 放 历史 书 , 最 后 放 语文 
书 , 那么 一 共有 4!1312111 种 排列 方式 . 而 这 4 种 书 的 顺序 一 共 又 是 4! 种 , 因此 ， 
所 求 答案 是 4141312111! = 6912. 站 
接 下 来 讨论 如 果 有 n 个 元 素 , 其 中 有 些 是 不 可 区 分 的 , 这 种 排列 数 如 何 计算 ? 
先 看 下 面 的 例子 . 
例 3d 用 PEPPER 的 6 个 字母 进行 排列 , 一 共有 几 种 不 同 的 排列 方式 ? 
解 : 如 果 3 个 字母 P 和 2 个 字母 己 都 是 可 以 区 分 的 ( 标 上 号 ), 即 P1Bi1P2P3E2R， 
一 共有 61 种 排列 方式 . 然而 , 考察 其 中 任 一 个 排列 , 比如 PiP?EiPaEzR, 如 果 分 别 
将 3 个 字母 P 和 2 个 字母 E 的 次 序 重 排 , 那么 得 到 的 结果 仍然 是 PPEPER, 也 就 
是 说 , 总 共有 3121 种 排列 
PiP?E1P3E2R PiP2E2P3B1R PiP3BiP2E2R PiP3E2P2ElR. 
了 P2P1EiPsE2R P2P1E2PaEIR PP3EiP1E?R P2PsE?P1EIR. 
了 P3P1EIP2E2R PaP1E2P2B1R PaP2E1P1E2R PaP2E2P1EIR. 
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这 些 排列 都 具有 形式 : PPEPER. 因此 一 共有 6!/(3!121)= 60 种 不 同 的 排列 方式 . @ 
一 般 来 说 , 利用 上 述 同样 的 推论 方法 可 知 : n 个 元 素 , 如 果 其 中 ni 个 元 素 
彼此 不 可 区 分 , 另 nz 个 彼此 不 可 区 分 …, mr 个 也 彼此 不 可 区 分 , 那么 一 共有 


nn 种 排列 方式 . 
Nr 


ma lmn21 .mr 
例 3e 一 个 棋 类 比赛 一 共有 10 个 选手 , 其 中 4 个 来 自 俄罗斯 , 3 个 来 自 美国 ， 
2 个 来 自 英国 , 另 1 个 来 自 巴西 . 如 果 比 赛 结果 只 记录 选手 的 国籍 , 那么 一 共有 多 


少 种 可 能 结果 ? 
解 ， 一 共有 5 TI = 12 600 种 可 能 结果 . 上 
例 3f 有 9 面 小 旗 排 列 在 一 条 直线 上 , 其 中 4 面 白 色 、3 面 红 色 和 2 面 蓝 色 ， 
颜色 相同 的 旗 是 一 样 的 . 如 果 不 同 的 排列 方式 代表 不 同 的 信号 , 那么 一 共有 多 少 种 
可 能 的 信号 ? 


解 ， 一 共有 = 1260 种 不 同 的 信号 . 四 


9! 
413!121 
1.4 组 合 


从 个 元 素 当 中 取 r 个 , 一 共有 多 少 种 取 法 ? 这 也 是 一 个 有 趣 的 问题 . 比如 ， 
从 A, B, C, D 和 了 这 5 个 元 素 中 选取 3 个 组 成 一 组 , 一 共有 多 少 种 取 法 ? 解答 如 
下 : 取 第 一 个 有 5 种 取 法 , 取 第 2 个 有 4 种 取 法 , 取 第 三 个 有 3 种 取 法 , 所 以 , 如 果 
考虑 选择 顺序 的 话 , 那么 一 共有 5 x 4 x 3 种 取 法 . 但 是 , 每 一 个 包含 3 个 元 素 的 组 
( 比如 包含 A, B, C 的 组 ) 都 被 计算 了 6 次 , (也 即 , 如 果 考 虑 顺序 的 话 , 所 有 的 排列 
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA 部 被 站 于 三次 ) 所 以 , 组 成 方法 数 为 : 
5x4x 
3x2x1™ 
一 般 来 说 , 如 果 考虑 顺序 的 话 , 从 n 个 元 素 中 选择 > 个 组 成 一 组 一 共有 n(n 一 
1)…(n 一 + 十 1) 种 方式 , 而 每 个 含 > 个 元 素 的 小 组 都 被 重复 计算 了 共 r! 次 . 所 以 ， 
能 组 成 不 同 的 组 的 数目 为 : 
mn(n 一 1)…(n 一 r 二 1) _ nl! 
r! (nor)!r! 


记号 与 术语 
对 r+<n, 定义 的 本 
(0) = wr 
并 且说 (") 表示 了 从 n 个 元 素 中 一 次 取 r 个 的 可 能 组 合 数 .9 


@ 为 了 方便 , 01 被 定义 为 1 因此 , (7) =(") =1. 当 i<0 或 者 i>n 时 ,有 时 也 认为 (”) 等 于 0 
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因此 , (”) 就 表示 了 从 个 元 素 中 一 次 取 个 元 素 的 可 能 取 法 的 数目 , 如 果 不 
考虑 抽取 顺序 的 话 . 
例 4a 从 20 人 当中 选择 3 人 组 成 委员 会 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 


解 ， 一 共有 (20) = 池 和 < 站 1140 种 选 法 . 四 


例 4b 有 个 12 人 组 成 的 团体 , 其 中 5 位 女士, 7 位 男士 , 现 从 中 选取 2 位 女 
士 , 3 位 男士 组 成 一 个 委员 会 , 问 有 多 少 种 取 法 ? 另外 , 如 果 其 中 有 2 位 男士 之 间 有 
矛盾 , 并 且 坚决 拒绝 一 起 工作 , 那 又 有 多 少 种 取 法 ? 

解 ， 有 (2) 种 方法 选取 女士 , 有 (7) 种 方法 选取 男士 , 根据 基本 计数 法 则 一 


共有 (8) (7) = 对 4 x 3 3。 = 350 种 方式 选取 2 位 女士 3 位 男士 


现在 来 看 如 果 有 两 位 男士 拒绝 一 起 工作 , 那么 选取 3 位 男士 的 (?) = 35 种 方 


法 中 ,有 (2) (5) = 5 种 同时 包含 了 该 两 位 男士, 所 以 , 一 共有 35 - 5 = 30 种 选取 


方法 不 同时 包含 那 两 位 有 矛盾 的 男士 ; 另外 , 选取 女士 的 方法 仍 是 (5) = 10 种 ,所 


以 , 一 共有 30 x 10 = 300 种 选取 方式 . 

例 4c 假设 一 排 n 个 天 线 中 , 有 m 个 是 失效 的 , 另 n 一 m 个 是 有 效 的 ， 并 
假设 所 有 有 效 的 天 线 之 间 不 可 区 分 , 同样 , 所 有 失效 的 天 线 之 间 也 不 可 区 分 . 问 有 
多 少 种 排列 方式 , 使 得 没有 两 个 连续 的 天 线 是 失效 的 ? 

解 ， 先 将 n 一 m 个 有 效 天 线 排 成 一 排 , 既然 没有 连续 两 个 失效 的 , 那么 两 个 有 
效 天 线 之 间 , 必然 至 多 放置 一 个 失效 的 . 也 即 , 在 n 一 m+1 个 可 能 位 置 中 (如 图 1.1 


中 的 星 号 ), 选择 m 个 来 放置 失效 天 线 . 因此 有 (”_ "+ 1) 种 可 能 方式 确保 在 两 


个 失效 天 线 之 间 至 少 存在 一 个 有 效 天 线 .” 
以 下 是 一 个 非常 有 用 的 组 合 恒等式 : 


的 -CD+(079 eren (ey 
上 述 恒等式 可 用 分 析 的 方法 证 明 , 也 可 从 组 合 的 角度 来 证 明 . 设想 从 n 个 元 素 中 取 
7 个, 一 共有 (") 种 取 法 . 从 另 一 个 角度 来 考虑 , 不 妨 设 这 个 元 素 里 有 一 个 特殊 
的 , 记 为 元 素 1, 那么 取 ” 个 元 素 就 有 两 种 结果 , 取 元 素 1 或 者 不 取 元 素 1. 取 元 素 


@ 着 mm > n 一 mm 十 1, 按 级 合 记号 的 约定 ，(”” 区 ++1) = 0. 这 也 符合 实际 , 当 失 效 天 线 太 多 的 时 
候 , 任何 天 线 的 次 序 排列 ， 总 有 两 个 相 邻 的 天 线 是 失效 的 .一 译 者 注 
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1 的 方法 一 共有 ("1) 种 (从 n 一 1 个 元 素 里 面 取 r - 1 个 ); 不 取 元 素 1 的 方法 


一 共有 ("”- 1) 种 (从 去 掉 元 素 1 的 剩 下 m 一 1 个 元 素 中 取 r 个 ). 两 者 之 和 就 是 从 
nn 个 元 素 里 取 r 个 的 方法 之 和 , 所 以 恒等式 成 立 . 


EE 
1: 有 效 天 线 
^~: 放 最 多 一 个 失效 天 线 


图 1.1 天 线 的 排列 
值 (") 经 常 也 称 为 二 项 式 系数 (binomial coefficient), 这 是 因为 它们 是 以 下 的 
二 项 式 定理 中 重要 的 系数 . 
二 项 式 定理 


(e+)" = (Rey (42) 
k=0 


以 下 提供 二 项 式 定理 的 两 个 证 明 方法 , 其 一 是 数学 归纳 法 , 其 二 是 基于 组 合 考 
处 的 证 明 . 


二 项 式 定理 的 归纳 法 证 明 n= 1 时 , (4.2) 式 化 为 z+y = (r+ )ay = 
y+z. 现 假设 (4.2) 式 对 于 n 一 1 成 立 , 那么 对 于 n， 
n—l 
(z+W)"= (+L+Y)"! = (7+W) 疡 (5 站 seo 


n—l 


-DR) et Dey 


在 前 面 的 求 和 公式 里 令 ;i = 大 +1, 后 面 的 求 和 公式 里 令 i=k, 那么 
rw CD) 


i=1 
n—l 
ek + Ci) 
-te 
t=l i=0 
这 样 就 证 明了 等 式 . nm 


二 项 式 定理 的 组 合法 证 了 明 考虑 乘积 (zi 十 如)(zz 十 yp)… (Zn 十 yn) 展开 后 一 
共 包 含 2" 项 , 每 一 项 都 是 n 个 因子 的 乘积 , 而 且 每 一 项 都 包含 因子 zi; 或 yi, 例如 : 
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(Z1 + 1)(T2 + Y2) = T172 十 Za + 72 + Yiy2 
这 2" 项 和 里 面 , 一 共有 多 少 项 含有 个 zt 和 nn 一 上 个 y? 
含有 大 个 zi 和 mn 一 k 个 yi 的 每 一 项 对 应 了 从 n 个 元 素 z1,22,… ,zn 里 取 
个 元 素 的 取 法 . 因此 一 共有 (%) 个 这 样 的 项 . 这 样 , 令 ri 一 zy =y,i==1… ,nn 
可 以 看 出 


er -Oe : 
k=0 
例 4d 展开 (z+y)3. 
wre Oe Oe er 
= +3ry 十 3z2y 十 z3 a 


例 4e 一 个 有 n 个 元 素 的 集合 共有 多 少子 集 ? 
解 : 含有 上 个 元 素 的 子 集 一 共有 () 个 , 因此 所 求 答案 为 


(0") =(1+1)"=2". 


k=0 
该 结果 还 可 以 这 样 得 到 : 给 该 集合 里 的 每 个 元 素 都 标 上 1 或 0, 每 种 标 法 都 一 
一 对 应 了 一 个 子 集 , 例如 , 当 把 所 有 元 素 都 标 为 1 时 候 , 就 对 应 着 一 个 含有 所 有 元 
素 的 子 集 . 因为 一 共有 2" 种 标 法 , 所 以 一 共有 2" 个 子 集 . 
上 述 结论 包含 了 一 个 元 素 都 没有 的 子 集 (也 即 空 集 ), 所 以 至 少 有 一 个 元 素 的 
子 集 一 共有 2" 一 1 个 . mn 


1.5 “多项式 系数 


本 节 考 虑 如 下 问题 : 有 n 个 不 同 的 元 素 , 分 成 组 , 每 组 分 别 有 maina ,mr 
个 元 素 , 其 中 学 _ni = m 一 共有 多 少 种 分 法 ? 注意 到 , 第 一 组 成 员 有 (”) 种 选 
取 方 法 , 接 下 来 , 选 定 第 一 组 成 员 后 , 选 第 二 组 成 员 时 只 能 从 剩 下 的 nn 个 元 素 
中 选 , 一 共有 ("7") 种 取 法 , 接 下 来 第 三 组 有 (” "2 “2) 种 取 法 , 等 等 , 因 


此 , 根据 推广 的 计数 基本 法 则 , 将 n 个 元 素 分 成 > 组 的 分 法 总 数 一 共 是 


(2) (i) 


om 
mmal 人 一 ma 一 na2)1m21 Olnr! 
nl! 


millna2l .nrl 
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用 另 一 个 方法 也 可 以 得 到 此 结果 : 有 n 个 球 , 其 中 ni 个 标 有 记号 1, na 个 标 
有 记号 2,.…, mu 个 标 有 记号 +. 具有 相同 标号 的 球 之 间 是 不 可 分 辨 的. 现在 设 有 
nn 个 对 象 , 记 为 1,2,… ,n. 设想 一 个 球 里 也 只 可 放 一 个 对 象 . 把 ”个 对 象 放 到 个 
球 里 边 , 等 价 于 将 n 个 对 象 分 成 个 组 , 因为 每 个 球 有 一 个 标号 , 这 个 标号 就 是 这 
个 对 象 的 组 号 . 现在 问 一 共有 多 少 不 同 的 分 组 方式 呢 ? 先 把 这 些 对 象 排 成 一 个 固定 
的 顺序 , 然后 将 这 些 球 进行 排列 . 当 球 的 排列 确定 以 后 , 每 一 个 对 象 就 对 应 一 个 球 
的 编号 . 这 就 等 价 于 将 n 个 对 象 分 成 > 个 组 , 每 个 对 象 的 组 号 就 是 这 个 对 象 所 对 应 
的 球 号 . 这 些 排 列 数 就 是 这 n 个 对 象 的 分 组 数 . 在 1.3 节 里 讨论 了 ”个 对 象 的 排列 
数 的 计数 方法 , 其中 具有 相同 球 号 的 球 之 间 是 不 可 分 辨 的 . 在 这 种 情况 下 , n 个 球 
的 排列 数 为 = 


nmr! 


记号 
如 果 m +m+…+m=m 定 义 ( 和 ) 为 


N,N2, ,Nr 


(mn) = mt 
nna sn) nilna!l.nr! 


因此 ，(， ，。”.，%。) 表示 了 把 n 个 不 同 的 元 素 分 成 大 小 分 别 为 


ML 722 


nun2,… ,nr 的 7 组 的 方法 数 .” 


例 5a 某 小 城市 的 警察 局 有 10 名 警察 , 其 中 需要 5 名 警察 在 街道 巡逻 , 2 名 
警察 在 局 里 值班 , 另 3 名 留 在 局 里 待命 . 问 把 10 名 警察 分 成 这 样 的 3 组 共有 多 少 
TS 

解 ， 一 共有 101/(512131) = 2520 种 分 法 . 

例 5b 10 个 小 孩 要 分 成 A,B 两 队 , 每 队 5 人 . A 队 去 参加 一 场 比赛 , B 了 由 
去 参加 另 一 场 比赛 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 

解 ， 一 共有 101/(5151) = 252 种 分 法 . a 

例 5c 10 个 孩子 分 成 两 组 , 每 组 5 人 进行 篮球 比赛 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 

解 : 这 个 问题 与 例 5b 不 同 的 是 , 分 成 的 两 组 是 不 用 考虑 顺序 的 . 也 就 是 说 , 这 
儿 没有 A,B 两 组 之 分 , 仅仅 分 成 各 自 为 5 人 的 两 组 , 故 所 求 答案 为 

101/(515!) 
21 


= 126 


下 面 的 定理 是 二 项 式 定理 的 推广 , 其 证 明 留 作 习题 . 


Q@ 为 了 表达 方便 ,今后 将 n 个 不 同 元 素 分 成 大 小 不 同 的 “组 ” 称 为 “多 项 组 合 "， 分 组 的 方法 数 
(hn ) 称 为 “多 项 组 合 数 "一 译 者 注 
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多 项 式 定理 
(zl 十 zz 十 … 十 Zr) 一 > ( i 
上 式 的 求 和 号 是 对 一 切 满足 n + na + … + nr = n 的 所 有 非 负 整 向 量 
(nin2,… ,nr) 求 和 . 
鉴于 多 项 式 定理 的 形式 ， 多 项 组 合 数 (,， ,”.，,。) 也 称 为 多 项 式 系数 


n,n2, ,Mr 


(multinomial coefficient). 

例 5d 考虑 涉及 = 2m 个 人 的 淘汰 赛 . 将 这 n 个 参赛 者 随机 地 分 成 3 对 ， 
并 且 让 每 一 对 选手 进行 比赛 , 比赛 的 赢 者 留 下 来 , 进入 下 一 轮 的 比赛 , 而 失败 者 则 
淘汰 出 局 . 这 样 , 一 轮 一 轮 比赛 下 去 , 直到 最 后 一 个 得 胜 者 , 成 为 冠军 . (假设 淘汰 赛 
中 一 共有 8 个 参赛 者 .) 

(a) 在 第 一 轮 比赛 中 , 有 多 少 不 同 的 可 能 结果 ? (例如 : 其 中 一 个 结果 为 1 战胜 
2, 3 战胜 4, 5 战胜 6, 7 战胜 8.) 

(b) 在 整个 淘汰 赛 中 , 一 共有 多 少 种 不 同 的 结果 , 其 中 每 一 个 结果 展示 了 各 轮 
比赛 的 全 部 信息 . 

解 : 可 以 通过 确定 第 一 轮 比赛 的 可 能 分 组 方法 数 来 确定 第 一 轮 比赛 的 可 能 结果 
数 . 注意 到 , 将 8 个 参赛 者 分 成 第 一 对 、 第 二 对 、 第 三 对 、 第 四 对 , 共有 (> 252 2) = 


中 种 分 法. 因此 , 当 不 考虑 这 4 对 的 先后 顺序 时 , 可 能 的 分 组 方法 数 是 到. 对 于 
每 一 种 分 组 方法 中 的 每 一 对 选 有 两 种 比赛 结果 , 这 表明 第 一 轮 比 赛 中 一 共有 52 = 
和 种 可 能 的 结果 


Q@ 为 了 具体 化 , 我 们 将 淘汰 赛 理解 为 由 8 个 选手 组 成 的 乒乓 球 淘汰 赛 ， 假 定 第 一 轮 比赛 中 一 共有 4 
张 桌 子 , 并 引入 几 个 概念 . 将 8 名 运动 员 分 配 到 4 张 乒乓 桌 进 行 比赛 , 每 种 分 配方 案 称 为 一 个 “分 
配 ”, 例如 [(1,2), (3, 4), (5, 6), (7, 8)] 表示 一 个 分 配 , 将 1 号 和 2 号 运动 员 分 配 在 第 1 桌 ，…… 将 


7 号 和 8 号 运动 员 分 配 在 第 4 桌 . 分 配方 案 数 就 是 多 项 组 合 数 (2 232 2) = Es 我 们 引入 的 第 
二 个 概念 就 是 “分 组 " 将 1 号 和 2 号 运动 员 分 在 一 个 组 进行 比赛 ,… ,将 7 号 和 8 号 运动 员 分 在 
一 组 进行 比赛 , 而 不 管 这 些 运动 员 的 比赛 是 在 哪 一 张 桌子 进行 的 , 例如 [(1, 2), (3, 4), (5, 6), (7, 8)] 
与 (3,4), (1, 2), (5,6), (7, 8)] 是 不 同 的 分 配 , 但 从 分 组 的 角度 看 , 两 者 没有 区 别 , 属于 同一 个 分 组 
方案 . 分 配方 案 数 与 分 组 方案 数 之 间 具 有 如 下 关系 : 

分 配方 案 数 二 分 组 方案 数 x 4 


因此 , 在 第 一 四 比赛 中 一 共有 5 种 不 同 的 分 组 方法 . 对 于 每 一 各 分 组 方法 中 的 每 一 对 选手 有 两 
种 比赛 结果 .这样 每 一 种 分 组 方法 一 共有 24 种 不 同 的 比赛 结果 . 利用 计数 基本 法 则 可 知 , 在 第 一 
元 比 赛 中 一 共有 32 一 种 可 能 结果 
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[也 可 用 另 一 种 看 法 来 理解 这 个 结果 : 在 8 个 选手 中 有 4 个 得 胜 者 . 这 种 得 胜 
者 的 组 合 数 为 《2)， 每 一 个 得 胜 者 组 合 (例如 , (1,2,3,4) 为 得 胜 者 之 组 合 ) 可 有 4 


种 不 同 的 方式 与 4 个 失败 者 进行 比赛 , 这 样 在 第 一 轮 比赛 中 , 一 共有 和 (0 = 由 个 
可 能 的 比赛 结果 .] 
类 似 地 , 对 于 第 一 轮 比赛 的 每 一 个 可 能 结果 , 其 第 二 轮 比赛 的 可 能 结果 数 为 下 


对 于 前 面 两 轮 比 赛 的 每 一 种 可 能 结果 , 在 第 三 轮 比赛 的 结果 数 为 1. 利用 推广 的 计 


数 基本 法 则 可 知 , 整个 淘汰 赛 的 所 有 可 能 的 结果 数 为 中 分 半 = 8l、 类似 的 推论 可 
知 , 在 n= 2m 个 参赛 者 组 成 的 淘汰 赛 中 , 一 共有 nl! 种 可 能 的 比赛 结果 . 
知道 了 上 面 的 结论 , 我 们 很 容易 将 淘汰 赛 的 各 种 可 能 结果 与 (1,2,… ,n) 的 各 
种 排列 之 间 建 立 一 一 对 应 关系 . 对 每 一 个 比赛 的 可 能 结果 , 给 参加 比赛 者 一 个 排名 . 
比赛 的 冠军 排名 为 1, 在 最 后 决赛 时 , 输 给 冠军 的 人 排名 为 2. 在 倒数 第 二 轮 中 的 两 
位 输 者 的 排名 如 下 : 与 冠军 比赛 者 的 排名 为 3, 与 亚军 比赛 者 排名 为 4. 这 样 , 在 倒 
数 第 三 轮 比赛 中 4 名 胜利 者 已 经 排出 1, 2, 3, 4 的 名 次 . 这 轮 比赛 中 4 名 失败 者 排 
名 为 5, 6, 7, 8. 与 第 1 名 比赛 者 排名 5, 依次 下 去 , 与 第 4 名 比赛 者 排名 8. 这 样 
继续 排 下 去 , 直到 所 有 参赛 者 都 得 到 排名 . (可 以 用 更 简洁 的 方式 措 述 这 种 名 次 . 淘 
状 赛 的 最 后 得 胜 者 排名 为 1, 其余 的 参赛 者 的 名 次 是 这 样 确定 的 : 参赛 者 被 打败 的 
那 一 轮 中 的 比赛 场次 2*, 再 加 上 打败 他 的 那个 人 的 名 次 ,k= 0,1,2,… ,m 一 1) 这 
样 , 淘汰赛 的 结果 可 用 排列 (i ,.… ,im) 来 表示 , 其 中 代表 第 j 名 参赛 者 的 编号 . 
由 于 不 同 的 淘汰 赛 的 结果 给 出 不 同 的 排列 , 而 对 于 每 一 个 排列 , 都 有 一 个 淘汰 赛 的 
结果 与 之 对 应 . 这 样 , 可 能 的 淘汰 赛 的 结果 数目 与 1,… ,n 的 排列 数 相同 , 即 nl. 四 
例 5e 


2 2 
(21 + 22+23)? = (, i, 0o) sf + (0.2 0) 7 ( 0 2) 7 
2 2 2 
+(1 0) rina + (0, 1) + 所 1,1) ns 
= 712 + 722+ 73+ 27172 十 2zlzs 十 27273 [ 
*1.6 ”方程 的 整数 解 个 数 


把 n 个 可 分 辩 的 球 分 到 r 个 可 分 辨 的 坛子 里 , 一 共有 r” 种 方式 ， 这 是 因为 
任 一 个 球 都 有 可 能 放 到 个 坛子 中 的 任 一 个 . 现在 假设 这 n 个 球 是 不 可 分 辩 的 ， 


Q@ 此 处 或 以 后 打 * 号 表示 这 些 材料 是 可 以 选读 的 , 或 是 选 作 的 题目 . 
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这 种 情况 下 一 共有 多 少 种 可 能 结果 呢 ? 由 于 球 是 不 可 分 辨 的 , 将 n 个 球 分 到 7 个 
坛子 里 的 结果 可 以 描述 为 向 量 (z1,z2,… ,zr), 其 中 zi 表示 分 到 第 i 个 坛子 里 球 
的 数量 ， 因 此 , 此 问题 也 等 同 于 求 出 满足 z: + zz + …'+ zr = n 的 非 负 整数 向 
量 (zl, rz, … ,zr) 的 个 数 . 为 了 计算 它 , 先 考虑 该 方程 的 正 整数 解 个 数 : 设想 有 
个 不 可 分 辨 的 球 排 成 一 排 , 现 把 它们 分 成 + 组 , 每 组 都 不 空 . 要 做 到 这 一 点 , 我 们 
可 在 n 个 球 之 间 的 n - 1 个 空隙 里 选取 一 1 个 ( 如 图 1.2 所 示 ). 其 证 明 留 作 
习题 . 


图 1.2 nm 个 球 之 间 的 n 一 1 个 空隙 里 选取 一 1 个 
例如 , = 8,7 = 3 时 , 可 以 选 两 个 就 能 隔 开 : 
O00|oooloo 


代表 向 量 z1 = 3,za = 3,zs = 2. 由 于 一 共有 ("一 ]) 种 选择 可 能 , 因此 就 可 以 得 
到 以 下 命题 


命题 6.1 共有 ( 二 1 ) 个 不 同 的 具有 正 整数 分 量 的 向 量 (z1,22,… ,zr) 
满足 


Z1 十 IT2 十 … 十 Zr 一作 Zi > 0 一 1 ,7 


为 了 得 到 非 负 整数 解 (而 不 是 正 整数 解 ) 个 数 , 注意 到 zl + zz 十 … 十 zr 一 风 
的 非 负 整 数 解 个 数 与 加 十 如 十 … 十 办 = nn 十 7 的 正 整数 解 个 数 是 相同 的 〈 令 
妈 二 Zi 十 1,i 二 1,… ,7). 因此 , 利用 命题 6.1, 可 得 到 如 下 命题 . 


命题 6.2 共有 ("+"7!) 个 不 同 的 具有 非 负 整数 分 量 的 向 量 (z1, 22,…， 
zr) 满足 


Z1 十 Z2 十 … 十 Zr 一 多 (6.1) 


例 6a 方程 zi + za = 3 共有 多 少 组 不 同 的 非 负 整数 解 ? 
解 ， 一 共有 (32 了 !) =4 组 解 : (0,3),(1,2), (2,1),(3,0). 站 
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例 6b 有 2 万 美元 可 投资 到 4 个 项 目 上 , 每 份 投资 必须 是 1000 美元 的 整数 
倍 . 如 果 要 求 2 万 美元 全 部 投资 , 一 共有 多 少 种 可 行 的 投资 方法 ? 如 果 不 要 求 将 钱 
全 部 投资 呢 ? 


解 : 令 zi (i = 1,2,3,4) 分 别 表示 4 个 项 目的 投资 额 (单位 : 千 美元 ), 因此 , 4 
个 项 目的 投资 额 就 是 方程 z1 + zz + za + z4 = 20 zi > 0 的 非 负 整 数 解 . 根据 命题 


6.2, 一 共有 (入 ) = 1771 种 可 能 的 投资 方式 . 如 果 并 不 需要 将 钱 全 部 投资, 那么 假 
设 zs 表示 剩余 资金 , 那么 一 个 投资 策略 就 对 应 了 如 下 方程 的 一 个 非 负 整数 解 : 


Zl1 十 Z2 十 T3 十 TZ4 十 Z5 = 20 


因此 , 根据 命题 6.2, 存在 《24) = 10 626 种 投资 策略 . m 
例 6c 在 (zl + za 十 …+zr)n 的 展开 式 中 , 一 共有 多 少 项 ? 
解 : (trate ta) = Dn) 
其 中 , 求 和 针对 所 有 满足 n+.…+ n,n 的 非 负 束 数 (m,.… ,nm). 因此 , 根据 全 
题 6.2, 一 共有 ("+ "了 1!) 项 . a 


例 6d 再 来 讨论 例 4c, 有 m 个 天 线 , 其 中 m 个 是 不 可 分 辨 的 失效 天 线 , 另 
n 一 m 个 也 是 不 可 分 辨 但 却 有 效 的 . 现在 要 求 求 出 排 成 一 排 且 没有 连续 两 个 失效 天 
线 的 可 能 排列 数 . 设想 m 个 失效 的 天 线 排 成 一 排 , 现 找 出 放 n - mm 个 有 效 天 线 的 
位 置 . 如 果 是 排 成 了 如 下 方式 : 

Zl0z20.…Zm0zm+l 
其 中 zl > 0 是 放 在 最 左边 的 有 效 天 线 数 ; ri > 0,i = 2,… ,m, 是 放 在 第 i 个 失效 
天 线 和 第 i 一 1 个 失效 天 线 之 间 的 有 效 天 线 的 个 数 ; zm+1 > 0 是 放 在 最 右边 的 有 效 
天 线 数 . 这 样 的 配置 意味 着 任 两 个 失效 天 线 之 间 都 至 少 有 一 个 有 效 天 线 , 因此 , 满 
足 条 件 的 可 能 数 是 下 列 方程 向 量 解 的 个 数 : 
Tit+omii=nm m20,rzmii>0,z>0,i=2,..,m 
令 由 = Zi 二 1, Wi= Toi=2,… ,mym+1 = Zmt1 十 1, 可 以 看 出 它 等 同 于 以 下 方 
程 的 正 整数 向 量 解 个 数 : 
i++ +ymti=n—-m+2 


由 命题 6.1 知 , 一 共有 (”- T+，) 种 这 样 的 配置 方式 , 这 与 例 4e 的 结果 一 致 


现在 来 考虑 每 两 个 失效 天 线 之 间 至 少 有 两 个 有 效 天 线 这 种 情况 的 排列 数 . 根 
据 上 述 同样 的 理由 , 结果 为 如 下 方程 的 解 的 个 数 : 


ZI1 十 … 十 Zm+l 一 寻 一 7 Z1>0,7zmt+1>0,7i>2,1i=2,.…,m 


习 题 _13 


令 妇 二 T1 二 人 姑 二 2i 一 1 二 2,… ,mym+t1 二 Zmt1+1, 可 以 看 出 它 等 同 于 以 下 
方程 的 正 整数 向 量 解 的 个 数 : 
矿 十 … 十 ym+l 一 不 一 2m 十 3 


因此 , 由 命题 6.1, 可 知 一 共有 (” “2 十?) 种 配置 方式 . 四 


小 结 


计数 基本 法 则 阔 述 了 如 下 事实 : 如 果 一 个 试验 分 成 两 个 阶段 , 第 一 个 阶段 有 
种 可 能 结果 , 每 种 结果 又 对 应 于 第 二 个 阶段 的 m 种 可 能 结果 , 那么 该 试验 一 共有 
nm 种 可 能 结果 . 

n 个 元 素 的 排列 一 共有 n! = n(n 一 1)…:3 .2.1 种 可 能 排列 方式 ， 特 别 地 ， 
01!1 = 1. 


全 = 天 2 
i (n—ilil 
其 中 0 < i<n, 否则 等 于 0. 此 式 表 明了 从 nn 个 元 素 中 选取 i 个 元 素 的 可 能 选取 方 
法 数 ， 人) 称 为 从 nn 个 对 象 中 选取 i 个 对 象 的 组 合 数 , 因 其 在 二 项 式 定理 中 的 突出 
地 位 , 它 也 常 称 为 二 项 式 系数 , 我 们 有 

(z+y)" = 2 (iy 


对 于 任意 和 为 n 的 非 负 整 数 nn,… ,nr， 


( n )= n! 

wa ml2) ,Mr maln2l mrl 

它 等 于 n 个 元 素 分 成 互 不 重 又 的 7 部 分 ,其 中 各 个 部 分 的 元 素 个 数 分 别 是 na， 
mr 的 分 法 数 . 


习 题 


.(a) 前 2 位 为 字母 而 后 5 位 为 数字 的 汽车 牌照 一 共 多 少 种 ? 
(b) 在 上 述 条 件 下 , 如 果 不 允 许字 母 和 数字 重复 , 又 有 多 少 种 ? 

、 掷 一 枚 般 子 4 次 , 一 共有 多 少 种 结果 ? 比如 说 , 如 果 第 一 次 为 3, 第 二 次 为 4, 第 三 次 为 3， 
第 四 次 为 1, 那么 结果 就 是 “3,4,3,1”. 

。20 种 不 同 的 工作 分 派 给 20 个 工人 , 每 个 工人 一 种 工作 , 问 有 多 少 种 分 派 方式 ? 

. 约翰 、 吉 姆 、 杰 伊 和 杰克 组 成 一 个 有 4 种 乐器 的 乐队 , 如 果 每 个 人 都 会 演奏 这 4 种 乐器 ， 
间 可 以 有 多 少 种 不 同 的 组 合 ? 如 果 约 翰 和 吉姆 会 演奏 这 4 种 乐器 , 而 杰 伊 和 杰克 分 别 只 会 
弹 钢琴 及 打鼓 , 那么 又 有 多 少 种 不 同 组 合 ? 


- 


» 


如 名 
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10. 


11. 


12. 


13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


18. 


.一直 以 来 , 美国 和 加 拿 大 的 电话 区 号 由 3 位 数组 成 , 第 一 位 是 2 ~ 9 之 间 的 任 一 数字 ; 第 


二 位 是 0 或 者 1; 第 三 位 是 1 ~ 9 之 间 的 任 一 数字 . 问 一 共有 多 少 种 可 能 的 区 号 ? 以 4 开 
头 的 区 号 一 共有 多 少 种 可 能 ? 


.有 个 熟知 的 童谣 : 


我 出 发 去 圣 - 艾 弗 斯 ， 

路 上 碰见 一 个 人 ， 

带 着 他 的 7 个 老婆 ， 

每 个 老婆 持 着 7 个 包 ， 

每 个 包 里 装着 7 只 猫 ， 

每 只 猫 生 了 7 只 小 猫咪 ， 

数 数 看 , 我 到 底 看 到 了 多 少 只 小 猫 味 ? 


，(a) 3 个 男孩 和 3 个 女孩 坐 在 一 排 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 


(b) 如 果 男 孩 和 女孩 分 别 坐 在 一 起 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 
(c) 如 果 只 要 求 男孩 坐 在 一 起 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 
(d) 如 果 相 邻 的 座位 上 必须 坐 异性 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 


。 以 下 单词 的 字母 可 以 有 多 少 种 排列 方式 ? 


(a) Fluke; (b) Propose; (c) Mississippi; (d)Arrange. 


， 一 个 孩子 有 12 块 积木 , 其 中 6 块 黑色 、4 块 红色 、1 块 白色 和 1 块 蓝 色 . 孩子 想 把 这 些 积 


木 排 成 一 排 , 一 共有 多 少 种 排 法 ? 

8 人 坐 在 一 排 , 一 共有 多 少 种 坐 法 , 如 果 

(a) 没什么 限制 ; (b) A 和 B 必须 坐 在 一 起 ; (c) 一 共 4 个 男人 , 4 个 女人 , 且 任何 两 个 男人 
不 能 坐 在 一 起 , 任何 两 个 女人 也 不 能 坐 在 一 起 ; (d) 共有 5 个 男人 , 且 他 们 必须 坐 在 一 起 ; 
(e) 有 4 对 夫妇 , 每 对 夫妇 必须 坐 在 一 起 . 

把 3 本 小 说 、2 本 数学 书 和 1 本 化 学 书 摆 放 到 书柜 里 , 一 共有 多 少 种 摆 放 方法 ? 如 果 

(a) 书 可 以 以 任何 顺序 摆 放 ; (b) 数学 书 必 须 放 一 起 , 小 说 必须 放 一 起 ; (c) 小 说 必须 放 一 
起 , 其 他 书 无 所 谓 . 

某 个 班级 有 30 名 学 生 , 有 5 个 不 同 的 奖项 (成 绩 奖 、 组 织 奖 等 等 ) 要 颁发 , 一 共有 多 少 种 
不 同 的 颁奖 方式 ? 如 果 

(a) 一 个 学 生 可 以 得 多 个 奖项 ; (b) 每 个 学 生 最 多 只 能 得 1 个 奖项 . 

有 20 个 人 , 每 人 都 要 与 其 他 人 担 一 次 手 , 一 共 要 握 多 少 次 手 ? 

从 一 副 牌 的 52 张 中 任 意 抽取 5 张 , 一 共有 多 少 种 抽 法 ? 

一 个 舞蹈 班 有 22 个 学 生 , 10 女 12 男 , 要 挑选 5 男 5 女 然后 配对 , 一 共有 多 少 种 配 法 ? 
某 学 生 从 6 本 数学 书 、7 本 科学 书 和 4 本 经 济 学 书 里 卖 掉 2 本 , 有 多 少 种 选择 ? 如 果 

(a) 两 本 书 同一 科目 ; (b) 两 本 书 不 同 科目 

共有 7 件 不 同 的 礼物 分 给 10 个 孩子 , 如 果 每 个 孩子 最 多 只 能 拿 1 件 礼物 , 一 共有 多 少 种 
分 法 ? 

有 5 名 共和 党 人 , 6 名 民主 党 人 和 4 名 无 党 派 人 士 , 要 从 中 分 别 选 取 2 名 共和 党 人 、2 名 
民主 党 员 和 3 名 无 党 派 人 士 组 成 一 个 七 人 委员 会 . 一 共有 多 少 种 选 法 ? 


习 题 15 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
25. 
26. 
27. 
28. 


29. 


从 8 女 6 男 里 选择 3 女 3 男 组 成 委员 会 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 如 果 

(a) 其 中 有 两 个 男人 不 愿 同时 进入 委员 会 ; 

(b) 其 中 有 两 个 女人 不 愿 同时 进入 委员 会 ; 

(e) 其 中 有 一 男 一 女 不 愿 同时 进入 委员 会 . 

某 人 有 8 个 朋友 , 他 打算 邀请 其 中 5 人 参加 茶会 ， 

(a) 如 果 有 某 两 人 长 期 不 和 , 不 能 同时 参加 茶会 , 他 有 多 少 种 邀请 方案 ? 

(b) 如 果 有 某 两 人 只 能 同时 被 邀请 , 一 共有 多 少 种 邀请 方案 ? 

如 下 图 , 从 标 有 4 的 地 方 出 发 , 每 一 步 只 能 向 上 或 者 向 右 移动 , 问 移动 到 B 一 共有 多 少 
种 移动 方式 ? 

提示 : 从 4 到 B 需 向 右 4 步 , 向 上 3 步 . 


4A 


在 习题 21 中 , 如 果 要 求 必须 经 过 标 有 加 图 的 点 (如 下 图 ), 一 共有 多 少 种 移动 方式 ? 
B 

中 下 

ie 


某 从 事 睡 梦 研究 的 心理 学 实验 室 有 3 间 房 , 每 间 房 里 有 2 张 床 . 现 要 安排 3 对 双胞胎 进行 
睡梦 实验 , 要 求 每 对 双胞胎 必须 安排 在 同一 间 房 的 不 同 床上 , 一 共有 多 少 安排 方法 ? 

展开 (3z? 十 幼 5. 

桥牌 比赛 中 有 四 个 选手 参加 , 每 人 分 到 13 张 牌 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 

展开 (zl + 2za + 3z3) 

将 12 个 人 分 成 各 含 3 人 、4 人 和 5 人 的 委员 会 , 一 共有 多 少 种 方法 ? 

将 8 个 老师 分 配 到 4 个 学 校 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 如 果 要 求 每 个 学 校 必须 接收 2 个 老师 
昵 ? 

一 共 10 个 举重 选手 参加 比赛 , 其 中 3 名 美国 选手 、4 名 俄罗斯 选手 、2 名 中 国 选手 和 1 
名 加 拿 大 选手 . 如 果 成 绩 只 记录 每 个 选手 的 国籍 , 一 共有 多 少 种 可 能 结果 ? 如 果 美国 选手 
有 1 名 在 总 成 绩 前 三 名 , 另 两 名 在 总 成 绩 的 最 后 三 名 中 , 那么 一 共有 多 少 种 可 能 结果 ? 
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*32. 


+*33. 


.有 分 别 来 自 俄国 、 法 国 、 英 国 和 美国 等 10 个 国家 的 代表 坐 在 一 排 , 如 果 法 国 和 英国 代表 


坐 在 一 起 , 俄国 和 美国 代表 不 坐 在 一 起 , 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 


. 8 块 相同 的 黑板 分 给 4 所 学 校 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 如 果 要 求 每 所 学 校 至 少 分 到 1 块 黑板 


呢 ? 

电梯 载 着 8 个 人 (不 包括 电梯 工 ) 自 底层 启动 , 到 顶层 6 楼 后 , 乘客 已 全 部 下 完 . 如 果 电梯 
工 只 注意 到 每 层 楼 出 去 的 人 数 , 那么 他 能 看 到 多 少 种 离开 电梯 的 方式 ? 如 果 8 个 乘客 中 
有 5 个 男人 和 3 个 女人 , 而 电梯 工 又 只 注意 了 出 去 人 的 性 别 ; 问题 的 答案 又 是 多 少 ? 

有 2 万 美元 要 投资 到 4 个 项 目 上 , 每 份 投资 必须 是 1000 美元 的 整数 倍 , 且 每 个 项 目 如 果 
有 投资 的 话 , 最 少 投资 额 分 别 为 2000, 2000, 3000 和 4000 美元 , 一 共有 多 少 种 可 行 的 投 
资方 法 , 如 果 


(a) 每 个 项 目 都 要 投资 ; (b) 至 少 投资 其 中 3 个 项 目 . 


理论 习题 


。 证 明 推 广 的 计数 基本 法 则 . 


2. 进行 两 个 试验 , 第 一 个 试验 有 m 个 可 能 的 结果 . 若 第 一 个 试验 得 到 第 i 个 结果 , 则 第 二 个 


试验 有 mi 个 可 能 的 结果 , i = 1,2,… , m. 问 这 两 个 试验 一 共有 多 少 种 可 能 结果 ? 


3， 从 nn 个 元 素 里 取 个 , 如 考虑 抽取 次 序 的 话 有 多 少 种 取 法 ? 
4. 有 nt 个 球 , 其 中 个 黑 球 , n 一 r 个 白 球 , 把 它们 排 成 一 排 , 用 组 合 学 知识 解释 共有 (") 


种 排 法 . 


。 计算 形 如 (zi, zz,… ,zn) 的 向 量 的 个 数 , 其 中 zt 等 于 0 或 者 1, 且 并 蕊 :zt > 大 
， 有 多 少 个 这 样 的 向 量 (z1,… ,zk), 其 中 zi 是 正 整数 , 且 满足 1 < zi 和 mn 和 zl < za < 


<? 


7, 用 分 析 的 方法 证 明 等 式 (4.1). 


8 "+") = (0) (7) + (TD) + (7) (0) 


提示 : 设 有 n 个 男人 和 mm 个 女人 , 从 中 挑选 + 人 , 一 共有 多 少 种 挑选 方法 ? 


.利用 理论 习题 8 的 结论 证 明 : (2") = (")” 
10. 


从 人 中 选取 上 人 组 成 一 个 委员 会 , k < m 其 中 一 人 被 任命 为 主席 . 


(a) 考虑 先 选 出 人 , 然后 任命 其 中 一 人 为 主席 , 说 明 总 共有 (%)k 种 可 能 方式 . 
(b) 考虑 先 选 出 上-- 1 人 , 其 中 没有 主席 , 然后 再 在 剩 下 的 n 一 十 1 人 中 选 一 人 为 主席 ， 
总 共有 (| ”|) (mn 一 上 十 1) 种 可 能 方式 . 


(0) 考虑 先 选 出 主席 , 然后 再 选 出 其 他 成 员 , 说 明 一 共有 n(% 一]) 种 可 能 选择 . 
(a) 总 结 (a), (b), (o), 得 出 (2) = me-k+D(2 =n() 
(e) 利用 (") 的 阶乘 定义 证 明 (d) 中 等 式 . 


理论 习题 _17 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


以 下 是 费 马 组 合 恒等式 : 


fil 
(0) =D) n> 
试 从 组 合 的 角度 , 而 不 用 计算 的 方法 , 去 验证 该 恒等式 . 
提示 : 考虑 由 数字 1,…… ,m 所 组 成 的 集合 , 以 i 为 最 大 值 的 含有 个 元 素 的 子 集 一 共有 
多 少 个 ? 
考虑 如 下 组 合 恒等式 : 


=n 


(a) 试 从 组 合 的 角度 解释 上 式 , 可 考虑 从 n 人 中 挑选 若干 人 组 成 委员 会 并 在 其 中 选 定 一 
名 主席 的 可 能 方式 的 两 种 计算 方法 . 
提示 : 
(i) 如 果 选 择 上 人 组 成 会 员 会 并 选 定 一 名 主席 , 一 共有 多 少 种 方法 ? 
(i 先 选 好 主席 , 然后 再 选 其 他 成 员 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 
(b) 证 明 以 下 等 式 对 n = 1, 2,3,4,5 都 成 立 : 


/ne =2"-2n(n+l 
艺 全 9 
为 了 从 组 合 的 角度 证 明 上 式 , 指出 上 式 的 两 边 都 等 于 如 下 的 可 能 选择 方式 : 考虑 有 n 
个 人 , 从 中 选择 若干 人 组 成 一 个 委员 会 , 并 选 定 主席 和 秘书 (有 可 能 是 同一 人 ). 
提示 : 
(i) 委员 会 一 共有 k 人, 一 共有 多 少 种 选择 方式 ? 
(ii) 如 果 主 席 和 秘书 为 同一 人 , 一 共有 多 少 种 选择 方式 ? (答案 : n2"!) 
(证 ) 如 果 主 席 和 秘书 为 两 个 不 同 的 人 , 一 共有 多 少 种 选择 方式 ? 
(9 证 明 殊 %, (7)1 =2"-3n?(n+3) 


证 明 , 对 n>0, 有 对 %o(-1)'(?) =0 

提示 : 利用 二 项 式 定理 . 

从 nn 个 人 里 选 j 个 人 组 成 委员 会 , 再 从 这 委员 会 里 选 i 个 人 组 成 分 会, i < j. 

(a) 用 两 种 方法 分 别 计算 委员 会 和 分 会 的 可 能 选择 数 来 导出 组 合 恒等式 . 其 中 , 第 一 种 方 
法 是 先 选择 j 个 人 组 成 委员 会 , 再 从 中 选择 i 个 人 组 成 分 会 . 第 二 种 是 先 选择 i 个 人 
组 成 分 会 , 再 补充 j 一 i 个 人 组 成 委员 会 . 

(b) 利用 (a) 证 明 组 合 恒等式 : 7-: (7 ) = is<n 

(c) 利用 (a) 和 理论 习题 13 证 明 并 7 的 (人 CD =0 ign 

令 Hi(n) 为 向 量 (z1,z2,… ,zk) 的 数目 ,其 中 ri 是 正 整数 且 满足 1 < zi < n 及 


TZ1ST2 SS Th 
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16. 


17. 
18. 


+20. 


(a) 不 用 任何 计算 , 说 明 
Hi(n)=n 


Hi = HD) k>1 
气 


提示 : 如 果 zk = j, 那 一 共有 多 少 向 量 ? 
(b) 利用 上 述 递 推 公式 计算 Ha(5). 
提示 : 先 计算 2(n), 对 n= 1 2,3,4,5. 
有 n 个 选手 参加 比赛 ,最 后 排 定 成 绩 ,同时 允许 选手 排名 相同 . 那么 , 就 可 按 排名 成 绩 将 
选手 分 成 组 , 成 绩 最 好 的 第 一 组 , 成 绩 其 次 的 第 二 组 , 等 等 、 记 N(n) 表示 不 同 结果 的 可 
能 数 , 比如 N(2) = 3, 因为 在 一 个 只 有 2 名 选手 参加 的 比赛 中 , 比赛 结果 一 共有 3 种 : 第 
一 个 选手 获 第 一 , 第 二 个 选手 获 第 一 , 两 个 选手 并 列 第 一 . 
(a) 列 出 所 有 n = 3 时 的 可 能 结果 ; 
(b) 令 N(0) = 1, 不 用 任何 计算 , 说 明 N(n) = 学， (WNn— 让 提示 : 共有 i 个 选手 
并 列 最 后 一 名 , 一 共有 多 少 种 结果 ? 
(e) 证 明 上 述 公式 等 价 于 N(n) = 20 (NG 
(d) 利用 上 述 递 推 公式 , 求 出 N(3) 和 N(4). 
从 组 合 的 角度 解释 (") = (，,” ，): 
证 明 


Gs i (i er 局 a i = 1) 


提示 : 利用 证 明 公式 (4.1) 的 类 似 方法 . 
证明 多 项 式 定理 . 
将 nn 个 相同 的 球 放 到 " 个 坛子 里 , 要求 第 i 个 坛子 至 少 有 ms 个 球 , i 二 1,… ,7, 一 共有 
多 少 种 放 法 ? 假设 n > 世 [_y msi. 


.说 明 方程 zl + za 十 … + zr 二 nn 正好 有 (”) (7) 个 解 ,其 中 有 天 个 rt 为 0 
.考虑 元 函数 f(z1,… ,zn), 一 共有 多 少 个 阶 偏 微分 ? 


。 求 向 量 (z1,… ,zn) 的 数目 , 其 中 ri 为 非 负 整 数 且 满足 忆 记 ;Ti < 


自 检 习题 


字母 A, B, C, D, E,F 一 共有 多 少 种 排列 方式 , 如 果 

(a) A 和 B 必须 在 一 起 ; (b) A 在 B 之 前 ; 

(c) A 在 B 之 前 ,B 在 C 之 前 ; (qd) A 在 B 之 前 ,C 在 DD 之 前 ; 
(e) A 和 B 必须 在 一 起 , C 和 D 也 必须 在 一 起 ; (f) E 不 在 最 后 . 


自 检 习 题 19 


4 个 美国 人 、3 个 法 国人 和 3 个 英国 人 坐 在 一 排 , 要 求 相同 国籍 的 人 必须 坐 在 一 起 , 一 共 
有 多 少 种 坐 法 ? 

从 有 10 人 的 俱乐部 中 分 别 选 1 名 总 裁 、1 名 财务 和 1 名 秘书 , 一 共有 多 少 种 选 法 , 如 果 
(a) 没有 任何 限制 ; (b) A 和 B 不 能 同时 被 选 ; 

(c) C 和 D 要 么 同时 被 选 , 要 么 同时 不 被 选 ，(d) E 必须 被 选 ; 

(e) F 被 选中 的 话 , 必须 担任 总 裁 . 

一 次 考试 中 , 学 生 应 从 10 道 考题 中 选择 7 道 回答 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 如 果 规 定 必须 
在 前 5 道中 至 少 选 3 道 , 那么 有 多 少 种 选 法 ? 

某 人 将 7 件 礼物 分 给 他 的 3 个 孩子 , 其 中 老大 得 3 件 , 其 余 两 人 分 别 得 2 件 , 一 共有 多 
少 分 法 ? 

一 块 汽车 牌照 的 号 码 由 3 位 字母 和 4 位 数字 组 成 . 如果 允许 字母 或 数字 重复 且 位 置 没 
有 任何 限制 , 一 共有 多 少 种 可 能 的 牌照 号 ? 


7。 从 组 合 的 角度 解释 恒等式 : (") = (,，”,). 


10. 


11. 


12. 


*13. 


*14. 
15. 


16. 


nr 

考虑 一 个 n 位 数 , 每 位 数字 都 是 0, 1,… ,9 中 的 一 个 , 一 共有 多 少 个 这 样 的 数 ? 如 果 

(a) 相 邻 的 两 位 数字 均 不 相同 ; (b) 0 出 现 i 次 , i = 0,… ,n. 

有 三 个 班级 , 每 个 班级 有 n 个 学 生 , 从 这 3n 个 学 生 中 选 3 人 . 

(a) 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

(b) 如 果 3 人 来 自 于 相同 班级 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

(c) 如 果 有 2 人 来 自 于 相同 班级 , 另 1 人 来 自 于 其 他 班级 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

(d) 3 人 分 别 来 自 不 同 的 班级 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

(e) 利用 (a) 到 (d) 的 结果 , 写 出 一 个 组 合 恒等式 . 

由 数字 1,2,.… ,9 组 成 的 5 位 数 一 共 有 多 少 ? 这 5 个 数字 中 不 容许 有 数字 重复 多 于 2 

次 (例如 , 41 434 是 不 容许 的 ). 

从 10 对 夫妇 中 选 出 6 个 人 , 但 不 容许 夫妇 同时 入 选 . 

(a) 一 共有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? 

(b) 若 规定 这 6 个 人 中 必须 是 三 男 三 女 (当然 夫妇 是 不 容许 同时 入 选 的 ), 一 共有 多 少 种 
选 法 ? 

从 7 个 男人 、8 个 女人 中 选取 6 人 组 成 委员 会 . 如 果 要 求 至 少 3 个 女人 、2 个 男人 , 一 

共有 多 少 种 选取 方法 ? 

一 个 艺术 品 收藏 拍卖 会 一 共有 15 件 艺术 品 , 其 中 4 件 达 利 的 、5 件 凡 高 的 和 6 件 毕 加 

索 的 . 一 共有 5 名 艺术 品 收藏 家 买 下 了 这 批 艺 术 品 . 而 某 记 者 只 记载 了 每 位 收藏 家 得 到 

的 达 利 、 凡 高 和 毕加索 作品 的 数量 , 问 销售 记录 能 有 多 少 种 不 同 的 结果 ? 

计算 向 量 (z1,… ,zn) 的 个 数 , 如 果 zi 是 正 整数 , 且 并 ”zi < ,其 中 上 之 n 

n 个 学 生 参 加 保险 精算 师 的 考试 , 公 榜 结 果 只 列 出 那些 通过 考试 的 学 生 名 单 , 并 且 按照 

他 们 的 分 数 由 高 到 底 进行 排序 , 例如 , 公 榜 结果 为 “Brown，Cho” 意味 着 只 有 Brown 和 

Cho 通过 了 考试 , 而 且 Brown 分 数 比 Cho 的 高 . 如 果 没 有 相同 的 分 数 , 那么 公布 的 考 

试 结果 一 共有 多 少 种 情况 ? 

从 集合 S = {1,2,… ,20} 中 选 4 个 元 素 组 成 子 集 , 并 且 1,2, 3,4,5 中 至 少 有 一 个 被 选 

中 , 一 共有 多 少 种 子 集 ? 
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17. 


18. 


19, 


给 出 下 列 恒 等 式 分 析 的 证 明 
人 = 人 ( 习 +kn-D+(5 1<ksn 


并 给 出 该 恒等式 的 组 合 解释 . 

一 个 社区 的 构成 是 这 样 的 : 有 3 户 单亲 家 庭 带 1 个 子女 , 有 3 户 单亲 家 庭 带 2 个 子女 ， 
有 5 户 双亲 家 庭 带 一 独生子 女 , 7 户 双亲 家 庭 带 2 个 子女 , 6 户 双亲 家 庭 带 了 3 个 子女 . 
现在 要 从 某 一 家 庭 中 选取 一 个 家 长 和 一 个 孩子 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

汽车 牌照 号 由 8 位 数字 或 字母 组 成 , 但 规定 数字 或 字母 不 能 重复 , 对 于 数字 或 字母 的 位 
置 不 作 任何 限制 , 这 样 共有 多 少 种 不 同 的 汽车 牌号 ? 若 还 规定 3 个 数字 必须 是 相连 的 ， 
那么 问 一 共 可 有 多 少 种 不 同 的 汽车 牌号 ? 


第 2 章 概率 论 公 理化 
2.1 简介 


本 章 介绍 事件 的 概率 这 一 概念 , 并 展示 在 某 些 特定 情形 下 计算 概率 的 方法 . 在 
引入 概率 的 概念 之 前 , 先 要 学 习 更 基本 的 概念 一 一 试验 的 样本 空间 和 事件 . 


2.2 ”样本 空间 和 事件 


假设 某 次 试验 的 结果 是 不 可 预测 、 不 确定 的 . 当然 , 尽管 在 试验 之 前 无 法 得 知 
结果 , 但 是 假设 所 有 可 能 的 结果 的 集合 是 知道 的 . 所 有 可 能 的 结果 构成 的 集合 ， 
为 该 试验 的 样本 空间 (sample space), 并 记 为 5. 以 下 是 样本 空间 的 一 些 例子 . 

(1) 车 试验 是 考察 新 生 婴 儿 的 性 别 , 那么 所 有 可 能 结果 的 集合 5 = {g,b} 就 是 
一 个 样本 空间 , 其 中 g 表示 “女孩 ”,b 表示 “男孩 ”. 

(2) 赛马 比赛 中 一 共有 7 匹 马 参赛 , 这 7 匹 马 分 别 标 以 1,2,3,4,5,6,7. 考察 比 
赛 结 果 , 所 有 可 能 的 比赛 结果 的 集合 5 = {(1,2,3,4,5,6,7) 的 所 有 7! 种 排列 } 就 是 
一 个 样本 空间 . 比如 (2,3,1,6,5,4,7) 就 表示 2 号 马 跑 第 一 , 3 号 马 跑 第 二 , 接 下 来 
是 1 号 马 …… 这 是 比赛 的 一 种 可 能 结果 . 

(3) 掷 两 枚 硬币 , 考察 哪 一 面 朝 上 , 那么 样本 空间 一 共 包 含 如 下 四 种 结果 : 

5 = {(H,H),(H,T), (T, H), (T, T)} 
其 中 (HLH) 表示 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 9; (H,T) 表 示 第 一 枚 硬币 正面 朝 上 , 第 二 枚 
反面 朝 上 ; (T,H) 表 示 第 一 枚 硬币 反面 朝 上 , 第 二 枚 正面 朝 上 ; (T,T) 表 示 两 枚 硬币 都 
是 反面 朝 上 . 
(4) 掷 两 枚 般 子 , 考察 两 枚 般 子 的 点 数 , 那么 样本 空间 包含 36 个 结果 : 


S={(i,j):i,j=1,2,3,4,5,6} 


其 中 , (i,7) 表示 第 一 个 般 子 的 点 数 是 ?第 二 个 般 子 的 点 数 是 了 
(5) 考察 一 个 晶体 管 的 寿命 (小 时 ), 那么 样本 空间 是 所 有 的 非 负 实数 , 即 


S={z:0<z<oo} 


人 @@ 本 书 中 , 我 们 约定 H 表示 正面 朝 上 , T 表示 反面 朝 上 .一 一 译 者 注 
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样本 空间 的 任 一 子 集 巨 称 为 事件 (event), 事件 就 是 由 试验 的 某 些 可 能 结果 组 成 的 
一 个 集合 . 如 果 试 验 的 结果 包含 在 EE 里 面 , 那么 就 称 EE 发 生 了 . 以 下 是 一 些 有 关 
事件 的 例子 : 

在 前 面 的 例 (1) 中 , 令 已 = {g}, 那么 妃 就 表示 “婴儿 是 个 女孩 ” 这 个 事件 ; 类 
似 地 , FF = {b} 就 表示 “婴儿 是 个 男孩 ” 

在 例 (2) 中 , 如 果 已 = { 所 有 以 3 开头 的 排列 }, 那么 E 就 表示 “3 号 马 获 得 了 第 
在 例 (3) 中 , 如 果 已 = {(H,H),(H,T)}, 那么 就 表示 “第 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”. 
在 例 (4) 中 , 如 果 巨 = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6, 1)}, 那么 已 就 表示 

“两 个 般 子 点 数 之 和 为 7”. 

在 例 (5) 中 , 如 果 巨 = {z :0< z < 5}, 那么 EE 就 表示 “晶体 管 的 寿命 不 超过 
5 个 小 时 ”. 

对 于 同一 个 样本 空间 5 的 任 两 个 事件 EE 和 环 , 定义 一 个 新 的 事件 EU FF, 它 
由 以 下 结果 组 成 : 这 些 结果 或 在 EE 里 , 或 在 里 , 或 既 在 BE 里 也 在 已 里 ， 也 
就 是 说 , 如 果 事 件 妃 或 者 事件 F 中 有 一 个 发 生 , 那么 巨 UF 就 发 生 ， 比 如 在 例 
(1) 中 , 如 果 已 = {fg},F = {b}, 那么 UF = {g,b}, 也 即 , BUFF 与 整个 样本 
空间 5 是 一 致 的 . 在 例 (3) 中 , 如 果 EE = {(H,H),(H,T)} 且 F = {(T, 二 }, 那么 
EUF = {(H,H),(H,T),(T,H)} 因此 , BUF 意味 着 “至 少 有 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”. 

事件 UF 称 为 事件 BE 和 事件 下 的 并 (union). 

类 似 地 , 对 于 任意 两 个 事件 E 和 FF, 还 可 以 定义 EF, 称 为 和 FF 的 交 (inter- 
section), 它 由 已 和 FF 的 公共 元 素 组 成 . 也 即 事件 BF( 有 了 时 也 记 为 Bn) 发 生 当 
且 仅 当 巨 和 下 同时 发 生 . 比如 在 例 (3) 中 , 事件 = {(H,HH),(H,T),(T,H)} 表示 
“至 少 有 一 个 正面 朝 上 ”, 而 F = {(H,T),(T,H),(T,T)} 表示 “至 少 有 一 个 反面 朝 
上 ”, 那么 EF = {(H,T),(T,H)} 就 表示 “正好 一 个 正面 朝 上 , 一 个 反面 朝 上 ”. 在 
例 (4) 中 , 事件 = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)} 表示 两 个 角子 点 数 之 和 
为 了 ,而 下 = {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)} 表示 从 子 点 数 之 和 为 6, 那么 EF 不 
包含 任何 试验 结果 , 所 以 它 也 不 可 能 发 生 . 类 似 这 样 的 事件 , 称 为 不 可 能 事件 , 记 为 
(也 即 , g 是 不 包含 任何 结果 的 事件 ). 如 果 EF = @, 则 称 已 和 已 是 互 不 相 容 的 
(mutually exclusive). 

用 类 似 的 方式 再 来 定义 两 个 以 上 事件 的 并 和 交 . 设 瓦 ,七 ，… 是 一 系列 事件 ， 
这 些 事件 的 并 记 为 UE。, 表示 至 少 包含 在 某 一 个 En 里 的 所 有 结果 所 构成 的 事 
件 . 同样 , 这 些 事件 的 交 记 为 >， En, 其 含义 为 包含 在 所 有 EE 里 的 所 有 结果 构成 
的 事件 . 

最 后 , 一 个 事件 的 补 事件 记 为 Be, 其 含义 是 包含 在 样本 空间 里 但 不 包含 在 忆 
里 的 所 有 结果 构成 的 事件 . 也 即 ，Ee 发 生 当 且 仅 当 五 不 发 生 ， 在 例 (4) 中 , 如 


2.2 样本 空间 和 事件 23 


E = {(1,6), (2,5), (3,4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}, 那么 当 两 个 角 子 点 数 之 和 不 等 于 7 时 ， 
E* 发 生 . 值得 说 明 的 是 , 样本 空间 5 的 补 集 5° = &. 

对 于 任 两 个 事件 E 和 F, 如 果 EE 内 的 所 有 结果 都 在 FF 中 , 那么 称 EE 包含 于 
下 , 记 为 EC F( 或 者 FF > EE). 因此 , 如 果 Ec F, 那么 EE 发生 也 就 能 推出 FF 也 发 
生 . 如 果 包 CF 和 下 CE, 那么 称 E 和 下 是 相同 的 , 记 为 =F. 

韦 恩 图 (Venn Diagram) 是 一 种 用 来 阐述 事件 之 间 的 逻辑 关系 的 非常 有 效 的 几 
何 表示 方法 ， 样 本 空间 S 表示 为 一 个 大 的 矩形 , 表示 包含 了 所 有 可 能 结果 , 事件 
慷 , FG,-… 表示 为 包含 在 矩形 之 内 的 一 个 个 小 圆 , 所 关心 的 事件 可 以 用 相应 的 阴影 
区 域 来 表示 . 比如 , 在 图 2.1 的 三 个 韦 恩 图 中 , 阴影 部 分 分 别 表示 EU FEF 和 E*. 
2.2 表 示 EcF. 


5 S 5 

en) ($4) 

(a) 阴影 区 域 : EU F (b) 阴影 区 域 : EF (0) 阴影 区 域 : 
图 2.1 韦 恩 图 


并 、 交 和 对 立 事件 遵循 类 似 于 代数 学 
里 的 一 些 运算 规则 , 列举 如 下 : 

交换 律 : EUF=FUE EF=FE 

结合 律 : (EU F)UG = EU(FUG) 


(BF)G = E(FG) 
分 配 律 : (EUF)G = EGU FG EFU 5 
G= (EUG)(FUG) 图 2.2 事件 的 包含 关系 


上 述 式 子 可 以 通过 以 下 方式 来 证 明 : 先 证 明 等 式 左 边 的 事件 里 的 任 一 结果 必 
然 包含 于 等 式 右边 的 事件 , 再 证 明 等 式 右边 的 事件 里 的 任 一 结果 也 包含 于 等 式 左边 
的 事件 . 另 一 个 显而易见 的 方法 就 是 利用 韦 恩 图 , 比如 图 2.3 就 表示 了 分 配 律 . 


E F E F E F 
G G G 


(a) 阴影 区 域 : EG (b) 阴影 区 域 : FG (0) 阴影 区 域 : (EU jG 
(EU G-EGU FG 


图 2.3 分 配 律 
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下 面 关于 并 、 交 及 对 立 事件 这 三 个 基本 运算 之 间 的 重要 的 关系 式 称 为 德 摩根 
定律 (DeMorgan's laws): 
(Vs) -Ma (Ms) -Us 
i=1 i=1 i=1 i=1 

为 了 证 明 上 述 定律, 首先 假设 z 是 (U7 E:) 里 的 一 个 元 素 , 那么 = 不 包含 
于 Un 友 , 这 就 意味 着 = 并 不 包含 于 任 一 个 事件 忆 ,i = 1,2,… ,m 所 以 对 任意 
i(i = 1,2,.… ,mn) 来 说 , z 就 包含 于 ES, 也 即 z 包含 于 站 ,三 . 另 一 方面 假设 x 
包含 于 ,Es, 那么 对 任 一 ,i = 1,2,… ,n, z 包含 于 Ef. 这 就 意味 着 z 不 属于 
所 有 的 Ei, 即 = 不 包含 于 Ui Ei. 也 即 = 包含 于 (Ur, E;)， 这样 就 证 明了 德 麻 
根 定律 的 第 一 条 . 

现 证 明 德 摩根 定律 的 第 二 条 , 由 第 一 条 定律 可 知 


(05) -Pe 
这 样 , 由 (Be)* = 盛 ， 上 式 等 从 于 3 
Go) -i 
对 两 边 取 补 运算 ， 即 得 到 如 下 结果 ， 攻 
Ua- (Ms) 
二 1 il 
2.3 ”概率 论 公理 


一 种 定义 事件 发 生 的 概率 的 方式 是 利用 事件 发 生 的 频率 . 定义 如 下 : 一 个 试验 
的 样本 空间 为 5, 在 相同 的 条 件 下 可 重复 进行 ， 对 于 样本 空间 5 里 的 事件 E, 记 
n( 玉 ) 为 n 次 重复 试验 中 事件 已 发 生 的 次 数 . 那么 , 该 事件 发 生 的 概率 

PE) = im, 

即 概率 P(E) 定义 为 发 生 的 次 数 占 试验 总 次 数 的 比例 的 极限 , 也 即 发 生 频率 的 
极限 . 
虽然 上 述 定义 很 直观 , 而 且 大 多 读者 也 一 直 这 么 认为 , 但 它 却 有 很 严重 的 缺陷 . 
怎么 就 知道 n(B)/n 会 收敛 到 一 个 固定 的 常数 , 而 且 如 果 进行 另 一 次 重复 试验 ， 它 
也 会 收敛 到 这 个 相同 的 常数 ? 例如 , 设想 进行 这 样 的 试验 : 重复 掷 一 枚 硬币 n 次 ， 
怎么 能 保证 在 n 次 试验 中 正面 朝 上 的 比例 会 随 着 ”的 增 大 而 收敛 于 某 个 数 ? 而 且 ， 
即使 它 确实 收敛 于 某 个 数 , 又 如 何 保证 进行 另 一 次 同样 的 重复 试验 时 , 其 比例 会 趋 
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于 同样 的 值 ? 

用 频率 来 定义 概率 的 支持 者 常常 这 样 回答 上 述 问题 , 他 们 认为 n(E)/n 趋 于 某 
常数 是 整个 系统 的 一 个 假设 , 或 者 说 一 个 公理 (axiom). 但 是 , 这 个 假设 非常 不 简洁 . 
因为 , 尽管 事实 上 需要 假定 频率 的 极限 是 存在 的 , 但 是 这 却 不 是 一 个 最 基本 、 最 简 
单 的 假设 .同时 , 这 样 的 假设 也 不 一 定 为 所 有 人 所 认同 . 事实 上 , 先 假定 一 些 更 简 
单 、 更 显而易见 的 关于 概率 的 公理 , 然后 去 证 明 频 率 在 某 种 意义 下 趋 于 一 个 常数 极 
限 不 是 更 合情合理 吗 ? 这 也 正 是 本 书 采纳 的 现代 概率 论 公 理化 方法 . 特别 地 , 仍 假 
定 对 于 样本 空间 里 的 任 一 事件 E, 都 存在 一 个 值 P(E)( 指 的 就 是 事件 忆 的 概率 )， 
并 假定 这 些 概率 值 符合 一 系列 公理 . 读者 一 定 会 认可 这 些 公 理 , 因为 这 些 公理 很 接 
近 于 对 概率 的 直觉 认识 . 

假设 某 个 试验 的 样本 空间 为 5, 对 应 于 其 中 任 一 事件 EE, 定义 一 个 数 P(E), 满 
足 如 下 3 条 公理 . 


公理 1 0< P(E)<1 
公理 2 P(S) =1 
公理 3 对 任 一 系列 互 不 相 容 的 事件 Ei, E2,…( 即 如 果 ij, 则 EB;=2)， 


有 oo oo 
P(UE)=D P(E) 
i=1 i=1 


我 们 把 满足 以 上 3 条 公理 的 P(E) 称 为 事件 妃 的 概率 . 

公理 1 说 明 , 任何 事件 E 的 概率 在 0 到 1 之 间 . 公理 2 说 明 , 3 作为 必然 发 
生 的 事件 , 其 概率 定义 为 1. 公理 3 说 明 对 任意 一 列 互 不 相 容 事件 , 至 少 有 一 事件 
发 生 的 概率 等 于 各 事件 发 生 的 概率 之 和 . 这 些 公理 简明 又 直观 ， 

设 柬 , 画 ,… 为 一 特殊 的 事件 序列 , 其 中 Bl = 5, E; = Cji > 1, 此 时 各 个 事 
件 互 不 相 容 , 且 5 = U2; Bi. 由 公理 3 可 以 得 到 : P(S) = D1 P(Ei) = P(S) 十 
并 > P(o) 这 就 说 明 P(2) = 0, 也 即 空 事件 发 生 的 概率 为 0. 

值得 注意 的 是 , 对 于 有 限 个 互 不 相 容 事件 的 序列 1, E2,… , En, 有 


P(UE) -DP(E) (3.1) 
i=1 i=1 


为 证 明 这 个 结论 , 只 需 在 公理 3 中 , 令 所 有 Ei(i > n) 为 空 事 件 即 可 . 当 样 本 空 
间 为 有 限 集 时 , 公理 3 与 上 式 是 等 价 的 , 但 当 样本 空间 是 无 限 集 时 , 公理 3 的 关于 
事件 概率 可 加 性 的 推广 就 是 必要 的 . 

例 3a ” 抑 一 枚 硬币 , 记 正 面 朝 上 的 事件 为 H, 反面 朝 上 的 事件 为 T. 假设 两 者 


发 生 的 可 能 性 一 样 , 那么 P({H)) = PT = 
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另外 , 如 果 这 个 硬币 有 偏向 , 而 且 正面 朝 上 的 机 会 是 反面 朝 上 机 会 的 2 倍 , 那 


么 P({H) = 3 PHTD = - 
例 3b 掷 一 枚 般 子 , 若 6 个 面 出 现 的 可 能 性 是 一 样 的 , 这 样 就 有 P({1}) = 
P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = 1/6. 从 公理 3 可 知 出 现 偶数 面 朝 
上 的 概率 为 P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = 到 加 


设 P(E) 是 定义 在 样本 空间 里 的 事件 的 集 函 数 , 若 它 满足 公理 1, 2, 3, 则 P(E) 
就 是 事件 已 的 概率 . 这 一 定义 是 现代 概率 论 的 数学 基础 ， 我 们 认为 , 读者 会 认为 
这 些 公理 很 自然 , 而 且 与 对 概率 的 直觉 概念 (也 即 概率 是 与 机 会 和 随机 性 有 关 的 知 
识 ) 很 吻合 . 进一步 , 利用 这 些 公理 可 以 证 明 , 随 着 试验 的 不 断 进行 , 事件 EE 发 生 的 
频率 趋 近 P(E) 的 概率 为 1. 这 就 是 第 8 章 将 要 介绍 的 强大 数 定律 . 另外 , 2.7 节 还 
将 介绍 概率 的 另 一 种 解释 , 即 概率 可 作为 确信 程度 的 度量 . 

技术 注释 我 们 假定 概率 P(E) 是 针对 样本 空间 里 的 所 有 事件 E 定义 的 , 事 
实 上 , 如 果 样 本 空间 是 不 可 数 集 , 那么 P(E) 仅仅 针对 那些 所 谓 可 测 的 事件 进行 定 
义 . 但 是 , 这 并 不 是 概率 论 的 缺陷 , 因为 所 有 现实 中 的 事件 都 是 可 测 的 


2.4” 几 个 简单 命题 


这 一 节 证 明 几 个 有 关 概 率 的 简单 性 质 . 首先 注意 到 已 和 Ec 总 是 互 不 相 容 的 ， 
而 且 EU Ee = $, 因此 由 公理 2 和 公理 3 可 以 得 到 


1= P(S) = P(EUE'°)= P(E)+ P(Ee) 
以 下 的 命题 4.1 便 是 上 式 的 等 价 形式 . 
命题 4.1 P(E°*)=1-P(E) 


命题 4.1 说 明 , 一 个 事件 不 发 生 的 概率 , 等 于 1 减 去 它 发 生 的 概率 . 比如 , 掷 一 
枚 硬币 , 车 正面 朝 上 的 概率 是 3/8, 那么 反面 朝 上 的 概率 一 定 是 5/8. 

接 下 来 的 第 二 个 命题 指出 了 如 果 事件 包含 于 事件 F, 那么 已 发 生 的 概率 必 
然 不 大 于 FF 发 生 概率 . 


命题 4.2 如 果 巨 C FF, 那么 P(E) < P(F). 


证 明 : 由 已 c 书 , 可 将 下 表示 为 下 = EU EsF, 这 样 , 因为 和 E*F 是 互 
不 相 容 的 , 由 公理 3 可 得 P(F) = P(E)+P(E*F). 由 于 P(EeF) > 0, 因此 P(E)< 
P(F). 口 
举 个 例子 , 掷 一 枚 般 子 , 出 现 1 的 概率 肯定 小 于 等 于 出 现 奇 数 的 概率 . 
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下 一 命题 借助 两 事件 的 概率 给 出 了 它们 的 并 的 概率 与 交 的 概率 之 间 的 关系 . 
命题 4.3 P(EUF)= P(E)+P(F)— P(EF) 


证 明 : 注意 到 BUF 可 以 表示 为 两 个 不 相 容 事件 E 和 EF 的 并 , 根据 公理 3 
可 知 
P(EUF)= P(EUE°F)= P(E)+ P(E°F) 
另外 , 由 下 = EFU EF, 再 利用 公理 3 也 可 以 得 到 
P(F)= P(EF)+ P(E°F) 
或 等 价 地 ， 
P(E°F)= P(F)— P(EF) 


将 它 代 入 前 面 关 于 P(E UF) 的 表达 式 , 命题 得 证 . 

命题 4.3 也 可 以 利用 韦 恩 图 来 证 明 , 如 图 2.4. 

将 BUF 分 成 3 个 互 不 相 容 的 部 分 , 如 图 2.5 所 示 . 第 I 部 分 表示 的 是 所 有 属 
于 已 但 不 属于 下 的 点 (也 即 BF*), 第 II 部 分 表示 的 是 所 有 既 属于 E 也 属于 下 的 
点 (也 即 BF), 第 II 部 分 表示 所 有 属于 FF 但 不 属于 已 的 点 (也 即 °FF). 


图 2.4 韦 因 图 图 2.5 韦 因 图 的 3 个 部 分 


从 图 2.5 上 可 以 看 出 ， 
EUF=IUIIUIN 已 =IUI F=1IUII 
由 于 L, IL III 是 互 不 相 容 的 , 结合 公理 3 可 以 得 到 : 
P(Bu 下 =PD+PGID+PGIID P(B)=POD+PID PE)= PGID+PGID 
由 以 上 就 可 以 得 出 P(EBUF) = P(B) + P(E) - P(ID, 又 因为 I=EF ,命题 4.3 得 
以 证 明 . 口 
例 4a 某 和 人 度假 时 随身 带 了 两 本 书 . 他 喜欢 第 一 本 书 的 概率 为 0.5, 喜欢 第 二 
本 书 的 概率 为 0.4, 两 本 书 都 喜欢 的 概率 为 0.3, 问 两 本 书 都 不 喜欢 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 令 B; 表示 他 喜欢 第 i 本 书 (i = 1,2), 那么 他 至 少 喜 欢 一 本 书 的 概率 为 


P(B1U Bo) = P(Bi) + P(Ba) - P(B1B2)=0.5+0.4—0.3=0.6 
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因为 两 本 书 都 不 喜欢 的 对 立 事件 是 至 少 喜欢 一 本 书 , 所 以 
P(B?B5) = P((B1U Ba)*) =1— P(Bi U Bo) = 0.4 中 
以 下 公式 计算 三 个 事件 E, FG 之 中 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 : 
P(EUFUG)= PI(EUF)UG] 
由 命题 4.3 可 知 上 式 等 于 - 
P(EUF)+P(G)— PI(EUF)G] 
由 分 配 律 可 知 (BU F)G = EG U FG, 因此 由 上 面 式 子 可 得 
P(EUFUG)= P(E)+P(F)-— P(EF)+P(G)— P(EGU FG) 
= P(E)+P(F)— P(EF)+ P(G) - P(EG) - P(FG) + P(EGFG) 
= P(E)+P(F)+P(G)— P(EF)— P(EG)— P(FG)+ P(EFG) 


以 下 的 命题 , 也 称 为 窜 斥 恒等式 (inclusion-exclusion identity), 可 由 归纳 法 推导 
得 到 . 


命题 4.4 


P(E U EU...U E,) P(E) -DPE Bo) + 
i=1 


<ia 


+(-D)"t! D) P(EsBi,.E,) 


<ia<<ir 
+ + (1D)"H P(E Ea... En) 
其 中 忆 , co< < P(B Bis… 己 ,) 表示 对 集合 {1,2,… ,n} 的 所 有 大 小 
为 r 的 子 集 所 对 应 的 值 求 和 , 和 项 一 共 包含 (”) 项 . 


也 就 是 说 , n 个 事件 并 的 概率 , 等 于 这 些 事件 的 概率 之 和 , 减 去 两 个 事件 同时 
发 生 的 概率 之 和 , 再 加 上 三 个 事件 同时 发 生 的 概率 之 和 …… 

注释 。 1 作为 命题 4.4 的 直观 解释 , 首先 注意 到 如 果 样本 空间 里 的 某 个 结果 
不 属于 任意 的 E,, 那么 等 式 两 边 都 不 应 该 有 它 的 概率 . 另 一 方面 , 假设 某 个 结果 正 
好 包含 在 m 个 里 面 (其 中 m > 0), 那么 既然 它 属于 Ui Es, 这 个 结果 的 概率 在 
P(U, 已) 中 只 计算 一 次 . 而 且 , 因为 这 个 结果 也 被 包含 在 形 如 EE,, Bi。，… , Bi 这 


样 的 (mm) 个 子 集中 , k = 1,… ,m ,在 命题 4.4 等 式 的 右边 ， 这 个 结果 的 概率 被 计 


算 了 
-+ -+ 
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次 . 因此 , 对 于 m > 0, 我 们 必须 证 明 
1- (0)-(2)+(3) -+ 


然而 , 因为 1 = (人 上 式 等 价 于 


Oc-o 


i=0 


而 这 是 二 项 式 定理 的 结果 , 因为 
0=C1+D"= 7 (7) " 


2. 以 下 式 子 是 容 斥 恒等式 更 简明 的 写法 : 
(Ua) -cr Tree 
i=1 ra 


<<<ir 
3. 在 容 斥 恒等式 中 , 右边 如 果 只 取 前 一 项 , 那么 得 到 事件 并 的 概率 的 一 个 上 
界 ; 如 果 取 前 两 项 , 得 到 事件 并 的 概率 的 一 个 下 界 ; 取 前 3 项 , 得 到 一 个 上 界 ; 取 前 
4 项 , 得 到 一 个 下 界 , 以 此 类 推 . 也 就 是 说 , 对 于 事件 1,… , En, 有 


P(UE) <D P(E) (4.1) 
i=1 i=1 

Uw > 2 P(E) -DEP (4.2) 

P(U UB)< Dre - Er BiE;)+ DD P(E:E;E:) (4.3) 


i=1 k<j<i 


等 等 . 为 了 证 明 这 些 不 等 式 , 先 注意 到 


UB U EsE2U EtESE3U:..U Ei EiEn 

i=1 
也 就 是 说 , 及 里 至 少 有 一 个 发 生 , 相当 于 EE 发 生 , 或 者 Ei 不 发 生 , 但 是 Ea 发 生 ， 
或 者 El、E2 都 不 发 生 , 但 Es 发 生 , 等 等 . 因为 上 式 的 右边 是 一 系列 互 不 相 容 事 件 
的 并 , 我 们 有 


P (Lb a) = P(E)+ P(EtE2) + P(EIBSEs)+:*+ P(E Es-1En) 
i=] 


= P(E)+D P(E Er 1E:) (4.4) 


2 
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令 Bi = 记 … Bt， = (Uj;<; BB) 表示 前 i 一 1 个 事件 都 不 发 生 , 利用 恒等式 
P(Ei) = P(BiE:i) + P(B¢E:) 
可 证 明 
P(Ei) = P(E Et 1B;)+ P(E U BE) 


< 


P(E E16) = P(E) -P(EE,) 
j<i 
将 此 代入 (4.4) 式 即 可 得 到 
P(UE)=5P(E) -DP(UEE,) (4.5) 
i=1 i i j<i 
因为 概率 总 是 非 负 的 , 所 以 , 由 (4.5) 式 便 可 直接 得 到 不 等 式 (4.1). 然后 , 给 定 i, 利 
用 不 等 式 (4.1) 可 得 
P(UBiE) < DP(EE,) 


j<i 


此 式 结合 (4.5) 式 , 又 可 得 到 (4.2) 式 ， 现 在 给 定 i, 将 不 等 式 (4.2) 应 用 到 
P(Ui<; BiB)), 可 得 到 
P( U EE,) > DP(EE;)— YP(E:B; BE:E) 
了 < ji k<j<i 


= DP(EBE))— DP(EiBE;E:) 


ji<i k<j<i 


由 上 式 , 结合 (4.5) 式 , 便 可 得 到 (4.3) 式 . 其 他 的 不 等 式 都 可 以 通过 这 种 方法 
得 到 . 


2.5 ”等 可 能 结果 的 样本 空间 


对 很 多 试验 来 说 , 一 个 很 自然 的 假设 是 , 样本 空间 里 的 所 有 结果 发 生 的 可 能 性 
是 一 样 的 . 也 即 , 假定 样本 空间 5S 是 个 有 限 集 , 不 妨 设 为 S = {1,2,… , NN}, 这 时 就 
经 常会 自然 地 假设 


P({1}) = P({2}) =……*= P(N}) 
结合 公理 2 和 公理 3, 上 式 意味 着 (为 什么 ? ) 
PAD= 育 i=b2N 
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再 利用 公理 3 就 可 以 得 到 对 任何 事件 巨 

EE 中 的 结果 数 

5 中 的 结果 数 

也 就 是 说 , 如 果 假 定 一 次 试验 里 的 所 有 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 那么 任何 事件 忆 发 
生 的 概率 等 于 E 中 所 含有 的 结果 数 占 所 有 样本 空间 里 的 结果 数 的 比例 . 

例 5a 掷 两 枚 般 子 , 朝 上 那 一 面 数字 之 和 为 7 的 概率 是 多 少 ? 

解 : 仍 假设 所 有 的 36 种 可 能 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 这 样 , 就 有 6 种 可 能 结 
果 满 足 数字 之 和 等 于 7, 即 (1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1). 所 以 , 两 枚 般 子 点 数 之 
和 为 7 的 概率 应 该 是 6/36 = 1/6. 

例 5b 一 个 碗 里 面 一 共有 6 个 白 球 , 5 个 黑 球 , 随机 地 从 里 面 取出 3 个 球 , 问 
恰好 有 一 个 白 球 两 个 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 : 首先 考虑 取 球 是 有 顺序 的 , 样本 空间 一 共 包 含 11 x 10 x 9 = 990 种 结果 . 
现在 考虑 事件 “取出 一 个 白 球 , 两 个 黑 球 ”所 包含 的 可 能 结果 : 第 一 个 球 是 白 的 , 后 
两 个 球 是 黑 的 一 共有 6 x 5 x 4 = 120 种 ; 第 一 个 球 是 黑 的 , 第 二 个 球 是 白 的 , 第 三 
个 球 又 是 黑 的 一 共有 5 x 6 x 4 = 120 种 ; 前 两 个 球 是 黑 的 , 第 三 个 球 是 白 的 一 共有 


5 x 4 x6= 120 种 .“ 随 机 取 ” 意 味 着 样本 空间 的 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 所 以 , 所 
120 + 120 十 120 二: 

求 概率 为 0 
这 个 问题 也 可 以 认为 取 球 是 没有 顺序 的 ， 从 这 个 角度 看 ,样本 空间 一 共存 在 


(号 ) = 165 种 结果 . 当然, 这 165 种 结果 也 是 等 可 能 的 . 与 事件 “一 个 白 球 , 两 个 黑 
球 ” 相关 的 结果 有 (3) (5) 种 , 因此 , 抽出 一 个 白 球 和 两 个 黑 球 的 概率 为 《6) (5) / 


( 电 ) = 二 .这 个 结果 同 前 面 答案 是 一 致 的 . 


当 涉 及 从 n 个 对 象 中 随机 地 选取 上 个 对 象 的 时 候 , 我 们 可 以 认为 对 象 是 从 mm 
个 对 象 的 集合 中 一 个 一 个 地 有 序 地 选 出 来 的 , 也 可 以 认为 从 n 个 对 象 中 一 次 取出 
大 个 对 象 . 当 一 个 一 个 地 取出 来 的 时 候 , 我 们 假定 每 次 选择 对 象 的 时 候 , 在 待 选 的 
集合 中 的 每 一 个 对 象 有 相同 的 概率 被 选中 . 在 一 次 选择 k 个 对 象 的 时 候 , 我 们 假定 


(人 个 可 能 的 子 集 有 相同 的 机 会 被 选中 . 例如 , 假定 一 个 集体 由 10 对 夫妇 组 成 , 现 
在 从 中 随机 地 选择 5 人 . 我 们 希望 计算 P(N), 其 中 事件 N 表示 这 5 人 中 没有 一 对 
夫妇 . 首先 , 这 20 人 中 一 共有 (名 ) 个 不 同 的 人 员 组 合 , 每 一 个 可 能 的 人 员 组 合 痢 


有 相同 的 机 会 被 选中 .而 N 这 个 事件 中 的 结果 可 以 看 成 6 阶段 的 试验 的 结果 ,第 
一 阶段 从 10 对 夫妇 中 选 定 5 对 夫妇 , 后 面 的 5 个 阶段 是 顺 次 地 从 每 一 对 夫妇 中 选 
出 一 人 . 这 样 的 试验 共有 (2 ) 2s 种 不 同 的 结果 . 这 样 , N 的 概率 为 


P(E)= 


32 第 2 章 概率 论 公理 化 


20) 
(5) 
我 们 也 可 以 从 顺序 地 选择 这 样 的 观点 来 计算 P(N). 从 20 个 人 中 顺序 地 选择 
5 个 人 , 一 共有 20.19.18.17.16 种 等 概 的 试验 结果 . 但 是 选择 5 个 没有 夫妇 关系 的 5 
人 组 , 只 有 20.18.16.14.12 个 试验 结果 . 这 样 
20.18.16.14.12 
P(N) = 50-19.18.17.16° 
经 过 简单 的 计算 , 这 两 个 结论 是 相同 的 , 至 于 具体 的 计算 就 留 作 练习 吧 ! mn 
例 5c 一 个 委员 会 由 5 人 组 成 , 需要 从 6 个 男人 和 9 个 女人 中 随机 选取 , 问 
委员 会 由 3 个 男人 和 2 个 女人 组 成 的 概率 有 多 大 ? 


解 :假定 随机 选取 则 意味 着 所 有 (5) 种 组 合 的 选择 是 等 可 能 的 , 而 与 事件 


“3 男 2 女 ” 相关 的 结果 有 (6) (9) 种 , 因此 所 讨论 事件 的 概率 为 : (6) (2) /( 攻 ) 
240 
= 100 na 
例 5d 一 个 坛子 里 共 n 个 球 , 其 中 一 个 做 了 标记 . 如 果 依 次 从 中 随机 抽取 
个 球 , 问 做 了 标记 的 球 被 取出 来 的 概率 有 多 大 ? 


解 从 个 球 中 选取 个 球 , 一 共有 () 种 选取 方法 , 每 一 种 选取 方法 都 是 


等 可 能 的 . 与 事件 “选中 带 标记 的 球 ” 相关 的 选 法 共有 (1 ) (一 1 ) 种, 因此 
(1 n— 3 
P( 标 记 球 被 取出 = OWE: 
n n 
(9 
也 可 以 这 样 求解 : 设 k 个 球 是 顺序 地 被 取出 , 记 4 表示 标记 球 在 第 i 次 被 取出 
(i = 1,2,… ,有 .既然 所 有 球 在 第 ; 次 被 抽取 的 概率 是 一 样 的 , 可 知 P(A4i) = /~ 
而 这 些 事件 是 彼此 互 不 相 容 的 , 因此 ， 
大 k 
P( 标 记 球 被 取出 ] =- P( LU 4) = DP(4) = 
i=]1 


4 n 
i=1 


另外 , P(Ai) = 1/n 可 以 这 样 推导 : 考虑 到 抽 球 的 过 程 是 有 顺序 的 ， 一 共有 
n(n 一 ])…(n 一 上 +1) = n!/(n -有 昌 ! 种 等 可 能 试验 结果 , 其 中 有 (n 一 1)(n 一 
2) (nn 一 i 十 了 (Dn 一 习 …(n 一 上 二 1) = -1DI/n 一 癌 ! 种 试验 结果 表示 标记 
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球 在 第 i 次 抽取 时 被 取出 , 因此 
@= 可 D! 1 


PC = 一 一 元 mn 

例 5e 及 +n 个 球 ,其 中 届 个 红 的 ,mm 个 蓝 的 ,将 它们 随机 排 成-- 排 ,也 即 
所 有 (n+m)! 种 排列 都 是 等 可 能 的 . 如 果 只 顺序 地 记录 下 所 排列 的 球 的 颜色 , 证 明 
将 球 的 颜色 序列 作为 试验 结果 的 时 候 , 这 些 试验 结果 仍然 是 等 概 的 . 

解 : 我 们 将 (n+ m) 个 球 的 次 序 排列 称 为 一 组 球 的 排列 , 将 n+m 个 球 的 颜色 
次 序 排列 称 为 一 组 球 的 颜色 次 序 排列 . 球 的 排列 共有 (n + m)! 种 , 将 红 球 之 间作 
任何 一 个 位 置 的 置换 , 将 蓝 球 之 间作 任 一 位 置 置换 , 置换 的 结果 并 不 影响 球 的 颜色 
次 序 排列 . 从 而 , 一 组 球 的 颜色 次 序 排列 , 对 应 于 mml 个 球 的 排列 . 这 说 明 球 的 次 
序 排列 也 是 等 可 能 的 . 并 且 每 一 种 颜色 次 序 出 现 的 概率 为 nlml/(n 十 mm 外 

例如 , 假设 有 2 个 红 球 , 记 为 r1,r2; 两 个 蓝 球 , 记 为 b, bz; 这 样 , 一 共有 4! 种 
球 的 排列 , 每 一 个 颜色 次 序 的 排列 , 对 应 于 2!2! 个 球 的 排列 . 如 下 面 四 个 球 的 排列 
对 应 于 相同 的 颜色 次 序 排列 : 

rbyrab2 rybyroyby rbyrybe rz,bz,rbl 

因此 , 每 一 个 颜色 次 序 排列 出 现 的 概率 为 4/24 = 1/6. [ 

例 5f 在 扑克 牌 游戏 中 , 一 手 牌 有 5 张 , 如 果 这 5 张 牌 是 连续 的 , 但 又 不 是 同 
一 花色 , 那么 称 为 顺 子 , 比如 “ 黑 桃 5, 黑 桃 6, 黑 桃 7, 黑 桃 8, 红 桃 9” 就 是 一 副 顺 
子 . 试 求 一 手 牌 是 顺 子 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 假设 所 有 (2) 种 组 合 都 是 等 可 能 的 . 先 看 看 由 “A,2,3,4,5” 这 5 张 牌 ( 花 
色 不 同 ) 能 组 成 多 少 个 顺 子 , 首先 ，“A” 有 4 种 可 能 , 同样 其 他 4 张 牌 也 分 别 有 4 
种 可 能 , 所 以 , 一 共有 45 种 可 能 , 但 是 , 其 中 有 4 种 可 能 是 5 张 牌 是 同 花 色 (这 种 情 
况 称 为 同花顺 ), 所 以 一 共 是 各 一 4 种 顺 子 . 类 似 地 ,“10, J, Q, K, A” 这 种 顺 子 也 有 
45 -4 种 , 因此 一 共有 10 x (45 - 4) 种 顺 子 . 这 样 所 求 概率 为 10 x (45 一 2/(®) ~ 
0.0039. 图 

例 5g 一 手 牌 有 5 张 , 如 果 其 中 3 张 点 数 一 样 , 另 两 张 点 数 也 一 样 的 话 , 称 为 

福 尔 豪 斯 ”(full house, 也 就 是 说 “ 福 尔 豪 斯 ”由 3 张 点 数 一 样 的 牌 加 上 一 对 组 成 ) 
试问 一 手 牌 恰好 是 “ 福 尔 豪 斯 ”的 概率 是 多 大 ? 

解 : 同样 也 设 所 有 52) 种 组 合 都 是 等 可 能 的 . 注意 到 像 “2 张 10, 3 张 ”这 


样 的 “ 福 尔 豪 斯 ”一 共有 (4) (4) 种 组 合 , 又 因为 一 对 的 点 数 有 13 种 选择 , 在 选 定 
一 对 的 点 数 后 , 剩 下 12 种 可 能 的 点 数 用 于 选择 3 张 一 组 的 牌 . 所 以 所 求 概率 为 


13x12x (9 (9)/(3) ~ 0.0014 四 
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例 5h 桥牌 比赛 中 , 52 张 牌 被 分 给 4 位 选手 , 求 下 列 事件 概率 : 
(a) 其 中 有 一 人 拿 到 了 13 张 黑 桃 ; 
(b) 每 人 都 拿 到 了 1 张 “A”. 


解 : (a) 记 E; 为 第 i 个 人 拿 到 这 13 张 黑 桃 的 事件 , 显然 
P(E)=—, i=1,2,3,4 
52 
13, 


由 于 E; (i = 1,2,3,4) 是 互 不 相 容 的 事件 , 其 中 某 一 人 拿 到 这 13 张 黑 桃 的 概率 为 
4 4 
(Us) = Do Ps) = 4/(%2) ~ 6.3 x 10-12 

(b) 现 来 求 每 个 选手 恰好 拿 一 张 “A” 的 四 先 把 “A” 放 一 边 , 剩 下 48 张 
牌 分 给 4 个 人 的 可 能 分 派 方法 数 为 (1，。12912 12). 接 下 来 , 将 4 张 A 分 给 4 个 
选手 的 可 能 分 派 方法 数 为 4, 因此, 每 人 得 到 1 张 A 的 所 有 可 能 分 派 方法 数 为 
ax (2 12 12,12) 从 而 所 求 概率 为 

48 52 
4 (12,1212,19) / (13,13,13, 13) ~ 0105 5 时 

有 些 事件 的 概率 是 出 平 想象 的 , 下 面 两 个 例子 就 是 如 此 . 

例 5i 房间 里 有 n 个 人 , 没有 两 人 在 同一 天 生日 的 概率 是 多 大 ? n 多 大 时 , 才 
能 保证 此 概率 小 于 1/2? 

解 : 每 个 人 的 生日 都 有 365 种 可 能 , 所 以 n 个 人 一 共 是 365" 种 可 能 (此 处 忽 
略 有 人 生日 是 2 月 29 日 的 可 能 性 ). 假定 每 种 可 能 性 都 是 一 样 的 . 可 知 所 求 事件 的 
概率 为 (365)(364)(363) … (365 一 n 十 1)/365". 令 人 惊异 的 是 , 一 旦 n > 23, 这 个 概 
率 就 比 1/2 要 小 , 也 就 是 说 , 房间 里 人 数 如 果 超 过 23 的 话 , 那么 至 少 有 两 人 为 同一 
天 生日 的 概率 就 大 于 1/2. 很 多 人 一 开始 对 这 个 结果 很 吃惊 , 因为 23 相对 于 一 年 
365 天 来 说 太 小 了 , 然而 , 对 每 两 个 人 来 说 , 生日 相同 的 概率 为 3653 = 365123 个 


人 , 一 共 可 以 组 成 (23) = 253 对 , 这 样 看 来 , 上 述 结果 就 不 会 大 令 人 吃惊 了 . 


当 房间 里 人 数 达 到 50 时 , 至 少 两 人 同一 天 生日 的 概率 大 概 为 97%, 如 果 人 数 
达到 100, 那么 两 人 同一 天 生日 的 优势 (优势 的 定义 见 3.3 节 ) 为 3 x 105 : 1, 也 就 
1 0 
是 说 这 个 概率 比 5x 105 下 TI 还 要 大 . n 
例 5j ”52 张 牌 扣 在 课 上 一 张 一 张 翻 开 , 一 直到 出 现 一 张 “A” 为 止 . 接 下 来 再 
翻 一 张 牌 , 问 出 现 黑 桃 “A” 和 出 现 梅 花 2 的 概率 哪个 大 ? 
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解 : 为 了 计算 第 一 张 “A” 之 后 出 现 黑 桃 “A” 的 概率 , 先 要 计算 在 所 有 的 (52)! 
种 可 能 的 发 牌 次 序 中 , 有 多 少 种 是 第 一 次 出 现 “A” 后 紧 接 着 就 出 现 黑 桃 “A”.， 先 
将 51 张 牌 (去 掉 黑 桃 “A”) 任意 排列 , 然后 将 黑 桃 “A” 找 个 位 置 插 进 去 , 然而 , 只 
有 一 个 位 置 即 第 一 次 出 现 “A” 以 后 接 下 来 的 位 置 才 是 满足 要 求 的 位 置 . 比如 , 假设 
其 他 51 张 牌 的 顺序 为 : 

梅花 4 红 桃 6, 方块 “J”, 黑 桃 5, 梅花 “A”, 方块 7,…… ， 红 桃 “K” 

接 下 来 , 只 有 一 种 插入 方法 满足 条 件 , 即 : 

梅花 4, 红 桃 6, 方块 “J”, 黑 桃 5, 梅花 “A”, 黑 桃 “A”, 方块 7,……, 红 桃 
«ke” 

因此 , 第 一 张 A 出 现 后 , 紧 接 着 是 黑 桃 “A” 的 次 序 一 共有 (51)! 种 , 而 所 求 概 
率 为 


P( 第 一 张 A 后 是 黑 桃 “A”) = (8 == 走 

用 同样 的 方法 , 可 以 得 知 , 第 一 张 “A” 后 出 现 梅花 2( 或 任何 其 他 牌 ) 的 概率 也 
为 1/52. 也 就 是 说 , 52 张 牌 中 的 任意 一 张 牌 (包括 任意 花色 的 “A”) 出 现在 第 一 张 
“A” 后 面 的 概率 都 是 1/52. 

这 个 结果 会 让 很 多 人 吃惊 ! 事实 上 ,一般 的 反应 都 是 认为 第 一 个 “A” 出 现 后 ， 
接着 出 现 梅花 2 的 概率 要 大 于 出 现 黑 桃 “A” 的 概率 . 因为 第 一 张 “A” 就 有 可 能 是 
黑 桃 <A” 本身. 这 就 减少 了 黑 桃 “A” 紧 接着 第 一 张 “A” 的 可 能 性 . 但 是 他 忽略 了 
第 -- 张 “A” 前 面 可 以 出 现 梅花 2 这 一 事实 . 这 又 减少 了 梅花 2 紧 跟 在 第 一 张 “A” 
后 的 可 能 性 .然而 , 因为 有 1/4 的 机 会 黑 桃 “A” 是 第 一 张 出 现 的 “A”( 因 为 4 张 
“A” 出 现在 第 一 位 是 等 可 能 的 ), 而 且 , 仅仅 有 1/5 的 机 会 是 梅花 2 出 现在 第 一 张 
“A” 之 前 (因为 梅花 2 和 四 张 “A” 中 的 任 一 张 排 在 最 前 面 的 可 能 性 是 相同 的 ), 这 
点 又 好 像 说 明了 梅花 2 紧 跟 在 第 一 张 “A” 后 的 可 能 要 大 一 些 .然而 , 事实 并 非 如 
此 , 更 深入 的 分 析 可 以 说 明 两 者 的 可 能 性 是 一 样 的 . . 

例 5k 一 个 柚 模 球 队 有 20 名 进攻 球员 和 20 名 防守 球员 , 现在 要 给 他 们 安排 
宿舍 , 每 两 人 一 个 宿舍 . 如 果 随 机 分 派 , 没有 一 个 宿舍 既 有 进攻 队员 也 有 防守 队员 
(简称 为 “进攻 防守 对 ”) 的 概率 是 多 大 ? 正好 有 2i 对 “进攻 防守 对 ”的 概率 是 多 大 
(i= 1,2,.…. ,10)? 


解 ， 将 40 人 分 成 有 序 的 20 对 一 共有 (。 2 人 ，2) = 大 5 种 可 能 , 也 这 


是 说 , 一 共有 (40) !/229 种 方法 将 这 些 选手 分 成 第 一 对 、 第 二 对 , 等 等 . 因此 , 一 共 
有 (40) !/[220(20)1] 种 方法 分 成 不 考虑 顺序 的 20 对 . 而 且 , 要 想 不 出 现 “ 进 攻防 守 
对 ”, 只 有 将 进攻 队员 之 间 配 对 , 防守 队员 之 间 配 对 , 一 共有 {(20) !/210(10)1]2 种 方 
法 . 因此 , 没有 “进攻 防守 对 ”的 概率 ( 记 为 媚 ) 如 下 : 
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(20)! \? 
到 Co 一 [29) 1 
"一 Tonzol 
220(20)! 
现在 计算 Px, 也 即 正好 有 2i 对 “进攻 防守 对 ”的 概率 . 首先 , 一 共有 (20) 种 方 
法 选取 2; 个 进攻 队员 和 2; 个 防守 队员 以 便 组 成 “进攻 防守 对 ”, 这 4i 个 人 能 够 
组 成 (2)! 种 可 能 “进攻 防守 对 ”( 因 为 第 一 个 进攻 队员 可 以 和 2i 个 防守 队员 配对 ， 
第 二 个 进攻 队员 可 以 和 2i -1 个 防守 队员 配对 , 依 此 类 推 ). 剩 下 的 20 -- 2i 个 进攻 
要 20\2 (20—2i)! ]? 
队员 (防守 队员 ) 只 能 内 部 配对 . 一 共有 (2)) (20) ! [a | 种 可 能 方式 
配 成 “进攻 防守 对 ”. 因此 


acennl 


270-i(10—i)! 
(40)! 

220(20)! 

这 样 , 根据 上 述 公 式 就 可 以 算出 Pi,i = 0,1,… ,10. 另外 , 利用 Stirling 公式 (n! 心 

nm+1/2e-nVa2n) 还 可 以 算出 其 估 值 . 比如 


Pi= i=0,1,.…,10 


P13403x10-6 Pio~0.345861 Po ~ 7.6068x 如 过 图 


接 下 来 三 个 例子 是 命题 4.4 的 运用 . 在 例 51 中 引入 概率 来 迅速 解决 计数 问题 . 
例 51 一 个 俱乐部 里 有 36 人 会 打 网 球 , 28 人 会 打 软 式 网 球 , 18 人 会 打 羽 毛 球 ; 
22 人 会 打 网 球 和 软 式 网 球 , 12 人 会 打 网 球 和 羽毛 球 , 9 人 会 打 软 式 网 球 和 羽毛 球 ; 
4 人 三 种 球 都 会 打 . 试问 : 至 少 会 打 一 种 球 的 有 多 少 人 ? 
解 ， 记 N 为 俱乐部 总 人 数 . 设 从 俱乐部 中 随机 地 抽取 一 人 , 又 假设 C 为 它 的 
任 一 子 集 , 那么 抽 到 一 人 刚好 在 C 中 的 概率 为 
la) = 中 人 人数 
设 7,5,B 分 别 表 示 会 打 网 球 、 软 式 网 球 和 羽毛 球 的 人 的 集合 , 那么 利用 上 述 
公式 以 及 命题 4.4 可 知 
P(TUSUB) 
=P(T)+ P(S) + P(B)— P(TS)— 
_36+28+18 一 22 一 12 一 9 十 4 本 
N x 
因此 , 至 少 会 打 一 种 球 的 人 数 为 43 人 . mn 
接 下 来 的 例子 不 但 有 一 个 很 让 人 吃惊 的 答案 , 而 且 在 理论 上 也 很 有 意义 . 
例 5m (配对 问题 ) 房间 里 有 N 人 参加 舞会 . 如 果 所 有 人 都 将 帽子 扔 到 屋 中 


PTB) - P(SB) + P(TSB) 
43 
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央 混 在 一 起 , 然后 每 人 再 随机 拿 一 个 帽子 . 求 没有 一 个 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 . 

解 : 先 计算 至 少 有 一 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 . 记 E,i = 1,2,… ,NN 表示 “第 
i 人 拿 到 了 自己 的 帽子 ”. 这 样 , 由 命题 4.4, 至 少 有 一 人 拿 到 了 自己 的 帽子 的 概率 
为 : 


P(UE) -Vp(E) -DPE Bi) + 


二 CDma ba P(E Ei Es,) 
<iz<<in 
+ CDPB BEN) 

如 果 把 试验 结果 看 成 是 一 个 N 维 向 量 , 其 中 第 i 个 元 素 是 第 i 个 人 拿 到 的 帽子 纺 
号 , 这 样 一 共有 N! 种 可 能 的 结果 , 例如 , 结果 (1,2,3,… , N) 表示 每 人 拿 到 的 都 
是 自己 的 帽子 . 进一步 , Es, Es。… Ei, 表示 ,iz,… ,in 这 个 人 拿 到 的 是 自己 的 
帽子 , 这 种 可 能 性 会 有 (N 一)(N 一 n 一 1)…3.2.1= (N 一 nn)! 种 , 因为 剩 下 的 
N 一 n 个 人 , 第 一 个 人 有 N -mn 种 选择 方法 , 第 二 人 有 N -n - 1 种 选择 方法 , 依 
此 类 推 . 由 假定 知 N 个 人 的 N! 种 选择 都 是 等 可 能 的 , 因此 

(N-n)! 


PUB Ba Bis) = 


又 因 避 , <io<<is P(Ba Bs… Es,) 一 共 含有 (六 ) 项 , 所 以 


NI(N-n)! _ 1 
DS Be NT 
将 上 式 代 入 P(UZ; EE;) 的 公式 , 得 
1 ,1 wa 
(加 -1 址 + 二 -+Com 证 


i=1 


因此 , 没有 一 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 为 : 


帽子 的 概率 接近 0.37. (有 多 少 人 会 误 地 认为 , 当 N 一 co 时 , 此 概率 值 会 趋 近 1?) 


三 
以 下 的 例子 展示 了 命题 4.4 的 又 一 个 应 用 . 
例 5n ”10 对 夫妇 坐 成 一 图 , 计算 没有 一 对 夫妻 坐 在 一 起 的 概率 . 
解 : 记 E; (i = 1,2,… ,10) 表示 第 ;对 夫妇 坐 在 一 起 ,因此 ， 所 求 概率 为 
1=P (UB, 已) 
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由 命题 4.4， 
10 10 
p 但 可 = P(E) -+(-D)" > PEE,E,) 
i=l] t=1 


<iz<m<in 


+***— P(EE2.: Eo0) 


为 了 计算 P(E, Ei,… i), 先 注意 到 20 个 人 坐 成 一 圈 , 一 共有 191 种 可 能 . 
(为 什么 ?) 对 于 指定 的 n 对 夫妇 , 在 排 位 时 , 为 使 这 n 对 夫妇 坐 在 一 起 , 先 把 这 m 
对 夫妇 中 的 每 一 对 夫妇 看 成 一 个 整体 , 这 样 , 在 排 位 时 一 共有 20 - m 个 对 象 , 在 圆 
梨 上 一 共有 (20 一 n 一 1)! 种 排 位 的 方法 , 当 排 位 确定 以 后 , 这 n 对 夫妇 之 间 又 有 排 
位 问题 , 是 男 左 女 右 还 是 男 右 女 左 . 这 样 , 将 这 n 对 夫妇 排 在 一 起 的 排 位 方法 一 共 
有 2"(19 -n)! 种 , 我 们 得 到 


_ 2"(19—n)! 
P(E, Ei, ws E;.) 一 一 09n 
再 由 命题 4.4, 可 以 得 到 至 少 有 一 对 夫妇 是 坐 在 一 起 的 概率 为 
10\wi(l8)! (fl10Yoz(17)! ， (10)o3(16)! 10 9! 
(1 )2 0) -(2 )? gy +(3 )2 0 = 0) 2 9)T 1 008 


所 有 的 妻子 都 不 坐 在 她 丈夫 旁边 的 概率 大 约 为 0.339 5. 

* 例 5o (游程 ) 假设 某 个 赛季 过 后 ， 田 径 队 的 成 绩 为 n 胜 m 败 ， 通过 对 这 
个 输 和 赢 的 序列 的 研究 , 可 望 得 到 关于 田径 队 的 潜力 的 进一步 的 信息 . 一 种 办 法 是 
研究 输 和 赢 的 游程 的 规律 . 所 谓 赢 的 一 个 游程 就 是 指 赢 的 连续 序列 ， 例 如 ,如 果 
n = 10,m = 6, 这 个 序列 为 WWLLWWWLWLLLWWWW, 其 中 W 为 赢 , L 为 输 . 
那么 这 里 有 4 个 赢 的 游程 , 第 一 个 游程 的 大 小 为 2, 第 二 个 游程 的 大 小 为 3, 第 三 个 
游程 的 大 小 为 1, 第 四 个 游程 的 大 小 为 4 

现在 假定 这 个 球 队 有 n 次 赢 , m 次 输 . 假定 所 有 的 (n +m)!/(n!m!) 种 次 序 
是 等 可 能 的 . 我 们 希望 求 出 球 队 输 赢 的 序列 具有 r 个 赢 的 游程 的 概率 . 为 此 , 考虑 
满足 条 件 z1 十 .… 十 zr = 的 正 整数 解 z1,… ,zr 所 组 成 的 向 量 . 现在 我 们 观察 , 
有 多 少 个 输赢 序列 满足 如 下 条 件 : (i) 具有 r 个 赢 的 游程 , (i) 第 一 个 赢 的 游程 的 大 
小 为 ma , 第 > 个 赢 的 游程 的 大 小 为 rr. 为 此 , 我 们 令 y 为 第 一 个 赢 的 游程 
以 前 输 的 次 数 , yz 为 第 一 个 赢 的 游程 与 第 二 个 赢 的 游程 之 间 输 的 次 数 ，……, yr+1 
为 最 后 一 个 赢 的 游程 后 面 输 的 次 数 . 这 些 y; 满足 


n+yt+tyni=m N20yr20%>0i=2, ,7 
这 些 zi,yi 与 相应 的 序列 可 以 用 下 列 图 形 形 象 地 表示 : 
LL:::LWW-::WL-::LWW-::W...:WWL:..L 


nn za 2 2 Zr rt 
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现在 可 以 数 一 数 , 对 于 固定 的 z1,… ,zr, 相应 输 序列 的 个 数 为 向 量 (y1,… ,yr+1) 
的 个 数 , 其 中 如,…… ,yr+1 满足 前 面 所 提 到 的 约束 条 件 . 为 了 进一步 计算 输 序列 的 
个 数 , 令 


压 = 轴 +1， 针 =% i=2, Tr rtl = Yrti+l 
输 序列 的 个 数 变 成 满足 下 列 条 件 
殉 十 多 十"… 十 +41 二 m+2 
的 正 整数 向 量 (页 , 太 +1) 的 个 数 ,在 第 1 章 命题 6.1 中 , 指出 这 个 方程 的 正 整数 
解 的 个 数 为 "二 1) . 这 样 , 具有 " 个 襄 的 游程 的 输赢 序列 的 个 数 为 《二 !) 和 
以 m 十 …+ zr = mm 的 正 整 数 解 的 个 数 . 再 一 次 利用 第 1 章 命题 6.1 的 结论 , 得 到 


如 下 结论 : 具有 7 个 启 的 游程 的 输赢 序列 的 个 数 为 《m+ ，) ("二 1) .由 于 我 们 候 


定 ("+ 下) 个 输赢 序列 是 等 可 能 的 , 故 
P( 赢 的 游程 的 个 数 为"} = (+!) ("1)/("™+") ">1 


例如 , n = 8,m = 6 则 具有 7 个 赢 的 游程 的 概率 为 7) (7) / (名 ) = 1/429. 此 处 假 


设 所 有 的 ( 切 ) 个 输赢 序列 是 等 可 能 的 . 现在 假定 这 个 队 的 输赢 结果 是 WLWLWL- 
WLWWLWLW.7 = 7 发 生 的 概率 很 小 , 此 时 , 我 们 可 能 会 认为 输赢 的 概率 会 随 着 时 
间 变 化 , 往往 输 球 以 后 赢 球 的 概率 较 大 , 而 赢 球 以 后 输 球 的 概率 大 . 排球 比赛 中 容 
易 出 现 这 种 情况 , 因为 赢 球 以 后 , 保持 了 发 球 权 , 这 样 会 给 对 方 进攻 的 机 会 . 另 一 方 
面 , 车 输赢 的 结果 是 WWWWWWWWLLLLLL, 此 时 ，P{ 赢 的 游程 的 个 数 为 1} = 


(1) (中 /09 = My429. 这 种 情况 下 , 我 们 就 要 怀疑 球 队 的 状况 在 下 清 ， 
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一 列 事件 {En,n > 1} 称 为 递增 列 , 如 果 
ECEC:..CEnCEnrC.. 
反之 , 称 为 递减 列 , 如 果 
ED ED EnD Enrn I 
如 果 {En,n > 1} 是 递增 事件 列 , 定义 一 个 新 的 事件 , 记 为 lim EE。， 如 下 : 


起 可- 
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类 似 地 , 如 果 {Es,n > 1} 是 弟 碱 事件 列 , 那么 定义 ,lim, En, 如 下 : 


= 站 琴 


现在 来 证 明 命题 6.1. 


命题 6.1 如 果 {En,n > 1} 是 递增 或 者 递减 事件 列 , 那么 
.Pn) Pi 可) 


证 明 : 首先 假设 {En,n > 1} 是 递增 事件 列 , 并 且 定义 事件 F(n > 1) 如 下 : 
nl \e 
= F=E (UE) =EE, n>1 
i=1 


此 处 用 到 了 UP E; = En_1, 也 就 是 说 F 是 由 那些 属于 En 但 是 不 属于 Ei(i < n) 
的 元 素 组 成 . 显然 , F 是 一 列 互 不 相 容 事件 . 且 满 足 


Ua= Ua 以 及 Ua= Us 对 任意 的 n > 1 
二 1 


p (0 a) =P (0 可 - SP,) (利用 公理 3) 


i=1 


= lm DPR) = = ,lim az 人 as) = im ae 人 a) = im P(En) 


i=1 i=1 
这 样 就 证 明了 {En,n > 1} 递增 事件 列 时 结论 是 成 立 的 . 


如 果 {,,n > 1} 是 递减 的 , 那么 {Es,n > 1} 是 递增 的 , 因此 , 根据 上 面 结论 
可 得 到 


P (0 可 = lim, P(E) 
$=1 


Ga) -am 


-人 E 中 - im 一 PE 一 1 一 ioP(En) 


等 价 地 
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P (i a) = ,lim, P(E;) 
t=1 


这 样 就 证 明了 当 EE, 为 递减 事件 列 的 时 候 命题 的 结论 也 成 立 . 口 

例 6a (概率 与 悖 论 ) 设想 有 个 无 限 大 的 坛子 , 以 及 无 限 个 编 了 号 码 1,2,3.… 
的 球 , 进行 以 下 的 试验 : 

在 12 点 差 1 分 的 时 候 , 将 1 到 10 号 球 放 进去 , 并 把 10 号 球 拿 出 来 (假设 放 
球 和 拿 球 的 时 间 忽略 不 计 ); 

在 12 点 差 1/2 分 的 时 候 , 将 11 到 20 号 球 放 进去 , 并 把 20 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/4 分 的 时 候 , 将 21 号 到 30 号 球 放 进去 , 并 把 30 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/8 分 的 时 候 ，…… 
等 等 . 问题 ; 在 12 点 的 时 候 , 坛子 里 有 多 少 球 ? 

问题 的 答案 很 明显 : 12 点 钟 的 时 候 坛子 里 有 无 限 个 球 . 因为 只 要 不 是 号 码 为 
10n,n > 1 的 球 , 都 将 在 12 点 前 放 进 去 , 并 且 不 会 被 取出 来 . 因此 , 如 果 试 验 是 这 
样 进行 的 话 , 问题 已 得 到 了 解决 . 

现在 换个 试验 : 

在 12 点 差 1 分 的 时 候 , 将 1 到 10 号 球 放 进 去 , 并 把 1 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/2 分 的 时 候 , 将 11 到 20 号 球 放 进去 , 并 把 2 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/4 分 的 时 候 , 将 21 号 到 30 号 球 放 进 去 , 并 把 3 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/8 分 的 时 候 ，…… 
等 等 . 新 的 试验 在 12 点 钟 的 时 候 坛 子 里 应 该 有 多 少 球 ? 

非常 奇怪 , 答案 是 在 12 点 的 时 候 , 坛子 里 一 个 球 也 没有 . 理由 是 , 任何 号 码 的 
球 在 12 点 前 都 将 从 坛子 里 取出 , 比如 号 码 为 n 的 球 , 在 差 (1/2)"-! 到 12 点 的 时 
候 被 取出 , 因此 , 对 于 任意 号 码 的 某 个 球 , 在 12 点 的 时 候 都 不 可 能 在 坛子 里 , 这 样 ， 
坛子 就 是 空 的. 

从 上 述 讨论 可 以 看 出 , 取 球 的 方式 不 一 样 会 导致 结果 不 一 样 : 前 一 种 情况 ,只 
有 号 码 为 10n,n > 1 的 球 会 被 取出 来 , 但 在 后 一 种 情况 下 , 所 有 的 球 都 将 被 取出 来 . 

现在 设想 在 取 球 的 时 候 , 是 从 当前 所 有 球 中 随机 取出 , 也 即 : 

在 12 点 差 1 分 的 时 候 , 将 1 到 10 号 球 放 进去 , 并 随机 取 一 个 球 出 来 ; 
等 等 . 这 种 情况 下 , 在 12 点 时 , 坛子 里 有 多 少 球 ? 

解 : 将 要 证 明 , 在 12 点 时 坛子 为 空 的 概率 为 1. 

首先 考虑 1 号 球 , 定义 EE 表示 在 “进行 n 次 取 球 后 , 1 号 球 仍 在 坛子 里 ”这 
一 事件 . 很 显然 9.18.27.…(9n) 


PlEn) = 10-19.28...(9n+1) 
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注意 到 在 经 历 n 次 取 球 后 , 如 果 1 号 球 仍 在 坛子 里 , 那么 第 一 次 取 球 有 9 种 可 
能 , 第 2 次 取 球 有 18 种 可 能 (第 二 次 取 球 的 时 候 坛 子 里 有 19 个 球 , 其 中 有 一 个 是 
1 号 球 ), 等 等 .这样 , 12 点 钟 时 , 1 号 球 仍 在 坛子 里 这 一 事件 可 以 写 为 : 由? En， 
En(n > 1) 为 递减 事件 列 , 根据 命题 6.1 可 知 : 


P{12 点 时 1 号 球 仍 在 坛子 里 } 
-人 如 | = lim P(En) = [I (吉本 


n=1 n=1 


现在 证 明 
工 (说 i) 
因为 总 国 
站 (= 下 (| 
即 等 价 于 证 明 ， 


二 (+ 页)> 让 (+ 翅 ) 
=(1+3) 1+ 南 ) (+ 二 ) (+ 去 ) 
ee : 1 _1lel 
> 了 + 证 + 下 + + 
因此 , 令 m 一 oo 且 利 用 沁 作 1 1/i = co 可 以 得 到 
I(+ 吉 ) == 


令 所 表示 “i 号 球 在 12 点 时 仍 在 坛子 里 ”这 一 事件 . 前 面 已 证 明 P(F) = 0， Re 
可 以 证 明 对 任意 i, P(F;) = 0. (比如 , 同样 的 推理 可 以 证 明 对 任意 i = 11, 12, 
有 P( 忆 ) = TIee [9n/(9n + 1)] = 0). 因此 , 12 点 时 坛子 非 空 的 概率 为 PUR 
利用 布尔 不 等 式 ( 见 自 检 习 题 14) 可 得 : 
P (0 中 <>P(R)=0 
i= i=1 


1 一 1 
因此 , 在 12 点 时 , 坛子 为 空 的 概率 为 1. 国 


2.7 ”概率 : 确信 程度 的 度量 


本 文 曾 叙述 : 一 个 事件 的 概率 , 是 指 在 重复 进行 某 个 试验 的 情况 下 , 对 该 事件 
发 生 频 率 的 一 种 度量 .然而 , 概率 还 有 另外 的 用 处 . 比如 , 我 们 经 常 听 到 这 样 的 评 
论 ,“90% 的 可 能 是 莎士比亚 真 地 写 了 《哈姆雷特 》”,“ 奥 斯 瓦尔 德 独自 暗杀 肯 尼 
迪 总 统 的 可 能 性 为 80%”, 这 又 作 何 解释 ? 

最 自然 又 简单 的 解释 是 , 概率 是 人 们 对 自己 的 说 法 的 确信 程度 的 一 种 度量 , 也 
就 是 说 , 前 面 的 陈述 者 比较 确信 “ 奥 斯 瓦尔 德 是 独立 行动 的 ”, 而 且 更 加 确信 “ 莎 士 
比 亚 写 了 《哈姆雷特 》”. 概率 作为 个 体 确信 程度 的 度量 这 种 解释 经 常 被 称 为 主观 
概率 (Subjective). 

假设 “确信 程度 的 度量 ”满足 概率 的 所 有 公理 是 很 合情合理 的 .比如 , 如 果 我 
们 有 70% 的 把 握 认为 是 莎士比亚 写 了 《凯撒 大 帝 》, 而 只 有 10% 的 把 握 认为 作者 
是 马 洛 , 那么 我 们 应 该 有 80% 的 把 握 认 为 作者 是 莎士比亚 或 是 马 洛 . 因此 , 无 论 把 
概率 解释 为 确信 程度 的 度量 , 还 是 事件 发 生 的 频率 , 其 数学 属性 是 不 改变 的 . 

例 7a 假设 有 7 匹 马 参加 比赛 , 而 您 认为 1 号 马 和 2 号 马 各 有 20% 的 机 会 获 
胜 , 3 号 马 和 4 号 马 各 有 15% 的 机 会 , 其 余 3 匹 各 10% 的 机 会 . 如 果 进 行 同等 赌 
注 的 押 赌 , 是 赌 “获胜 者 将 是 1,2,3 号 马 之 一 ”还 是 赌 “ 获 胜 者 将 是 1,5,6,7 号 马 之 
一 ”更 好 ? 

解 : 基于 对 比赛 结果 的 主观 认识 , 赌 第 一 种 赢 的 概率 是 : 0.2 二 0.2 二 0.15 = 0.55， 
而 第 二 种 是 0.2 + 0.1 + 0.1 + 0.1 = 0.5, 因此 , 赌 第 一 种 更 好 . 

应 当 指 出 , 主观 概率 也 应 符合 概率 论 的 公理 .但 实际 情况 并 非 如 此 . 例如 ， 用 
们 向 某 人 了 解 对 天 气 的 看 法 时 , 经 常 提 这 样 的 问题 : 

(a) 今天 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 

(b) 明天 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 

(0) 今明 两 天 都 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 

(d) 今天 或 明天 会 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 

这 个 人 经 过 考虑 , 很 可 能 会 给 出 下 面 的 答案 : 30%,40%,20%,60%. 显然 , 这 样 的 回答 
与 概率 论 的 公理 是 相 矛 盾 的 . 我 们 当然 希望 经 过 指出 这 种 错误 以 后 , 这 个 人 会 修正 
他 的 回答 , 因为 个 人 的 看 法 不 是 精确 计算 出 来 的 , 是 带 有 误差 的 . (一 个 可 能 可 以 接 
受 的 修正 是 : 30%, 40%,10%,60%.) 


小 结 


如 果 令 5 为 表示 某 个 试验 的 所 有 可 能 结果 的 集合 , 那么 5S 称 为 该 试验 的 样本 
空间 . 一 个 事件 就 是 5 的 一 个 子 集 . 如 果 4;,i = 1,… ,n 为 一 系列 事件 , 那么 称 


4 和 4 第 2 章 概率 论 公理 化 


Ur 4; 为 这 些 事件 的 并 , 它 表示 至 少 包含 在 某 一 个 4i 里 的 所 有 结果 所 构成 的 事 
件 . 类 似 地 , 站 ， hi 称 为 这 些 事件 的 交 , 有 时 也 记 为 41 .… 4, 表示 包含 在 所 有 Ai 
里 的 所 有 结果 所 构成 的 事件 . 

对 任 一 事件 4, 定义 4 为 由 那些 不 包含 在 4 里 的 所 有 结果 所 构成 的 事件 , 称 
为 4 的 对 立 事件 . 事件 Se 不 包含 任何 结果 , 记 为 2, 称 为 空 集 . 如 果 4B = Cr, 那 
么 称 4 和 万 互 不 相 容 . 

设 对 于 样本 空间 里 的 任 一 事件 4, 对 应 于 一 个 数 P(4), 若 集合 函数 P(4) 满足 
以 下 条 件 , 则 称 P(4) 为 4 的 概率 : 

() 0< P(A) <1 

(i) P(S) =1 

(这 ) 对 于 任意 互 不 相 容 事件 4i,i > 1, 有 


P (5 4] = 3 P(Ai) 
i=1 i=1 
P(4) 表示 试验 结果 包含 在 事件 4 里 的 概率 . 


容易 证 明 : 
P(4e) =1- P(4) 
一 个 有 用 的 结果 : 
P(AUB)= P(L4)+ P(B) - P(AB) 
可 以 推广 为 : 
P (vb 4 =》 P(A:)— DD PAA) + > DP(AiAsAr) 
i=1 i=1 i<j i<j<k 
+ t(D" P(A An) 
如 果 5 是 有 限 集 , 且 其 中 每 个 结果 发 生 的 可 能 性 是 一 样 的 , 那么 
-A 
?= 辣 


其 中 |E| 表示 事件 EE 所 含 的 结果 数 . 
P(A4) 可 以 理解 为 频率 的 趋势 或 者 相信 程度 的 度量 . 


习 题 


. 一 个 盒子 里 有 3 个 弹 珠 , 红 、 绿 、 蓝 各 一 个 . 先 从 中 取出 一 个 , 再 放 回 , 然后 青 取出 一 个 ， 
试 描述 此 样本 空间 .如果 不 放 回 呢 ? 

连续 掷 一 枚 般 子 , 直到 6 出 现 , 试验 停止， 试 描述 此 样本 空间 . 令 En。 表示 “在 试验 停止 
时 , 一 共 据 了 n 次 ”, 那么 样本 空间 里 的 哪些 结果 包含 在 E。 里 ?( UB，Bu 】 的 含义 ? 


只 


习 题 45 


10. 


11, 


。 掷 两 枚 般 子 , 令 已 表示 “人 般 子 点 数 之 和 为 奇数 ”, 令 下 表示 “至 少 有 一 个 盘子 点 数 为 1”; 


令 G 表示 “ 般 子 点 数 之 和 为 5”. 试 描述 事件 EF, EU FFG,EF* 和 EFG. 


、A,B,C 三 人 轮流 掷 硬币 , 第 一 次 出 现 正面 朝 上 者 为 胜 . 我 们 用 0 表示 “正面 朝 下 ”, 1 表示 


“正面 朝 上 ”, 样本 空间 可 写 为 : 
s = {10,001 0001,... 
(a) 试 解释 此 样本 空间 ; 。 (b) 表述 以 下 事件 : 
(i) A 胜 了 ( 记 为 4); (ii)B 胜 了 ( 记 为 B); (ii) (4 U B)". 
在 该 试验 中 , 假定 A 先 撕 , B 后 掷 , 再 C 掷 , 接着 又 是 A 扼 …… 循 环 往复 . 


， 一 个 系统 包含 5 个 元 件 , 每 个 元 件 有 可 能 是 好 的 , 也 有 可 能 是 坏 的 . 用 向 量 (zl, zz, 23, z4， 


zs) 表示 各 个 元 件 的 状态 , 其 中 zi= 1 表示 第 i 个 元 件 是 好 的 , z=0 表示 第 i 个 元 件 是 坏 

的 . 

(a) 样本 空间 里 一 共有 多 少 个 结果 ? 

(b) 如 果 元 件 1 和 2 是 好 的 , 或 者 元 件 3 和 4 是 好 的 , 或 者 元 件 1, 3 和 5 都 是 好 的 , 那 
么 系统 工作 正常 . 令 W 表示 系统 工作 正常 , 写 出 W 包含 的 所 有 结果 . 

(c) 令 4 表示 元 件 4 和 5 都 是 坏 的 , 那么 4 里 一 共有 多 少 结果 ? 

(d) 写 出 事件 AW 包含 的 所 有 结果 . 


.医院 管理 系统 对 前 来 治疗 的 受 枪 伤 病人 进行 编号 , 其 依据 为 是 否 买 了 保险 , 如 果 买 了 保险 ， 


则 记 为 1 否则 记 为 0; 还 根据 他 们 的 身体 状况 , 如 果 良 好 , 就 记 为 g, 如 果 一 般 , 就 记 为 刀 
如 果 严重 , 就 记 为 s. 

(a) 给 出 试验 的 样本 空间 ; 

(b) 令 4 表示 “病人 病情 很 严重 ”, 列 出 4 里 的 所 有 结果 ; 

(e) 令 B 表示 “病人 没有 买 保险 ”, 列 出 B 里 的 所 有 结果 ; 

(d) 列 出 事件 B* U A 里 的 所 有 结果 . 


. 调查 一 个 业余 足球 队 里 15 名 球员 的 工作 , 是 蓝领 还 是 白领 , 还 有 政治 关系 , 是 共和 党 、 民 


主 党 还 是 无 党 派 , 问 : 

(a) 样本 空间 一 共 多 少 结果 ? 

(b) “至 少 有 一 个 队员 是 蓝领 "有 多 少 结果 ? 

(c) “队员 里 没有 人 是 无 党 派 人 士 ” 有 多 少 结果 ? 


. 设 事件 A 和 B 互 不 相 容 , 且 P(4) = 0.3, P(B) = 0.5, 求 以 下 事件 的 概率 : 


(a) 4 或 者 B 发 生 ; (b) 4 发 生 但 B 不 发 生 ; (c) 4 和 B 都 发 生 . 


. 某 零 售 店 既 接 受 运通 卡 也 接受 维 萨 卡 . 它 的 顾客 中 有 24% 的 人 持 有 运通 卡 , 61% 的 顾客 


持 有 维 萨 卡 , 11% 的 顾客 持 有 两 种 卡 , 问 至 少 持 有 一 张 卡 的 人 数 百分比 . 

某 个 学 校 60% 的 学 生 既 不 戴 耳 环 , 也 不 戴 项 链 , 20% 的 学 生 戴 耳环 , 30% 的 学 生 戴 项 链 
如 果 随 机 挑 一 个 学 生 , 求 符合 以 下 条 件 的 概率 : 

(a) 戴 耳 环 或 者 项 链 ， (b) 既 戴 耳环 也 戴 项 链 . 

美国 男性 中 有 28% 的 人 抽烟 , 7% 的 人 抽 雪 茄 , 5% 的 人 既 抽烟 也 抽 雪 茄 . 

(a) 既 不 抽烟 也 不 抽 雪 茄 的 人 的 百分比 是 多 少 ? 

(b) 只 抽 雪 茄 但 不 抽烟 的 人 的 百分比 是 多 少 ? 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


某 个 小 学 有 三 个 语言 班 , 一 个 是 西班牙 语 班 , 一 个 是 法 语 班 , 另 一 个 是 德语 班 . 这 些 语言 班 
对 学 校 里 的 100 个 学 生 开放 . 其 中 , 有 28 人 参加 西班牙 语 班 ; 有 26 人 参加 法 语 班 ; 有 16 
人 参加 德语 班 ; 有 12 人 既 参 加 西班牙 语 班 也 参加 法 语 班 ; 有 4 人 既 参 加 西班牙 语 班 也 参 
加 德语 班 ; 有 6 人 既 参 加 法 语 班 也 参加 德语 班 ; 另外 , 有 2 人 三 个 班 都 参加 . 
(a) 随机 选 一 名 学 生 , 他 (或 她 ) 不 参加 任何 班 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 随机 选 一 名 学 生 , 他 (或 她 ) 恰好 参加 一 个 班 的 概率 是 多 大 ? 
(c) 随机 选 两 名 学 生 , 其 中 至 少 有 一 人 参加 语言 班 的 概率 是 多 大 ? 
某 个 人 口 规模 为 100 000 的 城镇 有 三 份 报纸 I. II 和 III, 以 下 是 对 读 报 人 群 比例 的 调查 
结果 : 

1: 10% ; I 和 II: 8%; II 和 III: 1%; 

II: 30%; I 和 III: 2%; III : 5%; II 和 III: 4%. 

(比如 , 有 8 000 人 读 报纸 I 和 IT) 
(a) 求 出 仅仅 读 一 份 报纸 的 人 数 ; (b) 至 少 读 两 份 报纸 的 人 数 ; 
(c) 如 果 工 和 III 是 早报 , 而 II 是 晚报 , 那么 至 少 读 一 份 早报 和 一 份 晚报 的 人 数 为 多 少 ? 
(d) 有 多 少 人 不 读 报纸 ? (e) 有 多 少 人 仅 读 一 份 早报 和 一 份 晚报 ? 
对 某 份 杂志 的 1 000 名 订阅 者 的 调查 给 出 了 如 下 数据 : 考虑 到 他 们 的 工作 、 婚 姻 和 教育 
状况 , 有 312 名 专业 人 员 , 470 名 已 婚 人 士 ，525 名 大 学 毕业 生 , 42 名 大 学 毕业 的 专业 人 
员 , 147 名 已 婚 大 学 毕业 生 , 86 名 已 婚 专业 人 员 , 25 名 已 婚 且 大 学 毕业 的 专业 人 员 . 证 明 
这 些 数据 是 不 正确 的 . 
提示 : 令 M,W 和 G 分 别 表示 专业 人 员 、 已 婚 人 士 及 大 学 毕业 生 的 集合 . 假定 随机 地 从 这 
1 000 人 当中 选择 一 人 , 利用 命题 4.4 来 证 明 : 如 果 上 述 数据 是 正确 的 , 那么 P(MUWUG) > 
1. 
从 52 张 牌 里 随机 取 5 张 , 求 以 下 事件 概率 : 
(a) 同 花 (也 即 5 张 牌 同一 花色 ); 
(b) 一 对 (5 张 牌 为 wa,b c,d 形式 (点 数 ), 其 中 ab c,d 各 不 相同 ); 
(c) 两 对 (5 张 牌 为 a,a,b,b,c 形式 , 其 中 a,b,c 各 不 相同 ); 
(d) 三 张 同 点 数 (5 张 牌 为 a,a,a,b,c 形式 , 其 中 a,b,c 各 不 相同 ); 
(e) 四 张 同 点 数 (5 张 牌 为 wa, a,a,b 形式 , 其 中 a,b 不 相同 ). 
同时 折 5 枚 般 子 , 证 明 : 
(a) P{ 每 枚 都 不 一 样 } = 0.092 6; (bj P{ 一 对 } = 0.463 0; 
(c) P{ 两 对 } = 0.231 5; (d) P{ 三 面 一 样 } = 0.154 3; 
(e) P{ 福 尔 豪 斯 } = 0.038 6; (f) P{4 枚 一 样 } = 0.019 3; 
(g) P{5 枚 一 样 } = 0.000 8. 
如 果 8 个 车 随机 地 放 在 国际 象棋 棋盘 上 , 求 没有 一 对 能 互 捉 的 概率 , 也 即 求 任何 一 行 或 一 
列 至 多 只 有 一 个 车 的 概率 . (国际 象棋 盘 有 8 x 8 = 64 格 , 棋子 放 在 格 内 ) 
从 一 副 洗 好 的 扑克 牌 里 随机 挑 两 张 , 恰好 配 成 “ 黑 杰克 ”的 概率 是 多 大 ? (所 谓 “ 黑 杰 克 ”， 
也 即 其 中 有 张 “A”, 另 一 张 是 10,“J”,“Q”,“K” 中 任 一 张 .) 
两 个 同样 的 盘子 , 各 有 两 面 涂 成 了 红色 , 两 面 涂 成 了 蓝 色 , 一 面 涂 成 了 黄色 , 剩 下 一 面 涂 成 
了 白色 . 同时 掷 这 两 枚 般 子 , 问 出 现 同一 种 颜色 的 概率 是 多 大 ? 
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20. 


21. 


22. 


23. 
24. 
25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


假设 某 赌 徒 正 在 和 庄家 玩 二 十 一 点 , 对 于 一 副 洗 好 的 扑克 牌 , 赌 徒 和 庄家 都 分 不 到 “ 黑 杰 
克 ” 的 概率 是 多 大 ? (每 人 分 配 到 2 张 牌 ) 

一 个 小 型 社区 由 20 个 家 庭 组 成 , 其 中 只 有 一 个 小 孩 的 家 庭 有 4 个 , 有 2 个 小 孩 的 家 庭 有 
8 个 , 有 3 个 小 孩 的 家 庭 有 5 个 , 有 4 个 小 孩 的 家 庭 有 2 个 , 有 5 个 小 孩 的 家 庭 有 1 个 . 
(a) 如 果 随 机 选取 一 个 家 庭 , 它 有 i 个 孩子 的 概率 是 多 大 ? i = 1, 2, 3, 4, 5. 

(b) 如 果 随 机 选取 一 个 孩子 , 孩子 来 自 有 i 个 孩子 的 家 庭 的 概率 是 多 大 ? i = 1,2, 3, 4, 5. 
对 于 m 张 扑克 牌 , 有 一 种 洗 牌 技术 : 对 于 任何 一 副 没 洗 的 牌 , 考虑 第 一 张 , 掷 一 枚 硬币 , 如 
果 硬币 出 现 的 是 正面 ,那么 这 张 牌 仍 留 原 位 ,如 果 硬币 是 反面 , 那么 将 这 张 牌 放 到 最 后 一 
张 , 接着 考虑 第 二 张 牌 的 位 置 变换 ,其 规则 与 第 一 张 牌 的 相同 . 硬币 抑 了 n 次 后 , 就 完成 
了 一 轮 洗 牌 . 比如 , 设 n = 4, 牌 最 初 的 顺序 为 1,2,3,4, 如 果 硬币 的 顺序 为 正面 、 反 面 、 反 
面 、 正面 , 那么 最 后 牌 的 顺序 为 : 1, 4, 2, 3. 假设 所 掷 硬币 是 均匀 的 , 且 各 次 结果 相互 独立 ， 
问 经 过 一 轮 洗 牌 后 仍 保持 原来 次 序 的 概率 有 多 大 ? 

同时 掷 两 枚 均匀 般 子 , 问 第 二 枚 般 子 的 点 数 大 于 第 一 枚 般 子 的 点 数 的 概率 是 多 大 ? 
同时 掷 两 枚 般 子 ， 般 子 点 数 之 和 为 的 概率 是 多 大 ? 并 求 出 i 二 2,3,… ,11, 12 时 的 值 . 
同时 掷 两 枚 人 般 子 , 直到 役 子 点 数 之 和 为 5 或 者 7 出 现 , 求 和 为 5 先 出 现 的 概率 . 

提示 : 令 E。 表示 第 n 次 掷 骨 子 出 现 和 为 5, 但 此 前 n - 1 次 当中 既 不 出 现 和 为 5, 也 不 
出 现 和 为 7, 计算 P(En) 且 证 明 于 只: P(En) 就 是 题目 所 求 概率 . 

Crap 赌博 规则 如 下 : 其 中 一 人 先 掷 两 枚 般 子 , 如 果 和 为 2,3 或 者 12, 那么 他 便 输 了 ; 如 果 
和 为 7 或 者 11, 那么 他 便 赢 了 . 如 果 和 为 其 他 , 那么 由 他 继续 掷 般 子 , 一 直到 第 一 次 掷 出 
的 和 数 再 次 出 现 , 或 者 出 现 和 为 7. 若 出 现 的 是 7, 则 他 输 了 , 若 出 现 的 是 第 一 次 掷 出 的 和 
数 , 则 他 赢 了 . 求 他 赢 的 概率 . 

提示 : 令 E; 表示 第 一 次 掷 般 子 所 得 点 数 和 为 i, 且 取 得 了 胜利 ， 那 么 所 求 概率 为 并 这 2 
P(Ei). 为 了 计算 P(Ei), 定义 Ein 表示 事件 “第 一 次 和 为 i 且 在 第 n 次 取得 了 胜利 ”. 
证 明 P(E;) = D2, P(Esn). 

坛子 里 有 3 个 红 球 和 7 个 黑 球 , 玩家 4 和 B 从 坛子 里 交替 拿 球 , 直到 有 人 拿 到 了 红 球 ， 
求 4 取 到 了 红 球 的 概率 . (假设 A 先 取 球 , 然后 B 再 取 , 接 下 来 又 是 4 取 , 等 等 , 并 假设 
球 取出 来 后 不 放 回 . ) 

一 个 坛子 里 有 5 个 红 球 、6 个 蓝 球 和 8 个 绿 球 . 如 果 随 机 取 3 个 球 , 问 以 下 事情 的 概率 : 
(a) 三 个 球 同一 种 颜色 ; 。 (b) 三 个 球 不 同 的 颜色 . 

假设 取 球 后 ， 记 下 其 颜色 ， 然 后 再 放 回 坛 内 [这 就 是 所 谓 的 有 放 回 抽样 (Sampling 
with relacement)], 重新 计算 以 上 事件 的 概率 . 

坛子 里 有 n 个 白 球 和 m 个 黑 球 , 其 中 n 和 m 都 是 正 数 . 

(a) 随机 取 两 个 球 , 问 它们 是 同一 种 颜色 的 概率 ? 

(b) 从 坛子 里 随机 取 一 个 球 , 然后 放 回 再 第 二 次 取 球 , 求 取出 的 两 个 球 颜色 相同 的 概率 
(c) 证 明 (b) 的 概率 始终 大 于 (a) 的 概率 . 

两 所 学 校 的 棋 类 俱乐部 分 别 有 8 和 9 名 棋 手 , 每 个 俱乐部 各 随机 选 4 名 参加 两 校 间 的 对 
抗 赛 . 选 出 来 的 棋 手 随机 地 和 另 一 俱乐部 选 出 来 的 棋 手 进行 两 两 配对 下 棋 , 假设 丽 贝 卡 和 
妹妹 埃 莉 斯 分 别 在 这 两 校 的 棋 类 俱乐部 , 求 以 下 事件 的 概率 : 
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31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
42. 


43. 


44. 


45. 


(a) 丽 贝 卡 和 埃 莉 斯 正好 配 成 一 对 . (b) 丽 贝 卡 和 埃 莉 斯 都 被 选 出 , 但 是 她 们 不 下 棋 ; 

(c) 她 俩 人 只 有 一 个 被 选 出 代表 学 校 参赛 . 

一 个 3 人 篮球 队 包 括 1 个 后 卫 , 1 个 前 锋 , 1 个 中 锋 . 

(a) 如 果 从 3 个 这 样 的 篮球 队 里 分 别 选 一 人 , 正好 可 以 组 成 一 个 新 篮球 队 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 选 出 来 的 3 人 是 打 同 一 位 置 的 概率 是 多 大 ? 

一 个 小 组 有 5 个 男孩 , 9 个 女孩 , 按 随意 顺序 站 成 一 排 , 即 (b+ 9)! 种 排列 中 任 一 种 都 是 
等 可 能 的 , 试问 , 第 i 个 位 置 (1 < i < b+ g) 站 的 正好 是 女孩 的 概率 . 

树林 里 有 20 只 廉 鹿 , 捉 住 其 中 5 只 , 贴 上 标签 , 然后 再 放 回 . 一 段 时 间 后 , 再 捉 住 4 只 廉 
鹿 . 其 中 有 两 只 贴 了 标签 的 概率 是 多 大 ? 此 处 做 了 什么 样 的 假设 ? 

据 报 道 , Yarborough 二 世 曾 经 用 1000 比 1 的 赌注 打赌 一 个 桥牌 手 里 的 13 张 牌 里 至 少 有 
一 张 牌 是 10 或 者 更 大 (所 谓 更 大 意味 着 是 10, 或 者 “J”,“Q”,“K”, 和 “A”). 如 今 , 一 手 
牌 里 如 果 没有 一 张 10 以 上 的 牌 , 就 称 为 Yarborough. 问 随机 发 的 一 手 牌 是 Yarborough 
的 概率 是 多 大 ? 

一 个 坛子 装 有 12 个 红 球 , 16 个 蓝 球 , 18 个 绿 球 . 从 中 随机 地 取出 7 个 球 . 求 出 下 列 事件 
的 概率 . 

(a) 抽出 3 个 红 球 , 2 个 蓝 球 , 2 个 绿 球 ; 

(b) 其 中 至 少 有 2 个 红 球 ; 

(c) 抽出 的 球 的 颜色 全 相同 ; 

(d) 抽出 的 球 中 恰 有 3 个 红 球 或 者 恰 有 3 个 蓝 球 . 

从 52 张 牌 里 随机 取 2 张 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 都 是 “A”;  (b) 点 数 相同 . 

老师 给 班 里 学 生 留 了 10 道 习题 , 并 且 告 诉 他 们 期 末 考 试 就 是 从 中 随机 选择 5 道 , 如 果 有 
个 学 生 解 出 了 其 中 7 道 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 他 (她 ) 能 解 出 所 有 的 5 道 考试 题 ; (b) 至 少 能 解 出 其 中 4 道 . 

抽 导 里 有 n 只 袜子 , 其 中 3 只 红 的 . 如 果 随 机 取 两 只 袜子 , 同 为 红色 的 概率 为 1/2, 试问 
nn 为 多 大 ? 

城镇 里 有 5 个 旅馆 , 某 天 有 3 人 入 住 旅馆 , 问 正好 住 进 不 同 旅馆 的 概率 是 多 大 ? 其 中 做 了 
什么 样 的 假设 ? 

城镇 里 有 4 人 修理 电视 机 , 现在 有 4 台 坏 电视 机 , 问 正好 有 i(i = 1,2, 3,4) 人 被 要 求 参 与 
修理 的 概率 ? 其 中 做 了 什么 样 的 假设 ? 

掷 一 枚 般 子 4 次 , 至 少 出 现 一 次 6 的 概率 是 多 大 ? 

连续 掷 两 枚 般 子 n 次 , 计算 双 6 至 少 出 现 一 次 的 概率 . 要 想 此 概率 大 于 或 等 于 1/2, n 至 
少 要 多 大 ? 

(a) 包含 A 和 B 在 内 的 N 个 人 随机 的 排 成 一 排 , 问 A 和 B 紧 挨 着 的 概率 是 多 大 ; 

(b) 如 果 是 随机 的 排 成 一 围 , 那么 这 个 概率 是 多 大 ? 

有 A,B,C,D,E 五 人 , 站 成 一 排 , 假设 每 种 顺序 都 是 等 可 能 的 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) A 和 B 之 间 恰 好 有 一 个 人 ; (b) A 和 B 之 间 恰 好 有 两 个 人 ; 

(c) A 和 B 之 间 恰 好 有 三 个 人 . 

有 位 妇女 有 n 把 钥匙 , 其 中 有 一 把 能 打开 房 门 . 


55. 
56. 


性 
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(a) 她 随机 地 用 钥匙 开房 门 , 如 果 打 不 开 , 就 换 一 把 钥匙 (钥匙 不 重复 试用 ), 请 问 正好 在 
第 上 次 成 功 打 开房 门 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 如 果 钥 匙 可 重复 试用 , 这 时 (a) 中 问题 的 概率 是 多 大 ? 


需要 多 少 人 , 才能 保证 其 中 至 少 有 两 人 同一 月 份 过 生日 的 概率 大 于 1/2? 假设 每 个 月 的 可 


能 性 是 一 样 的 . 


.房间 里 有 12 个 人 , 求 没有 两 人 在 同一 月 份 出 生 的 概率 . 
.有 20 人 , 求 如 下 事件 的 概率 : 12 个 月 当中 , 其 中 4 个 月 每 月 均 有 2 人 过 生日 , 而 另 有 4 


个 月 每 月 均 有 3 人 过 生日 . 


.6 个 男人 、6 个 女人 随机 地 分 成 2 组 , 每 组 6 人 , 求 两 组 的 男人 数 正好 一 样 的 概率 . 
,在 桥牌 比赛 中 , 计算 你 有 5 张 黑 桃 , 而 搭档 正好 有 8 张 黑 桃 的 概率 . 
.nn 个 球 随机 地 放 到 N 个 房间 , 设 N" 种 结果 每 种 都 是 等 可 能 的 , 试 求 第 一 个 房间 恰 有 mm 


个 球 的 概率 . 


衣柜 里 有 10 双 鞋 , 随机 拿 8 只 , 问 如 下 事件 的 概率 : 


(a) 一 双 鞋 都 没有 ; (b) 正 好 有 一 双 鞋 . 


如果 4 对 夫妇 坐 成 一 排 , 试 求 没有 夫妇 坐 在 一 起 的 概率 . 
. 计算 桥牌 比赛 中 有 一 家 至 少 缺 一 套 花 色 的 概率 . 此 答案 并 不 是 (4) (39) / (52), 为 什么 ? 


提示 : 利用 命题 4.4. 

一 手 牌 13 张 , 求 以 下 事件 概率 : (a) 有 同 花 色 的 “A” 和 “K”; (b) 有 同 点 数 的 四 张 . 

有 两 人 玩 以 下 游戏 : A 从 图 2.6 中 所 示 的 三 个 轮 盘 中 选择 一 个 , 然后 B 在 剩 下 的 两 个 中 
选择 一 个 . 接着 两 人 分 别 转动 各 自选 中 的 轮 盘 , 轮 盘 最 后 所 停 的 位 置 下 方 区 域 里 的 数字 大 
者 获胜 . 假定 每 个 轮 盘 停 在 三 个 区 域 是 等 可 能 的 . 如 果 是 你 , 你 会 选择 是 A 还 是 B? 并 解 
释 原因 . 


eS 
图 2.6 习题 56 图 
理论 习题 


. 证 明 : EFCECEUF. 


证 明 : 如 果 巨 CF, 那么 Fe C EE®. 
证 明 : F=FEUFE* 和 EUF= EUE°F. 


.证明 : (U2 B:) =U, EF 以 及 (NE Ei) UF = NSB UF). 


50 第 2 章 概 率 论 公理 化 
5. 对 任 一 系列 事件 1, Bo,…, 定义 一 列 两 两 不 相交 事件 五 ,及 (如 i 关 j 则 FiF; = 2) 
使 得 对 任何 n>1 有 
Un=UE 
p= 
6. 设 EE, FF,G 为 三 个 事件 , 写 出 如 下 事件 的 表达 式 : 
(a) 仅仅 忆 发 生 ; (b) E 和 G 都 发 生 , 但 下 不 发 生 ; 〈c) 至 少 有 一 个 事件 发 生 ; 
(d) 至 少 有 两 个 事件 发 生 ; (e) 三 个 事件 都 发 生 ; (1) 一 个 事件 都 不 发 生 ; 
(g) 最 多 一 个 事件 发 生 ; (hb) 最 多 两 个 事件 发 生 ; (i) 正好 两 个 事件 发 生 ; 
(j) 最 多 三 个 事件 发 生 . 
7. 化 简 下 列表 达 式 : 


17. 


(a) (EUF)(EUF°); (b) (EUF)(E:UF)(EUF®); (c) (EUF)(FUG). 


.给 定 集合 5, 如 果 存 在 一 列 互 斥 非 空子 集 51, 52,… , Sk(k > 0), 满足 U*_, 5 = 5, 那么 


称 {591,92,… ,Sk]} 为 9 的 一 个 分 割 (partition). 令 Th 表示 集合 {1,2,… ,n} 的 不 同 分 
割 的 总 数 , 因此 , Ti = 1( 表 示 仅 仅 一 个 分 割 S; = {1}), T2 = 2( 表 示 两 个 分 割 : {{1,2}} 
和 {{1}, {2}}). 

(a) 证 明 : 73 = 5, Ts = 15. 

(b) 证 明 : 


Di (®)T: 
所 
并 利用 此 公式 计算 Tio. 


提示 : 在 (n + 1) 个 元 素 中 选 定 一 个 元 素 , 称 为 特殊 元 素 . 并 将 分 割 分 类 : 分 割 中 含有 这 
个 特殊 元 素 的 子 集 称 为 这 个 分 割 的 特殊 子 集 . 具有 相同 特殊 子 集 的 分 割 形 成 一 子 类 , 再 将 
每 一 个 子 类 所 含 分 割 数 加 起 来 ,就 得 到 Th+:- 


. 设 一 个 试验 的 样本 空间 为 5, 将 试验 重复 n 次 , 对 样本 空间 5S 里 的 任 一 事件 E, 令 n( 书 ) 


表示 n 次 事件 中 已 发 生 的 次 数 , 定义 f(E) = n(E)/n. 证 明 f(") 满足 公理 1, 2, 3. 


. 证明: P(BU FUG) = P(B) + P(F) + P(G) - P(E°FG)— P(EF°G)— P(EFG°)— 


2P(EFG). 


. 如 果 P(E) = 0.9, P(F) = 0.8, 证 明 P(EF) > 0.7. 更 一 般 地 , 证 明 Bonferroni 不 等 式 : 


P(EF) > P(E)+P(F)-1 


. 证 明 : 和 FF 恰好 只 有 一 个 发 生 的 概率 为 P(E) + P(F) 一 2P(EF). 

.证明 :; P(EBF°) = P(E)— P(EF). 

.用 数学 归纳 法 证 明 命题 4.4. 

.一 个 坛子 里 有 M 个 白 球 和 N 个 黑 球 , 随机 取 r 个 , 问 恰好 取 到 k 个 白 球 的 概率 是 多 少 ? 
.将 Bonferroni 不 等 式 推广 到 n 个 事件 的 情形 , 也 即 证 明 : 


P(EiE2::: En) > P(E1)+:**+ P(En)— (n—1) 
考虑 例 5m 中 的 匹配 问题 . 令 4w 表示 N 个 人 都 不 选 自己 帽子 的 方法 数 , 指出 
An =(N— (An-1+ An-2) 
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18. 


19. 


20. 


“21. 


结合 边界 条 件 4A1 = 0, 42 = 1 可 以 递 推 地 求 出 Aw. 最 后 , 没有 人 拿 到 自己 帽子 的 概率 
为 An/N!. 
提示 : 可 将 N 个 人 都 不 选 自己 帽子 的 方法 分 类 , 指定 其 中 一 个 人 , 称 为 “ 老 王 ”, 老 王选 
定 了 一 项 别人 的 帽子 , 这 样 就 把 选 帽子 的 方法 按 老 王选 定 的 帽子 的 不 同 分 成 (N 一 1) 类 ， 
设 老 王选 定 了 另 一 个 人 ( 老 张 ) 的 帽子 , 现在 有 一 个 特殊 的 人 ( 老 张 , 他 已 经 没有 自己 的 帆 
子 可 选 ), 以 及 一 个 特殊 的 帼 子 ( 老 王 的 帽子 ), 再 将 剩 下 的 N 一 1 人 都 不 选 自己 帽子 的 方 
法 分 成 两 类 , 一 类 是 特殊 人 选 了 特殊 的 帽子 ,一 类 是 特殊 人 不 选 特殊 的 帽子 ， 分别 计 算 两 
类 中 的 方法 数 , 就 可 以 导出 所 得 的 公式 . 
令 所 表示 掷 一 枚 硬币 n 次 且 从 不 出 现 连续 正面 的 可 能 结果 数 , 证 明 : 

全 = 有 -1 二 fn-2 n>2, 其 中 fo 三 1, 有 1 三 2 
提示 : 按 第 一 次 掷 硬币 的 结果 将 可 能 的 试验 结果 分 成 两 类 , 一 类 是 反面 朝 上 , 另 一 类 是 正 
面 朝 上 , 分 别 对 两 类 结果 计数 . 若 P 表示 n 次 掷 硬币 的 结果 中 不 会 连续 出 现 正面 的 概 
率 , 在 掷 n 枚 硬币 的 各 种 结果 为 等 可 能 情况 下 , 找 出 P, 与 f 之 关系 , 并 计算 Pio. 
一 个 坛子 里 有 n 个 红 球 , m 个 蓝 球 , 从 中 一 个 一 个 取 球 , 一 直到 取 了 r(r < m) 个 红 球 为 
止 . 求 此 时 正好 取出 大 个 球 的 概率 是 多 少 ? 
提示 : 正好 取出 上 个 球 等 价 于 第 上 次 取出 红 球 且 前 一 1 次 取出 7 一 1 个 红 球 . 
设 有 一 个 试验 , 其 样本 空间 包含 可 数 个 结果 , 试 证 明 不 可 能 所 有 可 能 结果 发 生 的 概率 都 一 
样 . 有 没有 这 样 的 可 能 性 : 所 有 的 可 能 结果 发 生 的 概率 均 为 正 数 ? 
在 例 5o 中 ,讨论 了 在 n 次 赢 和 mm 次 输 的 次 序 是 随机 的 情况 下 , 关于 赢 的 游程 的 数目 的 
概率 计算 问题 . 现在 考虑 全 部 游程 的 个 数 ( 赢 的 游程 的 数目 加 上 输 的 游程 的 数目 ), 证 明 : 


人 -2421 


P{2k 个 游程 } = 2 . ) 
m+n 
n 
(DCE) + -1 
P{2k + 1 个 游程 } = 
("9 
n 
自 检 习 题 
1. 别 啡 馆 有 主 菜 、 主 食 和 甜点 三 道 供 餐 , 可 能 的 选择 如 下 : 
种 类 选 择 
主 菜 鸡肉 或 烤 牛 肉 
主食 面 、 米 饭 或 土豆 
甜点 冰淇淋 、 果冻 、 苹 果 六 或 桃子 


客人 在 每 个 种 类 中 选择 一 种 . 
(a) 样本 空间 里 一 共有 多 少 个 结果 ? 
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10. 


11. 
12. 


13. 


(b) 令 4 表示 “选择 冰淇淋 ”， 4 里 一 共有 多 少 结果 ? 
(0) 令 B 表示 “ 选 了 鸡肉 ”, B 里 一 共 多 少 结果 ? 

《(d) 列举 事件 AB 里 所 有 结果 ; 

(6) 令 C 表示 “ 选 了 米饭 ”, C 里 一 共有 多 少 结果 ? 
(0) 列举 事件 ABC 所 含 的 所 有 结果 . 


， 时 装 店 里 来 了 一 位 顾客 , 已 知 他 买 西装 的 概率 为 0.22, 买 衬衫 的 概率 为 0.30, 买 领带 的 概 


率 为 0.28, 既 买 西装 又 买 衬衫 的 概率 为 0.11, 既 买 西装 又 买 领带 的 概率 为 0.14, 既 买 衬衫 
又 买 领带 的 概率 为 0.10, 三 者 都 买 的 概率 为 0.06. 求 以 下 事件 的 概率 : 
(a) 一 样 都 不 买 ; (b) 正 好 买 一 样 . 


.随机 发 一 副 牌 , 第 14 张 是 “A” 的 概率 是 多 少 ? 第 14 张 才 出 现 “A” 的 概率 又 是 多 少 ? 
. 令 4 表示 “洛杉矶 的 城中 气温 为 70"F”, 令 B 表示 “纽约 的 城中 气温 为 70"*F”, 再 令 


C 表示 “洛杉矶 和 纽约 的 城中 气温 较 高 者 为 70"F”, 如 果 P(A) = 0.3, P(B) = 0.4, 且 
P(C) = 0.2, 求 “洛杉矶 和 纽约 的 城中 气温 较 低 者 为 70"F” 发 生 的 概率 . 


。 一 副 洗 好 的 牌 共 52 张 , 求 最 上 面 4 张 是 以 下 情况 的 概率 ; (a) 不 同 点 数 ; (b) 不 同 花 色 . 
,坛子 A 里 有 3 个 红 球 和 3 个 黑 球 , 而 坛子 B 里 有 4 个 红 球 和 6 个 黑 球 , 从 两 个 坛子 里 


各 取 一 球 , 正好 是 同一 种 颜色 的 概率 是 多 少 ? 


。 某 个 州 发 行 一 种 彩票 , 彩民 要 从 1 到 40 个 数 里 选 8 个 . 最 后 , 组 委 会 也 从 这 40 个 数 里 


选 8 个 作为 中 奖 数 字 , 假定 (名) 种 结果 都 是 等 可 能 的 , 求 以 下 事件 的 概率 : 
(a) 彩民 猜 中 了 8 个 数字 ，(b) 彩民 猜 中 了 7 个 数字 ，(c) 彩 民 至 少 猜 中 了 6 个 数字 . 


,从 3 名 一 年 级 新 生 、4 名 二 年 级 学 生 、5 名 三 年 级 学 生 、3 名 毕业 班 学 生 里 随机 选择 4 人 


组 成 委员 会 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 委员 会 中 每 个 年 级 恰好 一 个 人 ; 

(b) 委员 会 由 两 个 二 年 级 学 生 和 两 个 三 年 级 学 生 组 成 ; 
(c) 委员 会 仅 由 二 年 级 或 三 年 级 学 生 组 成 . 


.对 于 有 限 集 4, 令 N(4) 表示 集合 4 里 元 素 的 个 数 . 


(a) 证 明 : N(AUB)= N(4) + N(B) - N(4B) 
(b) 更 一 般 地 , 证 明 : 


N (v 4 = 和 Nil- 久 > NAA) + +(-D)"" N(A1... An) 


sl 3 
赛马 比赛 中 有 6 匹 马 , 编 为 1, 2, 3, 4, 5, 6 号 . 样本 空间 由 6! 种 可 能 的 比赛 结果 组 成 . 
令 4 表示 “1 号 马 跑 在 前 3 名 ”, 令 B 表示 “2 号 马 跑 第 二 名 ”, 那么 AU B 一 共 包含 多 
少 个 结果 ? 

从 一 副 洗 好 的 52 张 牌 里 取 5 张 , 每 个 花色 至 少 有 一 张 的 概率 是 多 大 ? 

篮球 队 有 6 名 前 场 队员 和 4 名 后 场 队员 , 现在 要 随机 两 两 配对 分 宿舍 ， 问 正好 有 两 间 宿 。 
会 由 前 场 队员 和 后 场 队员 合 住 的 概率 是 多 大 ? 

某 和 人 从 “R ES E RV E” 中 随机 挑选 一 个 字母 , 再 从 “V E R TIC A 工 "中选 一 个 , 求 
两 个 字母 恰好 相同 的 概率 . 
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14. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


证 明 布 尔 不 等 式 : 
P (5 4) < DP(Ai). 
bf 1 


证 明 : 如 果 P(A4i) = 1 对 任 一 i> 1 成 立 , 那么 P(N 站 21 4i) =1. 

令 Ti(n) 表示 “集合 {1,… ,n} 分 成 个 非 空子 集 的 不 同 分 割 数 ”, 此 处 1 < < n( 分 
割 的 定义 参见 理论 习题 8), 证 明 : Tk(n) = kTe(n 一 1)+Tk-1i(n 一 1) 

提示 : {1} 是 子 集 的 分 割 数 是 多 少 ? {1} 不 是 子 集 的 分 割 数 是 多 少 ? 

一 个 坛子 里 装 有 5 个 红 球 , 6 个 白 球 和 7 个 蓝 球 , 无 放 回 地 随机 抽取 5 个 , 三 种 颜色 的 球 
都 取 到 的 概率 是 多 大 ? 

将 4 个 红 球 , 8 个 蓝 球 和 5 个 绿 球 随机 地 排 成 一 行 . 

(a) 前 5 个 球 为 蓝 色 的 概率 有 多 大 ? 

(b) 前 5 个 球 中 没有 蓝 色 球 的 概率 有 多 大 ? 

(c) 最 后 3 个 球 为 三 种 不 同 颜色 的 概率 有 多 大 ? 

(d) 所 有 红 球 连 在 一 起 的 概率 有 多 大 ? 

在 一 副 52 张 扑 克 牌 中 随机 地 抽出 10 张 牌 . 将 抽出 的 牌 按 其 花色 分 成 四 堆 . 

(a) 各 堆 中 张 数 分 别 为 4, 3, 2, 1 的 概率 有 多 大 ? 

(b) 其 中 两 堆 各 有 3 张 牌 , 还 有 一 堆 有 4 张 牌 的 概率 有 多 大 ? 

设 一 坛子 中 有 20 个 红 球 , 10 个 蓝 球 . 现在 随机 地 一 个 一 个 地 从 坛子 中 取出 . 求 红 球 比 蓝 
球 先 取 完 的 概率 . 
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31 简 介 


本 章 , 我 们 将 介绍 概率 论 中 最 重要 的 概念 之 一 : 条 件 概率 . 此 概念 的 重要 性 在 
于 两 方面 . 一 方面 , 我 们 在 计算 某 些 事件 的 概率 时 , 同时 具有 某 些 关 于 该 试验 的 附 
加 信息 , 此 时 概率 应 该 是 条 件 概率 . 另 一 方面 , 即使 手头 没有 附加 信息 , 也 可 以 利用 
条 件 概率 的 方法 计算 某 些 事件 的 概率 , 而 这 种 方法 常 使 计算 变 得 十 分 简单 . 


3.2 条 件 概率 


同时 掷 两 枚 般 子 , 并 假设 36 种 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 因此 每 种 结果 发 生 的 
概率 为 1/36. 进一步 假设 已 知 第 一 枚 盘子 点 数 为 3, 在 这 些 条件 下 两 枚 价 子 点 数 之 
和 为 8 的 概率 是 多 大 ? 为 了 计算 这 个 概率 , 解释 如 下 : 既然 第 一 枚 盘子 点 数 为 3, 那 
么 掷 两 枚 般 子 一 共有 6 种 可 能 结果 : (3, 1), (3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6). 因为 每 个 
结果 发 生 的 概率 都 一 样 , 那么 , 这 6 种 结果 也 应 该 是 等 可 能 的 , 即 在 给 定 第 一 个 山 
子 为 3 的 情况 下 , 下 面 6 种 结果 : (3,1),… , (3,6), 每 一 个 结果 发 生 的 (条 件 ) 概率 
应 该 是 1/6, 而 样本 空间 中 其 他 30 个 点 的 (条 件 ) 概率 应 该 是 0. 这 样 , 在 第 一 枚 般 
子 点 数 为 3 的 条 件 下 , 两 枚 般 子 点 数 之 和 为 8 的 概率 应 该 是 1/6. 

如 果 令 EE 和 FF 分 别 表 示 “ 两 枚 仍 子 点 数 之 和 为 8” 和 “第 一 个 骨 子 点 数 为 3”， 
利用 上 述 方法 , 计算 得 到 的 概率 称 为 假定 发生 的 情况 下 5 发 生 的 条 件 概率 , 记 
为 

P(EIF) 


用 如 下 方式 可 以 推导 出 一 个 对 于 所 有 已 和 忆 都 适用 的 计算 P(EIF) 的 常用 公式 : 
如 果 FF 发 生 了 , 那么 为 了 已 发 生 , 其 结果 必然 是 既 属 于 EE 也 属于 忆 , 即 这 个 结果 
必然 属于 EF. 既然 已 知 下 已 经 发 生 , F 成 了 新 的 样本 空间 , 因此 EE 发生 的 (条 件 ) 
概率 必然 等 于 EF 发 生 的 概率 与 下 发 生 的 概率 之 比值 . 因此 , 有 如 下 定义 . 
定义 ”如果 P(F) > 0, 那么 


P(EIF)= 


P(EF) 
P(F) 


(2.1) 


邮 
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例 2a 某 个 学 生 参加 一 个 时 限 为 1 小 时 的 测验 . 假定 对 任意 0 < z < 1 来 说 ， 
他 在 z 小 时 内 完成 测验 的 概率 为 z/2, 已 知 0.75 小 时 后 他 仍 在 答题 , 问 他 最 后 要 用 
光一 小 时 的 条 件 概率 是 多 少 ? 

解 : 令 7 表示 “学 生 完成 测验 的 时 间 不 超过 z 小 时 (0 < z < 1)”, 令 下 表示 
“学 生 用 光 了 1 小 时 ”. 因为 事件 下 就 是 “学 生 完成 测验 时 间 超过 1 小 时 ”, 因此 
P(F)= P(IS)=1- P(L1)=0.5 
因为 事件 “0.75 小 时 后 学 生 仍 在 答题 ”就 是 事件 “学 生 完成 测验 时 间 超 过 0.75 小 

时 ”, 可 记 为 L6.75, 因此 所 求 概率 为 
P(FLi7s) _P(F) _ 05 _ 
P(Lé7s) 1—P(Lo7s) 0.625 

车 有 限 样本 空间 5 中 , 每 一 个 试验 结果 是 等 可 能 的 , 那么 当 以 5 的 子 集 已 作 
为 条 件 时 , 所 有 F 中 的 结果 也 都 是 等 可 能 的 . 因此 在 计算 条 件 概 率 时 , 可 将 已 作 
为 样本 空间 , 用 压缩 了 的 样本 空间 通常 使 计算 变 得 简单 , 概念 也 容易 理解 .下面 几 
个 例子 就 说 明了 这 点 . 

例 2b 抛掷 一 枚 硬币 两 次 , 假定 样本 空间 5={(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)} 中 的 
四 个 样本 点 发 生 的 可 能 性 是 一 样 的 , 求 给 定 以 下 事件 后 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 的 条 
件 概率 : (a) 第 一 枚 正面 朝 上 . (b) 至 少 有 一 枚 正面 朝 上 . 

解 : 令 B={(H,H)} 表示 事件 “两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 ”; 令 F={(H,H),(H,T)} 
表示 事件 “第 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”; 令 4={(H,H),(H,T),(T),H)} 表示 事件 “至 少 有 
一 枚 硬币 正面 朝 上 ”. 那么 (a) 的 所 求 概率 为 

P(BF) P({(H,H))) 1/4 _ 
?DPI 7 PO,H), (HD ™ 4 


P(FIL.7s) = 


0.8 a 


对 于 (b), 有 
P(BA) PU(H, HD}) V4 
Pa = PA) = PO HD), (HT), (TD 3 一 
因此 , 已 知 第 一 枚 硬币 正面 朝 上 的 条 件 下 , 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 的 条 件 概率 为 112， 
而 已 知 至 少 一 枚 硬币 正面 朝 上 的 条 件 下 , 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 的 概率 为 1/3. 很 
多 学 生 对 后 者 感到 吃惊 , 他 们 认为 至 少 有 一 枚 正面 朝 上 这 个 事件 有 两 种 可 能 性 , 两 
枚 都 正面 朝 上 和 只 有 -- 枚 正面 朝 上 , 他 们 的 错误 是 把 这 两 种 情况 看 成 等 可 能 的 了 . 
事实 上 , “至少 一 面 朝 上 ”这 个 事件 包含 了 3 个 结果 : (H,H),(H,T),(T,H). 而 这 三 种 
结果 都 是 等 可 能 的 , 而 (HH) 只 是 其 中 一 个 结果 , 因此 其 条 件 概率 为 1/3 是 很 自然 
的 了 . [J 
例 2。 桥牌 游戏 里 , 52 张 牌 平均 发 给 东 、 西 、 南 、 北 四 家 . 如 果 南 和 北 一 共有 
8 张 黑 桃 , 问 : 东 有 剩 下 5 张 黑 桃 里 的 3 张 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 最 简单 的 方法 是 缩减 样本 空间 也 即 , 已 知 南北 26 张 牌 中 共有 8 张 黑 桃 , 


1/3 


56 第 3 章 条 件 概率 和 独立 性 


那么 还 剩 下 26 张 牌 , 其 中 正好 5 张 是 黑 桃 , 将 要 分 给 东西 两 家 . 由 于 每 种 分 法 都 是 
等 可 能 的 , 因此 , 东家 13 张 牌 中 正好 有 3 张 黑 桃 的 条 件 概 率 是 


(3) 0)/ sa) ~03%9 a 


例 2d 一 个 坛子 里 有 + 个 红 球 和 b 个 蓝 球 , 随机 地 从 中 无 放 回 地 依次 取出 n 
个 球 (n <r+ 中 已 知 其 中 上 个 是 蓝 球 , 问 第 一 个 球 是 蓝 球 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

解 : 如 果 我 们 设想 所 有 的 球 都 标 了 号 , 其 中 蓝 球 标 有 1 到 号 , 红 球 标 有 b+1 
到 b++ 号 . 那么 从 n 个 球 中 无 放 回 地 取 n 个 球 的 结果 就 对 应 一 个 分 量 各 不 相同 
的 向 量 z1,… ,zw, 其 中 任 一 zi 的 取 值 介 于 1 到 > + 之 间 . 假设 结果 为 任何 一 个 
向 量 的 可 能 性 是 一 样 的 因此 , 已 知 向 量 包含 个 蓝 球 (也 即 , 包含 了 1 到 6b 之 间 
的 个 值 ) 条 件 下 , 各 个 结果 都 是 等 可 能 的 , 在 选中 的 n 个 球 中 (其 中 个 球 为 蓝 
球 ), 由 于 任何 一 个 球 被 第 一 次 选中 的 可 能 性 都 是 一 样 的 . 因此 , 所 求 概率 为 km 

如 果 我 们 不 选择 缩减 样本 空间 , 可 以 这 样 解决 : 令 B 表示 “第 一 次 取 球 为 蓝 
球 ” 这 一 事件 , 而 Bk 为“n 个 球 中 含 人 个 蓝 球 ” 这 一 事件 , 那么 
P(BBA) _ P(B1lB)P(B) 
P(B:) P(Bx) 
现在 , P(BuB) 为 如 下 事件 概率 : 随机 从 装 有 r 个 红 球 ,5 - 1 个 蓝 球 的 坛子 里 随机 
抽取 -1 个 球 , 正好 有 一 1 个 蓝 球 .这样 

PeiB)= (RI)(n A/( 1) 

利用 上 述 结论 , 以 及 P(B) = -5 和 超 几 何 概率 P(Bs) = (外 ) (7 )/(" ， 
可 得 结果 P(B|Bk) = k/n. . 

在 (2.0) 式 两 边 同时 乘 以 P(F), 可 以 得 到 

P(EF) = P(F)P(EIF) (2.2) 

也 就 是 说 , 公式 (2.2) 说 明了 已 和 F 同时 发 生 的 概率 , 等 于 F 发 生 的 概率 乘 以 
发 生 的 条 件 下 发 生 的 条 件 概率 . 公式 (2.2) 在 计算 事件 的 交 的 概率 时 非常 有 用 . 

例 2e 为 选修 法 语 课 还 是 选修 化 学 课 这 件 事 , 苗 琳 狗 列 不 决 . 她 估计 如 果 选 修 
法 语 课 , 则 获得 “A” 等 成 绩 的 概率 为 112, 而 如 果 选 修 化 学 课 , 则 获得 “A” 等 成 绩 
的 概率 为 2/3. 如 果苗 琳 通 过 换 硬 币 来 作 决定 , 问 她 将 选修 化 学 课 , 并 获得 “A” 等 
成 绩 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 如 果 令 C 表示 “ 黄 琳 选修 化 学 课 ”， 而 4 表示 “她 获得 了 “A' 等 成 绩 ”, 
那么 所 求 概率 为 P(CA), 利用 公式 (2.2) 计算 如 下 : 


P(CA) = P(C)P(AIC) = 3 x 3 二 3 


例 2f 坛子 中 有 8 个 红 球 与 4 个 白 球 , 现在 顺序 地 无 放 回 地 从 坛子 中 取出 两 


P(BIB:)= 
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个 球 . (a) 假定 每 次 抽取 时 , 坛子 中 各 球 被 取 中 的 可 能 性 是 一 样 的 , 问 取出 的 两 个 球 
都 是 红 球 的 概率 是 多 大 ? (b) 假定 坛子 中 各 个 球 有 不 同 的 权 数 , 每 个 红 球 的 权 数 为 
mm 每 个 白 球 的 权 数 为 w， 坛 子 中 一 个 球 被 抽出 的 概率 等 于 这 个 球 的 权 数 与 当时 坛 
子 中 全 体 球 的 权 数 之 和 的 比值. 现在 问 顺序 抽出 的 两 个 球 都 是 红色 的 概率 有 多 大 ? 
解 : 令 及 和 es 分别 表示 第 一 次 与 第 二 次 取出 红 球 的 事件 . 若 取出 的 第 一 个 
球 是 红 球 , 那么 坛子 中 剩 下 7 个 红 球 4 个 白 球 , 因此 , P(Ro|R1) = 7/11. 由 于 P(Ri) 
显然 等 于 8/12, 所 求 概率 为 P(R1R2) = P(R1)P(R2|R1) = (2/3)(7/11) = 14/33. 当 
然 , 这 个 概率 也 可 由 公式 P(RiRa) = (2) / (12) 算出 . 
至 于 (b), 我 们 还 是 令 Ri 为 第 i 次 抽 得 红 球 这 一 事件 , 并 利用 公式 
P(RiR2) = P(R1)P(R2|R) 


进行 计算 . 现在 将 红 球 进行 标号 , 并 且 记 B; 为 “第 一 次 抽 得 红 球 i” 这 一 事件 , 这 样 


8 
py -7 (Us)- Pre - rr 
i=1 


再 者 , 当 第 一 次 抽 得 红 球 以 后 , 坛子 里 只 剩 下 7 个 红 球 和 4 个 白 球 . 与 前 面 的 论证 
相似 , 我 们 得 到 


P(R2/R1) = 
这 样 , 两 次 抽 得 红 球 的 概率 是 
P(R1R2) = 


Ps 
7r 十 4w 
8r Tr 
Br+dw 77 十 4 
公式 (2.2) 的 推广 有 时 也 称 为 乘法 规则 , 它 提供 了 任意 个 事件 交 的 概率 的 计算 
方法 . 
乘法 规则 
P(EiE2Es:.. En) = P(E)P(E2|E)P(Es|E E;) “P(En|El::. En_1) 
为 了 证 明 乘 法 规则 , 对 等 式 右边 利用 条 件 概率 的 定义 , 可 得 
P(E1E2) P(EiE2Es) . P(EiE2:.:En) 
PE) P(EE) P(EBiBE2:..En-i) 
例 2g 在 第 2 章 例 5m 的 “配对 问题 ”中 已 经 指出 , N 个 人 都 没有 拿 到 自己 
的 帽子 的 概率 Py 由 下 式 给 出 


P(Ei) 


= P(EiE2.… En) 


i 
Py = DW 
i=0 
现在 的 问题 是 : N 个 人 中 恰 有 上 个 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 是 多 少 ? 
解 : 现在 在 N 个 人 中 选 定 个人, 求 出 这 个 人 拿 到 自己 的 帽子 但 其 他 人 都 
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没有 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 . 记 巨 为 事件 “这 个 人 拿 到 自己 的 帽子 ”, G 为 事件 
“其 余 N 一 个 人 都 没有 拿 到 自己 的 帽子 ”. 利用 条 件 概率 的 定义 ， 
P(EG) = P(E)P(GIE) 
现在 记 玉 为 事件 “这 个 子 集 合 中 第 i 个 人 拿 到 自己 的 帽子 ”, i = 1,… ,k. 利用 乘 
法 规则 得 到 
P(E)= P(FiF2:.. F:) 

= P(RI)P(F2IF)P(FS IF F2):.. P(Fk|F1::: Fe-1) 

ee 1 1 (NN-Ak)! 

NN-1 N-2 N-k+1 NM 
已 知 这 个 人 拿 到 自己 的 帽子 的 条 件 下 , 其 余 N 一 k 个 人 就 随机 地 从 这 N -大 个 
帽子 中 选择 帽子 . 这样, 问题 就 转化 为 N 一 k 个 人 都 没有 拿 到 自己 的 帽子 的 计算 问 
题 . 因此 


N—k 
P(GIB) = Pr-k = > (-Di/il 
i=0 
这 样 , k 个 特定 的 人 拿 到 自己 的 帽子 , 而 其 余 的 人 没有 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 为 


P(EG) = 全 有 和 


而 “ 恰 有 个 人 拿 到 自己 的 帽子 ”的 事件 发 生 的 充 要 条 件 是 “其 中 某 k 个 人 拿 到 
自己 的 帽子 , 但 其 余 的 人 都 没有 拿 到 自己 的 帽子 ”的 发 生 . 这 样 


P( 恰 有 个 人 拿 到 自己 的 帽子 ) = ( ) P(G|E) = Pa/k! 


se-l/bl (N 很 大 时 ) 国 
现在 我 们 利用 乘法 规则 得 到 第 2 章 的 例 5h(b) 的 第 二 种 解法 . 
例 2h 一 副 52 张 牌 随机 地 分 成 4 堆 , 每 堆 13 张 . 计算 每 一 堆 正好 有 一 张 “A” 
的 概率 . 
解 : 定义 事件 ,i = 1,2,3,4 如 下 : 
已 = { 黑 桃 “A” 在 任何 一 堆 里 } 
肋 = { 黑 桃 “A” 和 红 桃 “A” 在 不 同 的 堆 里 } 
Es = { 黑 桃 “A”, 红 桃 “A” 和 方块 “A” 在 不 同 的 堆 里 } 
Es = {4 张 “A” 在 不 同 的 堆 里 } 
所 求 概率 为 P(E1E2E3B4), 利用 乘法 规则 ， 
P(EiE2EsaEs) = P(E1)P(E2|E)P(EslEi E2)P(E4|Ei EEs) 


由 于 忆 为 样本 空间 S, P( 瑟 ) = 1, 红 桃 “A” 可 以 在 黑 桃 “A” 这 一 堆 , 也 可 分 在 其 


Pn-k 
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余 3 堆 中 . 红 桃 “<A” 分 在 其 余 3 堆 的 可 能 性 为 P(E2|E1) = 39/51. 方块 “A” 可 以 分 
在 黑 桃 “A” 或 红 桃 “<A” 这 些 堆 里 , 也 可 分 在 其 余 的 两 堆 里 . 分 到 其 余 两 堆 的 可 能 性 
为 P(Es|B1E2) = 26/50. 梅花 “A” 可 以 分 在 黑 桃 “A”, 红 桃 “A” 或 方块 “A” 这 些 堆 
里 , 或 者 分 在 另外 一 堆 里 . 方块 “A” 在 另外 一 堆 的 概率 为 P(Es|EiE2Es) = 13/49. 
因此 , 我 们 可 以 得 到 所 求 的 每 堆 恰好 有 1 个 “A” 的 概率 为 
P(ElE2EsEs) = ~ 0.105 

也 即 , 大 概 有 10.5% 的 机 会 每 堆 牌 中 恰好 有 一 个 “A”( 习 题 13 将 利用 乘法 规则 给 
出 另 一 种 解法 ). 中 

注释 P(EIF) 的 定义 与 概率 的 频率 解释 是 一 致 的 . 假设 我 们 进行 了 n 次 独立 
重复 试验 (n 相当 大 ). 若 我 们 只 考虑 事件 F 发 生 的 那些 试验 , 此 时 P(EIF) 近似 地 
等 于 事件 EE 发 生 的 相对 频率 . 由 于 概率 P(F) 是 事件 下 发 生 的 频率 的 极限 , 在 m 
次 独立 重复 试验 中 , 事件 下 会 近似 地 发 生 mnP(P) 次 . 类 似 地 , 事件 BF 会 近似 地 
发 生 nP(EF) 次 . 这 样 , 在 下 发 生 的 近 nP(F) 次 试验 中 , 事件 已 也 发 生 的 相对 频 
率 近 似 地 等 于 nP(EF)/nP(F) = P(EF)/P(F). 当 n 越 来 越 大 时 , 其 相对 频率 趋 
于 P(EF)/P(F). 这 个 值 也 就 是 P(EIF) 的 频率 定义 . 因此 , 从 概率 的 频率 解释 来 
看 (2.1) 式 关于 条 件 概率 的 定义 也 是 合理 的 . 
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令 BE 和 下 都 表示 事件 . 可 以 
将 一 表示 为 已 = EF U EF 这 样 ， 
妃 里 的 结果 ， 要 么 同时 属于 已 和 
下, 要 么 只 属于 妃 但 不 属于 F( 见 图 


3.1). 显然 , BF 和 EF* 是 互 不 相 容 图 31 已 = BFUEF°.EF = 深 灰 
的 , 因此 , 根据 公理 3 可 得 色 区 域 ; 忆 F* = 浅 灰 色 区 域 


P(E) = P(EF)+ P(EF°) 
= P(EIF)P(F) + P(EIF°)P(F°) (3.1) 
= P(EIF)P(F)+ P(EIF®)[1 — P(F)] 


公式 (3.1) 说 明了 事件 发 生 的 概率 , 等 于 在 下 发 生 的 条 件 下 忆 的 条 件 概率 
与 在 FF 不 发 生 的 条 件 下 已 发 生 的 条 件 概 率 的 加 权 平均 , 其 中 加 在 每 个 条 件 概率 上 
的 权重 就 是 作为 条 件 的 事件 发 生 的 概率 . 这 是 一 个 非常 有 用 的 公式 , 它 使 得 我 们 能 
够 通过 以 第 二 个 事件 发 生 与 否 作为 条 件 来 计算 第 一 个 事件 的 概率 . 也 即 , 在 许多 问 
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题 中 , 直接 计算 某 个 事件 的 概率 是 非常 困难 的 , 但 是 一 旦 知道 第 二 个 事件 发 生 与 否 ， 
就 容易 计算 了 . 我 们 接 下 来 用 一 些 例子 阐述 这 点 . 

例 3a( 第 1 部 分 ) 保险 公司 认为 人 可 以 分 为 两 类 , 一 类 为 容易 出 事故 者 , 另 一 
类 则 为 安全 者 . 他 们 的 统计 表明 , 一 个 易 出 事故 者 在 一 年 内 发 生 事故 的 概率 为 0.4， 
而 安全 者 , 这 个 概率 则 减少 为 0.2, 车 假定 第 一 类 人 占 人 口 的 比例 为 30%, 现 有 一 个 
新 的 投保 人 来 投保 , 问 该 人 在 购买 保单 后 一 年 内 将 出 事故 的 概率 有 多 大 ? 

解 : 以 这 个 投保 客户 是 不 是 易 出 事故 的 人 作为 条 件 , 我 们 将 得 到 所 求 概率 . 记 
41 表示 “投保 客户 一 年 内 将 出 事故 ”这 一 事件 , 而 以 4 表示 “投保 人 为 容易 出 事 
故 者 ”这 一 事件 , 则 所 求 概率 P(A1) 为 


P(A1) = P(A1|A)P(A) + P(A1|A®)P(A®) = 0.4 x 0.3+0.2 x 0.7 = 0.26 a 


例 3a( 第 2 部 分 ) 假设 一 个 新 的 投保 人 在 购买 保单 后 一 年 内 出 了 事故 , 问 他 
是 容易 发 生 事故 者 的 概率 是 多 大 ? 

解 ， 所 求 概率 为 P(4|41), 可 从 下 式 计算 得 到 ; 
P(AA1) _ P(A)P(A1IA) 0.3x0.4 


PUA) ~ PC) 一 0260 一 6/13 


例 3b 考虑 一 副 52 张 扑克 牌 的 如 下 玩法 : 将 洗 好 的 一 副 牌 都 扣 住 , 一 次 翻 开 
一 张 .玩家 只 有 一 次 机 会 可 以 猜 接 下 来 翻 开 的 一 张 是 否 是 黑 桃 “A”, 如 果 是 , 那么 
玩家 获胜 ; 如 果 不 是 , 那么 玩家 输 . 另外 , 如 果 一 直到 剩 下 一 张 还 没有 翻 开 , 而 此 前 
没有 出 现 过 黑 桃 “A”, 且 玩 家 也 没有 猜 过 , 那么 玩家 也 获胜 . 较 好 的 策略 ? 较 差 的 
策略 ? 

解 ， 其 答案 是 ; 任何 一 种 策略 , 获胜 的 概率 都 是 1/52. 为 了 说 明 这 点 , 我 们 将 
用 归纳 的 方法 证 明 这 个 结论 : 对 于 n 张 牌 , 其 中 有 一 张 牌 为 黑 桃 “A”, 那么 不 管 
采取 何 种 策略 , 获胜 的 概率 都 是 1/n， 这 点 显然 对 n = 1 是 正确 的 假设 对 n 一 1 
张 牌 , 该 结论 也 成 立 . 现在 考虑 n 张 牌 , 对 于 任 一 给 定 策略 , 令 p 表示 按 该 策略 第 
一 次 就 猜 牌 的 概率 . 如 果 第 一 次 就 猜 牌 , 那么 获胜 的 概率 为 1/n. 另 一 方面 , 如果 按 
策略 第 一 次 不 狂 牌 , 那么 获胜 的 概率 就 是 第 一 张 牌 不 是 黑 桃 “A” 的 概率 (n 一 1)/m， 
乘 以 在 第 一 张 牌 不 是 黑 桃 “A” 的 条 件 下 , 获胜 的 条 件 概率 . 而 此 条 件 概率 就 等 于 合 
一 张 黑 桃 “A” 的 n 1 张 牌 的 玩 牌 游戏 中 获胜 的 概率 , 利用 归纳 假设 , 该 条 件 概率 
为 1/(n 一, 因此 , 按 策略 第 一 次 不 猜 牌 的 条 件 下 , 获胜 的 概率 为 二 + = 二. 
因此 , 令 G 表示 “第 一 次 就 猜 牌 ”这 一 事件 , 我 们 可 得 


P{ 获 胜 } = P{ 获 胜 |G}P(G) + P{ 获 胜 |G*}(1 - P(G)) = ip 十 2 一 D) = 国 


例 3c 在 回答 一 道 多 项 选择 题 时 , 学 生 可 能 知道 正确 答案 , 否则 就 猜 一 个 . 令 
2 表示 他 知道 正确 答案 的 概率 , 则 1 - p 表示 猜 的 概率 . 假定 学 生 猜 中 正确 答案 的 


P(AIA1) = 
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概率 为 1/m, 此 处 m 就 是 多 项 选择 题 的 可 选择 答案 数 . 求 在 已 知 他 回答 正确 的 条 
件 下 , 该 学 生 知道 正确 答案 的 概率 ? 


解 : 令 C 和 K 分 别 表示 事件 “该 学 生 回答 正确 ”和 “该 学 生 知道 正确 答案 ”. 
这 样 


P(KC) _ P(CIK)P(K 
RECS PO ™ P(CIK)P(K)+ PI 
= pF 如 一 rs 
比如 , m = 5,p = 1/2, 那么 在 已 知 该 学 生 回答 正确 的 条 件 下 ， de 
的 条 件 概率 为 5/6. 
例 3d 一 项 血液 化 验 有 95% 的 把 握 将 患 有 某 种 疾病 的 患者 诊断 出 来 ， 和 
这 项 化 验 用 于 健康 人 也 会 有 1% 的 “ 伪 阳 性 ”结果 (也 即 , 如 果 一 个 健康 人 接受 这 
项 化 验 , 则 化 验 结果 误诊 此 人 患 该 疾病 的 概率 为 0.01)， 如 果 该 疾病 的 患者 事实 上 
仅 占 人 口 的 0.5%, 若 某 人 化 验 结果 为 阳性 , 问 此 人 确实 患 该 疾病 的 概率 为 多 大 ? 
解 : 以 D 表示 “接受 化 验 的 这 个 人 患 该 疾病 ” 这 一 事件 , 已 表示 “其 化 验 结果 
为 阳性 ”这 一 事件 , 所 求 概率 P(DIE) 为 
P(DE) P(EID)P(D) 
P(E) ~ P(EID)P(D) + P(EID®)P(D:®) 
0.95 x 0.005 95 
一 565X0005 二 001X0995 一 294 ~ 0323 
因此 , 在 验 血 结果 为 阳性 的 人 当中 , 真正 患 该 病 只 有 32%. 对 于 这 一 结果 , 许多 学 生 
感到 非常 吃惊 (因为 验 血 似乎 是 个 好 办 法 , 他 们 总 认为 这 个 数值 应 该 高 得 多 ), 因此 ， 
有 必要 给 出 第 二 个 解法 . 与 前 一 个 解法 比较 , 第 二 个 解法 尽管 不 严格 , 但 却 更 直观 . 
由 于 事实 上 患 该 疾病 的 人 占 的 人 口 比例 为 0.5%, 平均 地 算 , 接受 化 验 的 每 200 
个 人 中 应 有 1 个 患者 , 而 这 项 化 验 只 能 保证 疾病 的 患者 被 诊断 为 患 病 的 概率 为 0.95， 
因此 , 平均 地 说 , 每 200 个 接受 化 验 者 能 保证 有 0.95 个 人 被 诊断 出 , 并 且 此 人 真 的 
患 病 . 但 另 一 方面 (平均 地 说 ), 在 其 余 199 个 健康 人 中 , 这 项 化 验 会 错误 地 诊断 出 
199 x 0.01 个 人 患 该 病 , 因此 , 每 当 诊断 出 0.95 个 病人 时 (平均 地 说 ) 总 有 199 x 0.01 
个 健康 人 误诊 为 患 病 . 于 是 , 当 验 血 结果 确定 某 人 患 该 病 时 , 正确 诊断 所 占 比 例 为 


0.95 95 
一 一 一 一 一 一 一 多 0.32: 到 
0.95 十 199 x 0.01 294 O323 


公式 (3.1) 就 是 著名 的 全 概 公式 . 利用 它 还 可 以 导出 著名 的 贝 叶 斯 公式 (或 逆 
概 公式 ), 根据 附加 信息 , 可 对 某 事 件 的 概率 进行 修正 . 下 面 的 例子 就 是 贝 叶 斯 公式 
的 应 用 . 

例 3e 假设 某 药剂 师 考虑 如 下 诊断 方案 : 如 果 我 有 80% 的 可 能 确定 病人 确实 
有 此 病 , 那么 我 会 建议 手术 ; 而 如 果 我 并 不 确定 , 那么 我 会 推荐 做 进一步 的 检查 , 该 


P(DIE)= 
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检查 是 昂贵 的 , 有 时 也 是 痛苦 的 . 现在 , 开始 我 仅仅 有 60% 的 把 握 认为 琼斯 囊 有 此 
病 , 因此 我 推荐 做 了 A 项 检查 , 该 检查 对 于 确 有 此 病 的 患者 给 出 阳性 结果 , 而 对 健 
康 人 却 不 会 给 出 阳性 结果 . 经 检查 琼斯 的 结果 是 阳性 后 , 正当 我 建议 手术 时 , 琼斯 
给 了 我 另 一 个 信息 , 他 患 有 糖尿 病 . 这 个 信息 带 来 麻烦 . 尽管 它 并 不 影响 我 一 开始 
认为 他 患 有 此 病 的 60% 的 把 握 , 但 是 却 影响 了 检查 项 目 A 的 效果 . 因为 虽然 该 检 
查 项 目 对 健康 人 不 给 出 阳性 , 但 是 对 于 患 有 糖尿 病 却 不 患 有 这 种 疾病 的 人 来 说 , 有 
30% 的 可 能 给 出 阳性 结果 . 那么 我 现在 该 如 何 做 ? 是 做 进一步 检查 , 还 是 立即 手术 ? 

解 : 为 了 决定 是 否 建议 手术 , 医生 首先 要 计算 在 检查 项 目 A 为 阳性 结果 的 情 
况 下 , 琼斯 串 该 病 的 概率 . 令 D 表示 “琼斯 患 此 病 ” 这 一 事件 , 已 表示 “项 目 A 为 
阳性 结果 ”这 一 事件 , 那么 所 求 条 件 概率 P(DIE) 为 
P(DE) _ P(EID)P(D) 0.6x1 
P(E) P(EID)P(D) + P(EID°)P(D*) 1x0.6 十 0.3x0.4 
注意 到 我 们 以 琼斯 是 否 患 有 此 病 为 条 件 计算 了 项 目 A 为 阳性 结果 的 概率 , 并 且 利 
用 了 如 下 事实 : 因为 琼斯 患 有 糖尿 病 , 已 知 其 不 患 上 述 疾病 的 条 件 下 项 目 A 为 阳 
性 结果 的 条 件 概率 P(E|D°) 等 于 0.3, 因此 , 医生 现在 能 80% 的 把 握 确定 琼斯 患 有 
此 病 , 所 以 应 该 建议 手术 . 四 

例 3f 在 某 刑事 调查 过 程 中 , 调查 员 有 60% 的 把 握 认为 嫌疑 人 确 犯 有 此 罪 . 候 
定 现在 得 到 了 一 份 新 的 证 据 , 表明 罪犯 有 某 个 身体 特征 ( 左 撤 子 , 光头 或 者 棕色 头 
发 等 ), 如 果 有 20% 的 人 有 这 种 特征 , 那么 在 嫌疑 犯 具 有 这 种 特征 的 条 件 下 , 检查 官 
认为 他 确 犯 此 罪 的 把 握 为 多 大 ? 

解 : 令 G 表示 “嫌疑 犯 的 确 犯 此 罪 ” 这 一 事件 , 而 C 表示 “他 具有 罪犯 的 该 身 
体 特征 ”, 那么 我 们 有 


P(DIE)= 


~ 0.833 


-PGO) _ P(CIG)P(G) _ 1x0.6 
P(GIC) = PO) = FOIG) PO) + POOIGI PG) 1x06+02 X04 SS2 
其 中 我 们 假定 了 嫌疑 犯 事实 上 没 犯罪 却 有 该 身体 特征 的 概率 为 0.2， ar 
个 特征 的 人 口 的 比例 . 


例 3g 1965 年 5 月 , 在 布 宜 诺 斯 艾 利 斯 举行 的 世界 桥牌 锦标 赛 上 , 英国 一 对 
著名 的 桥牌 手 T. 里 斯 和 B. 夏 皮 罗 被 指控 作弊 , 说 是 他 们 用 手指 作 暗号 暗示 他 们 
红心 的 张 数 . 里 斯 和 夏 皮 罗 都 否认 这 项 指控 . 事后 , 英国 桥牌 协会 举行 了 一 个 听证 
会 . 听证 会 以 法 律 的 程序 进行 , 既 包含 控 方 , 也 包含 辩 方 . 双方 都 有 目击 证 人 . 在 接 
下 来 的 调查 过 程 中 , 控 方 检查 了 里 斯 和 夏 皮 罗 打 的 几 手 牌 , 并 声称 他 们 的 打 法 与 用 
作 兽 已 知 了 红心 的 张 数 的 打 法 是 吻合 的 . 针对 这 个 观点 , 辩 方 律师 指出 , 他 们 的 打 
法 同样 也 同 标准 打 法 一 致 . 然而 , 控 方 指出 , 既然 他 们 的 打 法 与 其 作 吏 的 候 设 是 一 
致 的 , 那么 就 应 该 是 支持 这 种 假设 . 你 如 何 理解 控 方 的 理由 ? 

解 : 此 问题 基本 上 是 新 的 证 据 (在 此 例 中 , 牌 的 打 法 ) 是 如 何 影响 某 个 特定 假 
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设 成 立 的 概率 的 问题 . 现在 , 令 互 表示 “ 某 个 特定 假设 (里 斯 和 夏 皮 罗 确 实 作弊 ) ”， 
而 已 表示 “新 的 证 据 ”, 那么 
P(HE, P(EIH)P(H 

Pum = HE = a PP 
其 中 P(H) 为 在 新 证 据 展示 之 前 我 们 对 假设 成 立 的 可 能 性 的 估 值 . 新 证 据 支 持 假设 
成 立 , 如 果 它 使 得 假设 成 立 的 可 能 性 增 大 , 也 即 P(HIE) > P(H). 利用 公式 (3.2)， 
此 式 等 价 于 P(EIH) > P(E|H)P(H)+ P(EIH°)[1 一 P(H)], 或 者 等 价 于 P(EIH) > 
P(EIH°). 也 就 是 说 , 任何 新 的 证 据 被 认为 是 支持 假设 成 立 的 , 除非 当 假 设 成 立时 ， 
该 证 据 发 生 的 概率 大 于 假设 不 成 立时 发 生 的 概率 . 事实 上 , 已 知 新 的 证 据 发 生 的 条 
件 下 , 假设 成 立 的 新 概率 和 初始 概率 的 关系 可 从 下 式 看 出 : 
P(H) 


P(H)+[1— P(H)] 


PHI 可 = FE 


P(EIH) 

因此 , 在 所 考虑 的 问题 中 , 牌 手 的 打 法 可 以 认为 是 支持 假设 成 立 的 , 除非 在 他 们 作 
浆 的 条 件 下 这 种 打 法 的 可 能 性 大 于 他 们 不 作弊 的 条 件 下 这 种 打 法 的 可 能 性 ， 而 
控 方 并 没有 作 此 声明 .因此 , 他 们 关于 新 证 据 是 支持 作 丈 的 假设 的 这 一 断言 是 无 


效 的 . mn 

在 一 咖啡 店 喝 冰 茶 时 , 我 要 了 一 杯 水 和 同样 杯子 的 一 杯 茶 . 喝 茶 时 , 我 不 断 地 
向 茶杯 里 续 水 . 假设 水 和 茶 充分 混合 , 那么 关于 我 的 最 后 一 口 是 茶 的 概率 问题 引出 
了 以 下 问题 中 的 (a), 并 且 给 出 了 有 趣 的 答案 . 

例 3h 坛子 1 里 面 最 初 有 n 个 红色 分 子 , 坛子 2 里 面 有 n 个 蓝 色 分 子 , 按照 
以 下 方式 进行 操作 : 从 坛子 1 里 随机 移 走 一 个 分 子 , 然后 , 从 坛子 2 里 取 一 个 分 子 
(如 果 里 面 还 有 分 子 的 话 ) 放 进 坛子 1 里 . 一 直 进行 这 样 的 操作 , 直到 坛子 1 和 坛子 
2 中 所 有 的 分 子 都 被 移 走 (一 共 从 坛子 1 移 了 2n 次 , 但 是 从 坛子 2 一 共 移 走 了 m 
个 蓝 分 子 .). 

(a) 求 P(R), 其 中 RR 表示 事件 “从 坛子 1 最 后 一 个 移 走 的 分 子 是 红色 的 ”. 

(b) 如 果 坛 子 1 里 最 初 有 ri 个 红 分 子 , bi 个 蓝 分 子 , 而 坛子 2 里 有 ra 个 红 分 
子 , ba 个 蓝 分 子 , 重 求 上 述 概率 . 

解 : (a) 将 注意 力 放 在 某 个 特殊 的 红 分 子 上 , 令 FF 表示 “该 特殊 的 红 分 子 是 最 
后 一 个 被 移 走 的 ”. 车 下 发 生 , 那么 在 坛子 1 中 移 走 了 n 个 分 子 以 后 (相应 坛子 2 
中 的 nn 个 蓝 色 分 子 也 已 经 被 移 走 了 ), 这 个 分 子 仍然 在 坛子 1 中 . 令 Ni 表示 “该 分 
子 不 是 第 i 次 被 移 走 的 分 子 ”, 显然 有 


P(F) = P(Ni:…: NnF)= P(Ni)P(Nz|Ni)…P(Nn|N Nn-1)P(FINi:: Nn) 


-9 


其 中 P(FINi,… , Nn) 表示 坛子 1 中 共有 n 个 分 子 (包括 那个 特殊 的 红色 分 子 )， 


64 第 3 章 条 件 概率 和 独立 性 


一 个 一 个 取出 时 , 那个 特殊 分 子 在 最 后 取出 , 显然 它 等 于 1/n. 
因此 , 如 果 我 们 给 n 个 红 分 子 标号 , 令 R; 表示 红 分 子 j 最 后 被 移 走 , 那么 通 
过 上 面 的 分 析 可 得 


Po 


n 
因为 事件 R; 互 不 相 容 , 我 们 可 得 
P(R)=P(DR) = DP(R)= (1- 2 er1 
j=1 j=1 
(b) 现在 假设 坛子 i 里 最 初 有 ri 个 红 分 子 和 b; 个 蓝 分 子 (i = 1,2). 为 了 计算 


最 后 移 走 的 分 子 是 红 分 子 的 概率 P(R), 将 注意 力 集中 在 坛子 1 里 最 初 的 某 个 特殊 
的 分 子 (这 个 特殊 的 分 子 可 以 是 红 的 , 也 可 以 是 蓝 的 ). 类 似 (a) 可 得 该 分 子 在 最 后 


被 移 走 的 概率 为 
p= (1= 二 fH) 4 
上 式 中 , 因子 (1 二)”” 表示 当 第 二 个 坛子 被 取 空 以 后 , 那个 特殊 的 分 子 


仍然 在 第 一 个 坛子 内 的 概率 , 而 1/(r1 + b) 为 在 前 面 那个 事件 发 生 的 条 件 下 , 继续 
从 坛子 1 内 一 个 一 个 地 取 分 子 , 而 那个 特殊 的 分 子 被 最 后 取出 的 概率 . 现在 记 O 为 
“最 后 移 走 的 分 子 是 在 坛子 1 中 的 分 子 ”, 则 

v 


P(O)= (ni +h)p= (1- 4 
为 计算 P(), 我 们 以 O 是 否 发 生 为 条 件 , 得 到 
P(R) = P(RIO)P(O) + P(RIO®)P(O°) 


7 . ratbz Tr 1 2 十 ba 
Sr +aml- (A) ] 
如 果 ni 十 bi = ma 十 bo =n, 这 样 两 个 坛子 里 最 初 都 有 n 个 分 子 , 当 n 充分 大 时 ， 
F(R 二 Cr 二 ba 
当 发 现 新 的 证 据 时 , 假设 成 立 的 概率 之 变化 可 以 表示 为 假设 的 “优势 "之 变化 ， 
其 中 优势 的 概念 定义 如 下 . 
定义 事件 4 的 优势 定义 为 
P(A4) _ _P(4) 
P(A°) 1- P(4) 
即 事件 4 的 优势 告诉 我 们 该 事件 发 生 的 可 能 性 是 不 发 生 的 可 能 性 的 倍数 ， 
举例 来 说 , 如 果 P(4) = 2/3, 那么 P(4) = 2P(4°), 因此 , 事件 A 的 优势 等 
于 2. 如 果 某 事件 的 优势 等 于 a, 那么 通常 称 支持 假设 成 立 的 优势 为 “a 比 
1” 也 是 同样 的 意思 . 


(1—e-!) mn 
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现在 考虑 假设 五 以 概率 已 (五 ) 成 立 , 如 果 我 们 发 现 了 新 的 证 据 E, 那么 巨 成 

立 的 条 件 下 , 五 成 立 和 五 不 成 立 的 条 件 概率 分 别 为 
P(EIH)P(H 

P(HIE) = REIDPH) EE ) 
因此 , 引进 证 据 E 后 , 假设 五 的 优势 为 
P(HIE)  P(H) P(EIH) 
P(H°|IE) P(H°) P(EIH®) 
即 五 的 新 的 优势 值 等 于 它 原来 的 优势 值 乘 以 新 的 证 据 在 态 和 He 之 下 的 条 件 概 
率 比 值 . 这 个 结论 也 验证 了 例 3f 的 结论 . 如 果 , 互 的 条 件 下 新 的 证 据 的 条 件 概率 大 
于 H° 的 条 件 下 的 条 件 概率 时 , 互 的 优势 值 是 递增 的 . 反之 , 为 递减 的 . 此 处 我 们 
将 随机 事件 互 称 为 “假设 ”, 这 是 借用 了 犯罪 学 中 的 术语 . 我 们 称 犯罪 嫌疑 人 “有 
罪 ” 为 假设 , 而 不 称 事件 . 

例 3i 坛子 中 有 硬币 A 和 硬币 B 各 一 枚 . 当 抛 丘 硬 币 A 时 , 其 正面 朝 上 的 概 
率 为 1/4, 而 抛 失 硬币 B 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 3/4. 假设 从 坛子 中 随机 挑选 一 枚 
硬币 进行 抛掷 . 如 果 已 知 抛掷 的 结果 是 正面 朝 上 , 那么 选中 的 是 硬币 A 的 概率 是 多 
大 ? 

解 : 记 4 为 事件 “ 抛 丘 的 硬币 为 A”, B = 4* 表示 “抛掷 的 硬币 为 B”. 我 们 
需要 计算 P(4| 正 面向 上 ). 利用 公式 (3.3) 得 到 

P(4| 正 面向 上 ) ” P(4) P( 正 面向 上 | 4) 
P(BI 正 面向 上 ) ”P(B) P( 正 面向 上 | B) 
-2/3.1/4 213 
1/3 314 
即 在 正面 向 上 的 条 件 下 , 硬币 4 的 优势 为 2/3:1, 或 , 抛 丘 硬 币 4 的 (条 件 ) 概率 为 
2/5. 加 
公式 (3.1) 可 以 推广 如 下 : 假设 三 , Fy,… , Fi 为 互 不 相 容 事件 , 满足 UU?_1 Fi = 
5, 也 就 是 说 , , F2,… , Fs 中 必 有 且 仅 有 一 个 事件 发 生 . 将 已 写成 召 = Ui ER 
然后 利用 事实 : EF,i= 1,…,n 为 互 不 相 容 事件 ， 我 们 可 得 


P(E)= 这 P(EF) = P(EIFi)P(F:) (3.4) 


Pr 加 -2 


(3.3) 


公式 (3.4) 表明 , 对 于 给 定 的 一 组 完备 的 事件 记 , Fy,… , Fn, 即 及,… ,Fn 为 
互 不 相 容 的 事件 , 并 且 UF = 5(S 为 必然 事件 ). 我 们 可 以 通过 P( 忆 | 瓦 ) 来 计算 
P(E). 即 公式 (3.4) 叙述 了 P(E) 等 于 P(EIF;) 的 加 权 平均 , 每 项 的 权 为 事件 Fi 发 
生 的 概率 . 

例 3j 在 第 2 章 例 5 中 , 讨论 了 一 事件 的 概率 计算 问题 . 设 将 一 副 扑 克 牌 一 
张 一 张 地 往外 翻 , 在 翻 出 第 一 张 A 之 后 接着 再 翻 出 某 一 种 牌 的 概率 的 计算 . 我 们 利 
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用 组 合 方法 指出 这 个 概率 等 于 1/52. 现在 利用 条 件 概率 的 方法 进行 计算 . 令 忆 为 
事件 “ 翻 出 第 一 张 A 后 又 接着 翻 出 某 一 牌 (例如 z)”. 将 牌 z 去 掉 , 记 0 为 剩 下 
的 51 张 牌 的 随机 次 序 , 我 们 有 

P(E) = 5 P(EIO)P(O) 


O 

对 于 给 定 的 0, 对 应 于 52 个 整 副 牌 的 次 序 , 它们 相应 于 把 z 插入 由 O 所 形成 的 52 
个 位 置 . 显然 这 52 个 位 置 是 完全 等 概率 的 , 而 事件 EB 只 相应 于 zx 插 在 第 一 张 A 后 
面 的 位 置 , 这 样 P(E|O) = 1/52. 这 说 明 P(E) = 1/52. 图 

现在 假定 , ,… F 是 一 组 互 不 相 容 的 事件 , 并 且 它们 的 和 事件 为 必然 事件 
( 称 为 完备 事件 组 ). 

现在 假设 马 发 生 了 (新 的 证 据 ), 我 们 想 要 计算 万 发 生 的 概率 , 利用 公式 (3.4)， 
我 们 有 如 下 命题 . 


命题 3.1 
P(EF) _ _P(EIF)P(E,) 


PO) Sp(glr)P(F) 


记 1 


P(FjlE)= (3.5) 


公式 (3.5) 称 为 贝 叶 斯 公式 , 最 早 由 英国 哲学 家 托马斯 . 贝 叶 斯 提出 . 如 果 我 
们 把 事件 互 设想 为 关于 某 件 事件 的 各 个 可 能 的 “假设 条 件 ”, 那么 , 贝 叶 斯 公式 可 
以 这 样 理解 : 它 告诉 我 们 , 在 试验 之 前 对 这 些 假设 条 件 所 作 的 判断 [ 即 P( 感 )}, 可 以 
根据 试验 的 结果 来 进行 修正 . 

例 3k 一 架 飞机 失踪 了 , 推测 它 等 可 能 地 坠落 在 3 个 区 域 . 令 1 - 表示 飞 
机 坠落 在 第 ; 个 区 域 时 被 发 现 的 概率 (6; 称 为 疏忽 概率 , 它 决定 于 该 区 域 的 地 理 和 
环境 条 件 ). 已 知 对 区 域 1 的 搜索 没有 发 现 飞机 , 求 在 此 条 件 下 , 飞机 坠落 在 第 i 个 
区 域 (i = 1,2,3) 的 条 件 概率 . 

解 : 令 及,i = 1,2,3 表示 “飞机 坠落 在 第 ;个 区 域 ” 这 一 事件 , 令 已 表示 “对 
第 1 个 区 域 的 搜索 没有 发 现 飞 机 ”这 一 事件 , 利用 贝 叶 斯 公式 可 得 


于 
P(BERI) P(EIRi)P(R!) Bi x 3， a 
Ee vil I I J, 
涪 DPEIR)P(R) MY*3tlYstl*s 1 
i=1 
对 于 j=2,3, 有 
1 
1x= 
PRilE) = LER) EY) = 3 


P(E) i ll B+2 
3 
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值得 指出 的 是 , 当 搜索 了 第 1 个 区 域 没 有 发 现 飞 机 时 , 飞机 畦 沙 在 第 10 #1) 
的 概率 会 增 大 , 而 坠落 在 第 1 个 区 域 的 概率 会 减 小 ， 这 是 一 个 常识 问题 : 因为 既 
然 在 第 1 个 区 域 没 有 发 现 飞机 , 当然 飞机 坠落 在 该 区 域 的 概率 会 减少 , 而 坠落 在 
其 他 区 域 的 概率 会 增 大 . 而 且 飞 机 坠落 在 第 1 个 区 域 的 条 件 概率 是 朴 忽 概率 PB1 
的 递增 函数 ， 当 6, 增加 时 , 增 大 了 飞机 坠落 在 第 1 个 区 域 的 条 件 概率 . 类 似 地 ， 
P(Rj|E),j 关 1 是 Bi 的 递减 函数 . mn 

下 一 个 例子 经 常 被 学 过 概率 而 又 不 讲 道德 的 学 生 们 用 来 从 他 们 概率 知识 较 少 
的 朋友 那里 赢 钱 . 

例 31 假设 有 3 张 形状 完全 相同 但 所 涂 颜 色 不 同 的 卡片 , 第 一 张 两 面 全 是 红 
色 , 第 二 张 两 面 全 是 黑色 , 而 第 三 张 是 一 面 红 一 面 黑 . 将 这 3 张 卡片 放 在 帽子 里 混 
合 后 , 随机 地 取出 1 张 放 在 地 上 , 如 果 取 出 的 卡片 朝 上 的 一 面 是 红色 的 , 那么 另 一 
面 为 黑色 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 令 RR,BB, RB 分 别 表示 取出 的 卡片 是 “两 面 红 ”、“ 两 面 黑 ” 以 及 “一 面 
红 一 面 黑 ” 这 三 个 事件 . 再 令 RR 表示 取出 的 卡片 “ 朝 上 一 面 是 红色 ”这 一 事件 . 我 
们 可 如 下 得 到 所 求 概率 : 


P(RBIR) = LEB ND Ws 区 


P(RIRB)P(RB) 
P(RIRR)P(RA) + P(RIRB)P(RB) + P(RIBB)P(BB) 


7 
2*3 ee 
1x3+3x3+0x3 3 
因此 , 反面 是 黑色 的 概率 为 1/3. 但 是 有 些 学 生 猜 另 一 面 是 黑色 的 概率 为 1/2. 他 
们 的 错误 在 于 认为 这 张 牌 有 两 种 可 能 , 两 面 全 红 , 或 者 一 面 红 一 面 黑 , 这 两 种 可 能 
性 是 一 样 的 . 事实 上 , 你 可 以 把 三 张 牌 的 6 个 面 记 为 (Ri, Ra), (Bi1, B2), (Ra, Ba), 其 
中 (Ri, R2) 表示 全 红 的 那 张 牌 的 两 个 面 , (Bi, Bo) 表示 两 面 均 为 黑色 的 那 张 牌 的 两 
个 面 , (Rs, Bs) 表示 一 红 一 黑 的 那 张 牌 的 两 个 面 . 即 6 个 面 是 以 相等 的 概率 出 现 的 . 
只 有 Rs 出 现时 , 背面 是 黑色 的 . 而 Ri, R 出 现时 , 背面 均 为 红色 的 . 因此 ， te 
为 红色 时 , 背面 为 黑色 的 概率 为 1/3 而 不 是 1/2. 
例 3m 镇 上 新 搬 来 一 对 夫妇 , 已 知 他 们 有 两 个 孩子 . 候 设 半天 过 到 计生 
着 一 个 女儿 在 散步 , 问 她 的 两 个 孩子 都 是 女儿 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 首先 , 定义 如 下 事件 . 
Gi: 第 一 个 (也 即 最 大 的 ) 孩子 为 女孩 ; 
G2: 第 二 个 孩子 为 女孩 ; 
G: 被 看 到 中 母亲 一 起 散步 的 为 女孩 . 
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而 且 令 Bi, Bz, B 表示 类 似 上 述 的 事件 , 其 中 “女孩 ” 蔡 换 为 “男孩 ” 这 样 , 所 
求 概率 P(G1G2|G) 可 以 表示 如 下 : 
P(G1G2G) _ P(G1G;) 


P(G1G2|G) = PG 有 P(G) 


而 且 ， 
P(G) =P(G|IG1G2)P(G1G2) + P(G|G1B2)P(G1B;) 
+ P(GIB1G2)P(B1G2) + P(G|B1B2)P(B1B,) 
=P(G1G2) + P(GIG1B2)P(G1B2) + P(G|B1G2)P(B1G») 
其 中 最 后 一 个 等 式 用 到 了 结论 P(GIG1G2) = 1 以 及 P(G|B1B2) = 0. 如 果 我 们 通 
常 地 假设 4 种 可 能 结果 G1, Gz, B1, B2 都 是 等 可 能 的 , 那么 我 们 有 
1/4 1 
P(G1G2|0) = TJ4 4 P(OIGB2)/4 + PIGIBIG)/4 ~ 1+ PIGIG1 Ba) + PIGIBG2) 
因此 , 答案 依赖 于 已 知事 件 G1B2 条 件 下 , 碰 到 母亲 带 着 女孩 的 条 件 概率 , 以 及 已 
知事 件 G2B1 条 件 下 , 碰 到 和 母亲 带 着 男孩 的 条 件 概率 . 举例 来 说 , 我 们 假定 母亲 
对 于 性 别 没有 倾向 , 母亲 带 着 大 孩子 一 起 散步 的 概率 为 p, 那么 有 
P(GIG1B2) =p= 1- P(G|B1G;) 

即 P(G|IG1B2) + P(GIB1G2) = 1, 从 而 P(G1G2|G) = 1/2. 另 一 面 , 如 果 假定 两 个 
孩子 性 别 不 同 , 母亲 带 着 女孩 一 起 散步 的 概率 为 g, 且 与 孩子 出 生 的 次 序 是 独立 的 ， 
那么 我 人 有 P(GIG1B2) = P(GLIBlG2) = q, 意味 着 P(G1G2|G) = 1/(1 + 29). 举例 
来 说 , 如 果 我 们 取 9 = 1, 即 母亲 总 是 选择 女孩 一 起 去 散步 , 那么 两 个 都 是 女孩 的 条 
件 概率 为 1/3. 这 点 同 例 2b 是 一 致 的 , 因为 事件 “看 见 母亲 带 着 一 个 女孩 ”与 事 
件 “ 至 少 有 一 个 女孩 ”是 等 价 的 . 

因此 , 综 上 所 述 , 此 问题 是 无 法 解 的 ， 事 实 上 , 即使 假设 孩子 的 性 别 是 等 可 能 
的 , 我 们 仍 需要 额外 的 假设 才能 解决 问题 . 因为 该 试验 的 样本 空间 包含 了 如 下 形式 
的 向 量 : (si s2,1), 其 中 si 表示 大 孩子 的 性 别 , s? 表示 小 孩子 的 性 别 , i 表示 被 碰 
到 的 孩子 的 出 生 次 序 . 因此 , 为 确定 样本 空间 的 点 的 概率 , 光 知 道 孩子 的 性 别 的 概 
率 是 不 够 的 , 还 需要 知道 母亲 所 带 孩子 的 出 生 次 序 的 条 件 概率 (给 定 大 小 孩子 的 性 
别 ). 


LL 
例 3n” 储 物 箱 里 有 3 种 不 同 的 一 次 性 手电 . 第 一 种 手电 使 用 超过 100 小 时 的 
概率 为 0.7, 而 第 二 种 和 第 三 种 手电 相应 的 概率 分 别 只 有 0.4 和 0.3. 假设 箱子 里 的 
手电 , 20% 的 为 第 一 种 , 第 二 种 和 第 三 种 分 别 为 30% 和 50%. 
(a) 随机 挑 一 个 手电 , 能 使 用 100 小 时 以 上 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 已 知 手电 使 用 超过 100 小 时 , 问 它 是 第 j 种 手电 的 条 件 概率 是 多 大 (7 = 
1,2,3)? 
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解 : (a) 令 4 表示 “ 挑 出 的 手电 能 使 用 100 小 时 ”这 一 事件 , 令 F 表示 挑 出 了 
第 了 种 手电 (1 = 1 2,3) . 为 了 计算 P(4), 以 挑 出 手电 的 种 类 为 条 件 , 可 得 
P(A)= P(AIFi)P(F1) + P(AIF2)P(F2) + P(AIF3)P(Fs) 
=0.7x0.2+0.4x0.3+0.3x0.5=0.41 
因此 , 随机 挑选 的 手电 能 使 用 使 用 100 小 时 以 上 的 概率 为 0.41. 
(b) 利用 贝 叶 斯 公式 得 到 所 求 概率 : 


Pin) = YD =- LAP) 


因此 ， 
P(F1|A) = 0.7 x 0.2/0.41 = 14/41 
P(F2|A) = 0.4 x 0.3/0.41 = 12/41 
P(Fs|A) = 0.3 x 0.5/0.41 = 15/41 


举例 来 说 , 对 第 一 种 手电 , 尽管 被 选中 的 初始 概率 只 有 0.2， 下 
100 小 时 的 信息 后 , 这 个 概率 提升 到 14/41 = 0.341. 

例 3o 警方 从 案 发 现场 罪犯 的 身体 遗留 物 中 提取 了 DNA， 法 医 研究 后 注意 到 
能 够 辨认 的 只 有 5 对 染色 体 , 而 且 每 个 无 罪 的 人 , 与 这 5 对 染色 体 相 匹配 的 概率 为 
10-5, 律师 认为 罪犯 就 是 该 城镇 100 万 居民 之 一 . 在 过 去 10 年 内 , 该 城镇 有 10 000 
人 曾 蹲 过 监狱 . 他 们 的 DNA 资料 都 记录 在 案 . 在 检查 这 些 DNA 文档 之 前 , 律师 认 
为 这 10 000 有 犯罪 前 科 的 人 犯 此 罪 的 概率 为 a. 而 其 余 990 000 居民 , 每 人 犯 此 罪 
的 概率 为 B, 其 中 a = cB( 也 即 , 他 认为 最 近 10 年 内 释放 的 有 犯罪 前 科 的 人 作案 的 
可 能 性 是 其 他 人 的 c 倍 ). 将 DNA 分 析 结果 同 这 10 000 个 有 犯罪 前 科 的 人 的 数据 
文档 对 比 后 , 发 现 只 有 AJ 琼斯 的 DNA 符合 . 假设 律师 关于 a 和 6 之 间 的 关系 是 
准确 的 , AJ 作案 的 可 能 性 有 多 大 ? 

解 : 首先 注意 到 概率 之 和 必 等 于 1, 因此 我 们 有 

1= 10 000a + 990 0008 = (10 000c+ 990 000)8 
即 
c 


B= i0000c+990000 ~ 10000c+000 000 


现在 , 令 G 表示 “AJ 为 作案 者 ”, 令 M 表示 “AJ 是 这 10 000 人 中 唯一 的 与 现场 
DNA 相 匹 配 的 人 ”. 那么 


P(GIM) = 


(GM) _ P(G)P(MIG) 

P(M)  P(MIG)P(G)+P(MIG°)P(G:°) 

如 果 AJ 为 作案 者 , 此 时 其 他 的 9999 人 都 不 是 作案 者 . 这 10 000 人 中 AJ 是 唯一 
匹配 者 的 概率 为 P(MIG) = (1 一 10-5)9999. 
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令 C = { 除 AJ 外 , 其 他 有 前 科 的 人 不 是 作案 者 }, 则 
P(CGe) 1-10000a 
P(Gej 1-a 
同样 , 在 除 AJ 外 , 其 他 有 前 科 的 人 不 是 作案 者 的 前 提 下 , 这 9999 人 与 现场 
DNA 相 匹 配 的 概率 为 (1 一 10-5)9999, 所 以 


P(CIG)= 


P(M|G®) = 10-5(1 — 10-5)9999 ( I 
-0 


现在 我 们 已 经 计算 得 到 P(MIG) 和 P(MIG*e) 的 公式 , 结合 P(G) = am 将 这 些 

公式 代入 到 P(G|M) 的 表达 式 中 , 得 到 
a 1 
a+10-5(1—10000a)™ ota 
a 

因此 , 如 果 律 师 最 初 认为 任 一 有 犯罪 前 科 的 人 作案 的 可 能 性 是 没有 犯罪 前 科 的 人 的 
100 倍 (也 即 c = 100), 那么 a = 1/19 900, 且 P(G|M) = 1/1.099 s 0.9099. 如 果 律 
师 最 初 认为 c = 10, 那么 a = 1/109 000, 且 P(GIM) = 1/1.99 = 0.5025. 如 果 律师 
最 初 认为 任 一 有 犯罪 前 科 的 人 作案 的 可 能 性 与 镇 里 其 他 人 是 相同 的 (c = 1), 那么 
a= 10-6, 且 P(GIM) = 1/10.9 = 0.0917. 因此 ,概率 变化 范围 是 从 大 概 9%( 此 时 律 
师 最 初 假设 所 有 人 作案 的 概率 一 样 ) 到 91%( 此 时 他 认为 每 个 有 犯罪 前 科 的 人 作案 
的 概率 为 其 他 任 一 居民 的 100 倍 ). 上 


1-10 oo 


P(GIM)= 
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本 章 前 面 的 例子 显示 : 已 知 的 条 件 下 巨 发 生 的 条 件 概率 P(E|F) 一 般 来 说 
不 等 于 五 发 生 的 (无 条 件 ) 概率 P(E). 也 就 是 说 , 知道 了 下 已 发 生 通常 会 改变 忆 
的 发 生机 会 但 在 一 些 特殊 情形 下 , P(EIF) 确实 等 于 P(E), 此 时 我 们 称 和 下 


@ @ 文中 的 公式 可 以 这 样 理解 对 于 概率 P(MIG*) 利用 全 概 公式 可 得 
P(MIG°) = P(CIG*)PUMICG*) + P(C°|G°)P(MIC°G°) 


上 述 右 边 第 二 项 中 因子 P(MIC°G°) 是 不 可 能 事件 的 概率 , 这 是 因为 C*G* 表示 作案 者 在 除 AJ 
外 的 9 999 个 有 前 科 的 人 中 间 , 而 M 表示 这 10 000 个 人 中 AJ 是 唯一 匹配 者 , 故 P(MIC*G*) = 
0. 这 样 全 概 公式 转化 为 


P(MIG®) = P(CIG®)P(MICG"®). 


而 CG* 表示 这 10 000 个 有 前 科 者 均 不 是 作案 者 , 这 样 AJ 为 唯一 匹配 者 的 概率 为 PLMICG*) = 
10-5(1 - 10-5)9899、 而 正文 中 前 面 已 求 得 P(CIG*) 的 值 . 将 这 两 个 因子 相 乘 就 可 得 到 文中 的 
公式 , 即 P(MIG*) 的 值 . 一 一 译 者 注 
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独立 . 即 如 果 已 知 下 的 发 生 并 不 影响 EE 发 生 的 可 能 性 , 那么 EE 和 FF 就 是 独立 的 . 
因为 P(EIF)=P(EF)/P(F), 所 以 如 果 下 式 成 立 , 那么 已 和 下 独立: 
P(EF) = P(E)P(F) (4.1) 
由 于 公式 (4.1) 关于 和 下 是 对 称 的 , 就 说 明了 只 要 巨 和 下 独立, 那么 尺 和 书 
也 独立 , 因此 , 我 们 有 以 下 定义 . 


定义 ”对 于 两 个 事件 巨 和 FF, 车 (4.1) 式 成 立 , 则 称 它们 是 独立 的 (indepen- 
dent. 车 两 个 事件 和 下 不 独立 , 则 称 它们 是 相依 的 (dependent), 或 相互 
不 独立 . 


例 4a 从 一 副 洗 好 的 52 张 扑 克 牌 里 随机 抽取 一 张 牌 . 记 EB 表示 事件 “抽取 
的 牌 为 一 张 “A ”, 记 下 表示 事件 “抽取 的 牌 为 一 张 黑 桃 ”, 那么 和 FF 就 是 独 
立 的 . 因为 P(EF) = 1/52, 而 P(E)=4/52 且 P(F) = 13/52. 国 

例 4b 据 两 枚 硬币 , 假设 全 部 4 个 结果 出 现 的 可 能 性 是 一 样 的 . 记 已 表示 事 
件 “ 第 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”, 记 F 表示 “第 二 枚 硬币 反面 朝 上 ”, 那么 已 和 下 是 
独立 的 , 因为 P(EF) = P{(H,T)} = 1/4, 而 P(E) = P({(H,H),(H,T)})) = 1/2, 且 
P(F) = P({(H, T), (T, T)}) = 1/2. 

例 4c 掷 两 枚 均匀 的 般 子 , 记 Ei 表示 事件 “ 般 子 点 数 之 和 为 6”, FF 表示 事 
件 “ 第 一 枚 仙子 点 数 为 4”, 那么 P(E1F) = P({(4,2)}) = 1/36. 而 P(EB1)P(F) = 
5/36 x 1/6 = 5/216, 因此 , 轧 和 FF 不 独立 . 直观 来 说 , 这 个 原因 是 显而易见 的 , 因 
为 如 果 我 们 关注 掷 出 点 数 和 为 6( 两 枚 般 子 ), 那么 在 第 一 枚 般 子 为 4( 或 者 1,2,3,4,5 
中 任 一 个 ), 我 们 都 还 乐观 , 因为 此 时 仍 有 机 会 得 到 和 为 6. 另 一 方面 , 如 果 第 一 枚 
般 子 为 6, 那么 我 们 就 不 乐观 了 , 因为 没有 任何 机 会 得 到 点 数 和 为 6 了 . 也 就 是 说 ， 
得 到 和 为 6 的 机 率 依赖 于 第 一 枚 般 子 的 结果 , 因此 , Bl 和 FF 不 可 能 独立 . 

现在 , 令 a 表示 事件 “盘子 数 之 和 为 7”, 那么 Eo 是 否 和 下 独立 ? 答案 是 肯 


定 的 , 因为 P(E2F) = P({(4,3)}) =1/36, 而 P(B2)P(F) = 于 x = 1/36. 
我 们 留 给 读者 去 证 明 此 直观 的 结论 : 为 什么 事件 “ 般 子 点 数 之 和 为 7” 同 第 一 
枚 般 子 的 点 数 是 独立 的 . 上 


例 4d 令 已 表示 事件 “下 届 总 统 是 共和 党 人 ”, FF 表示 事件 “未 来 一 年 将 会 
有 一 次 大 地 震 ”, 大 多 数 人 会 认为 E 和 F 是 独立 的 . 然而 , 如 果 另 外 一 个 事件 G 
是 “选举 后 两 年 之 内 会 经 历经 济 衰退 ”, 那么 对 于 已 和 G 是 否 独立 , 却 存在 着 长 期 
争论 . 
接 下 来 证 明 如 果 E 独立 于 F, 那么 忆 也 独立 于 Fe. 


命题 4.1 如 果 羽 和 下 独立 ,那么 巨 和 Re 也 独立 . 


证 明 : 假定 已 和 下 独立 由 于 已 = EFUEF°, 且 EF 和 EF* 显而易见 
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是 互 不 相 容 的 , 因此 有 P(E) = P(EF) + P(BFe) = P(E)P(F) + P(BFe) 这 样 ， 
P(EF°) = P(E)[1 - P(F)] = P(B)P(Fe) 命题 得 以 证 明 . 口 

因此 , 如 果 巨 和 下 是 独立 的 , 那么 无 论 得 知 下 发 生 的 信息 , 还 是 得 知 下 不 发 
生 的 信息 , E 发 生 的 概率 都 是 不 变 的 . 

现在 假设 E 既 和 FF 独立 , 也 和 G 独立 , 那么 忆 是 否 一 定 和 FG 独立 ? 答案 
有 点 不 可 思议 , 是 否定 的 . 考虑 如 下 例子 : 

例 4e 掷 两 枚 均匀 的 般 子 . 记 EE 表示 事件 “ 货 子 点 数 之 和 为 7”, 记 F 表示 
事件 “第 一 枚 般 子 点 数 为 4” 以 及 G 表示 事件 “第 二 枚 般 子 点 数 为 3”. 从 例 4c 可 
以 得 知 , BE 和 下 是 独立 的 , 同样 的 理由 可 以 说 明 E 和 G 也 是 独立 的 . 但 是 , 很 明 
显 已 和 FG 是 不 独立 的 , 因为 P(E|FG) = 1. mn 

从 例 4e 还 可 以 得 出 关于 三 个 事件 E,F 和 G 的 独立 性 的 合适 的 定义 . 三 个 事 
件 的 独立 性 比 要 求 所 有 的 (3) 对 事件 的 独立 更 强 , 我 们 给 出 如 下 定义 . 


定义 三 个 事件 E, F 和 G 称 为 独立 的 , 如 果 
P(EFG) =P(E)P(F)P(G) P(EF)= P(E)P(F) 
P(EG) =P(E)P(G) P(FG) = P(F)P(G) 


值得 注意 的 是 , 如 果 巨 , F 和 G 是 独立 的 , 那么 巨 与 和 G 的 任意 组 合 事件 
都 是 独立 的 . 比如 , E 和 UG 就 是 独立 的 , 因为 
PIE(FUG)] = P(EFU EG)= P(EF)+ P(EG)— P(EFG) 
= P(E)P(F)+ P(E)P(G) — P(E)P(FG) 
= P(E)[P(F) + P(G)— P(FG)] 
=P(E)P(FUG) 


当然 , 还 可 以 推广 到 三 个 以 上 事件 的 独立 性 定义 . 事件 轧 ,… , En 称 为 独立 的 ， 

如 果 对 这 些 事件 的 任意 子 集 Ei, E2,… , Er',r' < n, 都 有 
P(Ev Bo Er')= P(Ev)P(E2).… P(Er') 

最 后 , 我 们 来 定义 无 限 个 事件 的 独立 性 . 如 果 无 限 个 事件 的 任意 有 限 个 子 集 都 是 独 
立 的 , 则 称 这 无 限 个 事件 是 相互 独立 的 . 

有 时 会 遇 到 这 种 情况 , 所 考虑 的 概率 试验 由 一 系列 子 试验 组 成 . 例如 , 连续 抛 
振 一 枚 硬币 这 个 试验 , 就 可 以 把 每 掷 一 次 看 作 一 个 子 试验 . 在 许多 场合 下 , 假定 任 
一 组 子 试验 的 结果 不 影响 其 他 子 试验 的 结果 的 假设 是 合理 的 . 如 果真 是 这 样 , 我 们 
称 这 些 子 试验 是 相互 独立 的 . 更 确切 的 说 , 称 一 系列 子 试验 是 相互 独立 的 , 如 果 任 
意 的 事件 序列 Ei, Ep,… , En,… 是 相互 独立 的 事件 序列 , 这 里 , 事件 EE 完全 由 第 
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i 次 子 试验 的 结果 所 决定 . 

如 果 各 个 子 试验 彼此 相同 , 即 各 子 试验 有 相同 的 ( 子 ) 样本 空间 及 相同 的 事件 
概率 函数 , 那么 就 称 这 些 试验 为 重复 试验 

例 4f 设 在 独立 重复 试验 的 无 限 序列 中 , 每 次 试验 结果 成 功 的 概率 为 p, 失败 
的 概率 为 1 一 p, 试 求 如 下 概率 : 


(a) 前 n 次 试验 中 至 少 成 功 1 次 ; 

(b) 前 次 试验 中 成 功 次 ; 

(Q) 所 有 试验 结果 都 成 功 

解 : 为 计算 前 n 次 试验 中 至 少 成 功 1 次 的 概率 , 先 求 它 的 对 立 事件 的 概率 . 它 
的 对 立 事件 就 是 “前 n 次 试验 全 失败 了 ”. 车 以 玉 表示 第 i 次 试验 失败 这 一 事件 
则 由 独立 性 可 得 , 前 n 次 试验 全 失败 的 概率 

PlBiE2.. En) = P(EI)P(E2).. P(En) = (1—p)" 

因此 , (a) 的 答案 就 是 1 - (1 一)". 

为 解 (b), 考虑 任 一 个 由 个 成 功 、n 一 k 个 失败 组 成 的 前 n 个 结果 的 特定 序 
列 . 由 独立 性 知 , 每 个 这 样 的 序列 发 生 的 概率 为 六 (1 一 p)"*. 由 于 共有 (%) 个 这 


样 的 序列 (由 上 大 个 成 功 与 n 一 个 失败 组 成 的 序列 总 数 为 n!1/[k!(n 一 上 1), 故 所 
求 概率 为 


P{ 恰 有 k 次 成 功 } = (%)p*(1 一 p)"* 


为 解 (), 我 们 由 (a) 注意 到 , 前 n 次 试验 全 成 功 的 概率 为 P(BFB3.… 三) = mr 
因此 , 运用 概率 的 连续 性 属性 (2.6 节 ), 我 们 可 得 所 求 概率 P( 站 >, Es ) 为 


2 
(Nm) -Pm Na) = m7( NE) 


iin" = 0 如 果 p<1 各 
本 1 如 果 p= 

例 4g 由 n 个 元 件 组 成 的 系统 称 为 六 

并 联 的 , 如 果 至 少 有 一 个 元 件 工作 正常 , 那 
么 整个 系统 都 工作 正常 (如 图 3.2) 对 于 , 人 

这 样 的 系统 , 如 果 元 件 i 工作 正常 的 概率 | 

为 pi,i = 1,… ,n, 并 且 各 元 件 的 工作 状态 / 
相互 独立 那么 整个 系统 工作 正常 的 概率 。。 图 g 》 并 联系 统 ， 只 了 有 一 个 开关 是 


是 多 大 ? 通 的 , 4 与 B 之 间 就 是 通 的 
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解 : 令 4: 表示 事件 “元 件 i 工作 正常 ”, 那么 
P{ 系 统 工作 正常 } = 1 - P{ 系 统 工作 不 正常 } 
二 1 P{ 所 有 元 件 工作 不 正常 } 
=1-P( 门 第 )=1-JIQ -Pp) 利用 独立 性 
i i=1l 


例 4h 进行 独立 重复 试验 , 每 次 试验 为 丘 两 枚 均匀 的 般 子 , 并 记录 两 枚 般 子 点 
数 之 和 . 问 “ 和 为 5” 出 现在 “和 为 7” 之 前 的 概率 是 多 少 ? 

解 : 令 En 表示 事件 “前 n 一 1 次 试验 中 , 5 和 7 都 不 出 现 , 而 第 ”次 试验 出 现 
5”, 那么 所 求 概率 为 


P(U BE)=D P(e) 
n=1 n=1 
因为 任 一 次 试验 中 , P( 和 为 5) = 4/36, 且 P( 和 为 7) = 6/36, 这 样 , 利用 试验 的 独立 


性 可 以 得 到 
P(En) = 人 扩 ) x 读 
因此 ， 


9 1 名 /13\ :1 1 2 
e (Ds) -3> ($8) 5*1-13/8 5 
该 结果 还 可 以 利用 条 件 概 率 得 到 ， 令 E 表示 事件 “和 为 5 出 现在 和 为 7 之 
前 ”, 那么 以 首次 试验 结果 为 条 件 也 可 得 到 所 求 概率 , 方法 如 下 : 令 下 表示 事件 “第 
一 次 试验 中 两 枚 仍 子 的 点 数 之 和 为 5”, G 表示 事件 “第 一 次 试验 中 点 数 之 和 为 7”， 
五 表示 事件 “第 一 次 试验 中 点 数 之 和 既 不 是 5 也 不 是 7”. 利用 全 概 公式 , 有 


P(E) = P(EIF)P(F) + P(E|IG)P(G) + P(EIH)P(H) 


然而 , P(EIF) = 1, P(EIG) = 0, P(EIH) = P(E). 前 两 个 等 式 是 显而易见 的 , 第 三 个 
等 式 是 因为 : 第 一 次 结果 既 不 是 5, 也 不 是 7, 那么 这 种 状况 又 相当 于 重新 开始 了 . 
也 就 是 说 , 试验 者 将 要 连续 扔 两 枚 般 子 直到 两 枚 般 子 的 点 数 之 和 为 5 或 者 7, 另 一 
方面 , 每 次 试验 都 是 独立 的 , 因此 , 第 一 次 试验 的 结果 不 会 对 接 下 来 的 试验 有 影响 . 
因为 P(F) = 4/36, P(G) = 6/36, P(H) = 26/36, 这 样 P(E) = 3 十 P(E)E, 或 者 
P(E) = 2/5. 

读者 可 能 会 发 现 答案 很 直观 , 因为 既然 “和 为 5” 出 现 的 概率 为 4/36 而 “和 为 
7” 出 现 的 概率 为 6/36, 那么 直观 地 看 出 5 出 现在 7 前 面 的 比例 为 4 : 6, 因此 “和 
为 5 出 现在 和 为 7 之 前 ”的 概率 就 为 4/10, 事实 上 的 确 如 此 . 

这 说 明了 如 果 巨 和 下 是 一 次 试验 中 的 两 个 互 不 相 容 事 件 , 那么 在 独立 重复 试 
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验 时 , 事件 EE 在 事件 下 之 前 发 生 的 概率 为 
P(E) 
P(E) + P(F) 
例 4 有 n 种 类 型 的 优惠 券 , 某 人 在 收集 优惠 券 的 时 候 , 每 次 收集 到 第 i 种 
优惠 券 的 概率 为 pt ”1 pi = 1. 假定 各 次 收集 是 相互 独立 的 且 同 分 布 的 . 假设 这 
个 人 收集 了 张 优惠 券 , 令 4; 表示 事件 “其 中 至 少 有 一 张 第 i 种 优惠 券 ”, 对 于 
i 关 j, 计算 
(a) P(A;) (b) P(AiUA;) (c) P(AilA4;) 
解 ，P(4i) = 1- P(A4s) = 1 - P{ 没 有 第 ;种 优惠 券 } = 1 - (1 - zi)*， 上 面 利用 
了 每 种 优惠 券 的 收集 都 是 独立 的 , 并 且 收 集 到 的 优惠 券 不 是 第 i 种 优惠 券 的 概率 为 
1 一 pi. 类 似 地 
P(AiU hj)=1-— P((4 LA)) 
二 1 一 P{ 既 没有 第 i 种 优惠 券 , 也 没有 第 ;种 优惠 券 } 
=1—(1—pi—p;)* 
此 处 利用 了 每 种 优惠 券 的 收集 都 是 独立 的 , 且 收 集 到 的 优惠 券 既 不 是 第 i 种 优惠 券 
也 不 是 第 ; 种 优惠 券 的 概率 为 1 一 pi 一 pj- 
为 了 计算 P(A4i|4;), 我 们 利用 等 式 P(AhiUAh;) = P(4i) 十 P(A4;) 一 P(4i4;). 其 
中 , 利用 (a) 和 (b), 可 以 得 到 
P(AiAj) =1— (1—p):+1— (1—p): —[l— (1—pi—p;)] 


=1—(1—p)*—(1—p)*+ (1 —pi— pi)* 
这 样 ， 
_ Ph4) 1 (pp +( pp) 
P(AilA;) = POD = TGF 二 


接 下 来 的 例子 陈述 了 一 个 在 概率 论 历史 中 占有 显赫 地 位 的 问题 , 即 著名 的 点 数 
问题 (problem of the points). 该 问题 是 这 样 的 : 两 个 赌 徒 下 了 注 后 , 就 按照 某 种 方 
式 赌 起 来 , 规定 得 胜 者 赢得 所 有 赌注 . 但 在 谁 也 没 得 胜 之 前 , 赌博 因 故 中 止 了 . 此 
时 每 人 都 获得 了 一 些 “ 得 分 ”, 那么 这 些 赌 本 该 如 何 分 呢 ? 

这 个 问题 是 1654 年 de Méré 狠 士 向 法 国 数学 家 帕斯卡 提出 的 , 爵士 当时 是 一 
个 职业 赌 徒 . 在 攻克 这 一 难题 的 过 程 中 , 帕斯卡 提出 了 这 样 一 个 重要 的 思想 : 赌 徒 
赢得 的 赌 本 的 比例 , 取决 于 如 果 比 赛 继续 进行 下 去 , 他 们 各 自 能 取胜 的 概率 . 帕 斯 
卡 解决 了 一 些 特殊 情形 , 更 主要 的 是 , 他 开始 与 法 国 著名 的 数学 家 费 马 建 立 了 通信 
联系 , 讨论 该 问题 . 他 们 之 间 通 信 的 结果 , 不 仅 完全 解决 了 点 数 问题 , 而 且 还 为 解决 


@ 此 处 也 可 解释 成 赔本 分 割 问题 , 更 易 为 大 家 所 理解 . 一 一 译 者 注 
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很 多 其 他 机 会 游戏 问题 搭 好 了 框架 有些 人 把 他 们 建立 通信 联系 的 这 一 天 看 作 概 
率 论 的 生日 . 他 们 之 间 的 著名 的 通信 往来, 对 于 激发 欧洲 数学 家 对 概率 论 的 兴趣 也 
起 了 重要 的 作用 . 因为 当时 一 流 的 数学 家 都 认识 帕斯卡 和 费 马 . 比如 , 在 他 们 建立 
联系 后 不 久 , 荷兰 的 年 轻 数 学 家 惠 更 斯 也 来 到 了 巴黎 , 和 他 们 一 起 探讨 这 些 问题 及 
其 解法 . 而 且 , 人 们 对 这 个 新 领域 的 兴趣 和 积极 性 也 迅速 高 涨 起 来 . 

例 4 (点 数 问题 ) 假设 在 独立 重复 试验 中 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 失败 的 概率 
为 1-p. 问 在 m 次 失败 之 前 已 有 n 次 成 功 的 概率 是 多 大 ? 设想 A 和 B 进行 这 样 
的 赌博 : 当 试 验 成 功 时 , A 得 1 分 , 试验 失败 时 , B 得 1 分 , 如 果 A 先 得 到 n 分 那 
么 A 获胜 , 如 果 B 先 得 到 m 分 , 那么 B 获胜 . 问 A 获胜 的 概率 为 多 大 ? 

解 : 以 下 将 给 出 两 种 解答 . 第 一 种 是 帕斯卡 给 出 的 , 第 二 种 是 费 马 给 出 的 . 

令 Pom 表示 事件 “m 次 失败 之 前 已 经 出 现 了 m 次 成 功 ”的 概率 , 以 第 一 次 的 
结果 为 条 件 , 可 得 

Pm = pPn-lm + (1 — Pp)Pnm-1 n>1lm2>1 
(为 什么 ? 给 出 理由 .) 利用 很 明显 的 边界 条 件 Po = 0, Po,m = 1, 该 等 式 能 解 出 
Pnm. 与 其 深入 枯燥 的 细节 , 不 如 来 看 看 费 马 的 解答 . 

费 马 论 证 了 , 要 使 得 n 次 成 功 出 现在 m 次 失败 之 前 , 那么 在 前 m+n 一 1 次 试 
验 中 , 至 少 有 n 次 成 功 (即使 在 试验 m+n 一 1 次 之 前 , 赌博 就 结束 了 , 我 们 仍 可 
以 假设 剩 下 的 试验 继续 进行 .) 事实 上 , 如 果 在 前 m + n 一 1 次 试验 中 至 少 有 次 
成 功 , 那么 至 多 有 m 一 1 次 失败 , 因此 n 次 成 功 必然 出 现在 m 次 失败 之 前 . 另 一 方 
面 , 如 果 m +n 一 1 次 试验 中 不 超过 n 次 成 功 , 那么 至 少 有 m 次 失败 , 因此 , n 次 成 
功 不 会 出 现在 m 次 失败 之 前 . 

因此 , 如 例 4f 中 指出 的 ，m + m 一 1 次 试验 中 恰好 成 功 上 次 的 概率 为 


(各 一)prQ pm" 我们 可 得 所 求 的 nn 次 成 功 出 现在 m 次 失败 之 前 的 概 
率 为 


m+n—l 
yy 
k=n 

下 面 两 个 例子 是 关于 财 博 问题 , 其 中 例 4k 的 分 析 特 别 细致 
例 4k “假定 一 共有 个 玩家 , 每 个 玩家 i 手中 有 m 个 单位 的 赌资, ni > 0,i = 
1,.… ,7， 在 赌博 的 每 一 阶段 , 随机 地 选 出 两 个 玩家 , 让 他 们 进行 赌博 , 其 中 赢 者 从 
输 者 那儿 拿 到 一 个 单位 的 赌资 , 当 一 个 玩家 输 光 了 赌资 以 后 , 就 退出 赌博 . 这 个 过 
程 一 直 维持 到 只 剩 下 最 后 一 个 人 , 此 时 他 拥有 全 部 赌资 n = 学- ni, 他 就 是 一 个 
胜利 者 . 现在 假定 各 个 阶段 之 间 是 相互 独立 的 , 并 且 参加 赌博 的 任何 两 个 人 的 能 力 
是 相同 的 , 即 在 每 一 阶段 的 两 个 参加 赌博 的 玩家 具有 相同 的 概率 打败 对 方 . 现 求 玩 


人 @@ 本 节 的 余下 部 分 为 选读 . 
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家 i 成 为 胜利 者 的 概率 . 

解 : 开始 时 , 假定 ”个 玩家 每 人 只 有 一 个 单位 的 赌资 . 考虑 玩家 i, 他 每 次 参加 
赌博 , 要 么 赢 一 个 单位 的 赌资 , 要 么 失去 一 个 单位 的 赌资 . 他 会 继续 赌 下 去 , 直到 他 
的 赌资 成 为 0 或 n. 由 于 n 个 玩家 的 能 力 是 完全 相同 的 , 因此 , 在 这 种 情况 下 , 玩 
家 i 成 为 最 后 胜利 者 的 概率 为 1/n. 

现在 假定 n 个 玩家 分 成 > 个 组 , 第 i 个 组 内 含 ni 个 玩家 , i = 1,……,r, 这 样 ， 
第 i 组 的 玩家 成 为 胜利 者 的 概率 为 n;/n. 如 果 把 i 组 的 玩家 成 为 胜利 者 看 成 i 组 
的 胜利 , 在 各 阶段 各 组 的 赌资 就 是 组 内 名 玩家 赌资 的 总 和 , 将 赌博 看 成 团体 间 的 赌 
博 . 这 样 , 在 初始 状态 各 参 赌 团 体 的 赌资 为 ni,i = 1,… ,r. 每 一 阶段 的 赌博 , 参 赌 
的 团体 的 赌资 增加 一 个 单位 或 减少 一 个 单位 , 显然 , 第 i 个 参 赌 团体 胜利 的 概率 就 
是 Pi = ni/n. 由 分 析 可 以 看 出 , 这 个 结果 与 各 阶段 的 参 赌 团体 的 选择 是 无 关 的 ，@ 

接 下 来 的 例子 是 著名 的 “ 赌 徒 破产 问题 ”. 

例 41( 赌 徒 破产 问题 ) 两 个 赌 徒 , 就 连续 抛 搓 一 枚 硬币 的 结果 进行 打赌 . 对 于 
每 一 次 抛 搓 , 如 果 是 正面 朝 上 , B 将 支付 给 A 一 元 , 如 果 是 反面 朝 上 , A 将 付 给 B 
一 元 . 一 直 这 样 下 去 , 直到 某 一 方 钱 输 光 . 假定 连续 抛掷 硬币 是 独立 的 , 且 每 次 的 
结果 正面 朝 上 的 概率 为 p, 假定 开始 时 A 有 i 元 , B 有 N 一 i 元 , 问 A 最 后 能 赢得 
所 有 钱 的 概率 是 多 大 . 

解 : 令 已 表示 事件 “开始 时 A 有 i 元 , B 有 N 一 i 元 , 而 A 最 后 赢得 所 有 钱 ”. 
很 显然 它 和 A 最 初 的 钱 数 是 有 关 的 , 记 已 = P(E)， 以 第 一 次 撕 硬 币 的 结果 为 条 
件 , 令 H 表示 事件 “第 一 次 为 正面 朝 上 ”, 这 样 得 到 P(E) 的 表达 式 如 下 : 

及 = P(E)= P(EIH)P(H)+ P(EIH®)P(H®)=pP(EIH)+ (1—p)P(EIH®) 


现在 , 假定 第 一 次 硬币 为 正面 朝 上 , 第 一 次 打赌 结束 后 的 状态 是 : A 有 了 i 十 1 
元 ,而 B 有 N- (i+1) 元 . 因为 随后 的 抛 撕 都 同 前 面 独立 并 且 正 面 朝 上 的 概率 都 为 
p, 因此 , 从 该 时 刻 开始 , A 赢得 所 有 钱 的 概率 等 同 于 这 种 情形 : 一 开始 A 有 i+1 
元 而 B 有 N 一 (i+1) 元 . 因此 P(EIH) = Piti. 类 似 地 , P(EIH°) = Pi-1 这 样 , 令 
4 二 1 一 p, 可 以 得 到 
P=pPnt+gP i=1,2,.…,N-1 (4.2) 
利用 明显 的 边界 条 件 Py = 0 和 Pw = 1, 就 可 以 求解 (4.2) 式 . 由 于 p+g=1， 
上 式 等 价 于 


PP: + gP: = pPiri + gqPi-i 


或 者 了 
Pa-R=2R-RD il2N-1 (4.3) 


这 样 , 由 PP = 0, 利用 (4.3) 式 可 以 得 到 
PB-P= Pm)= 3p 
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RB-B=2(B -Ph)= (Dn 
卫 了 


SE 0 EY fo bie 
RB- P= SP B-2)= (4) Ph (4.4) 


2 人 
Pv 一 Pv-l= PR- — Py-2)= (9) 和 
将 (4.4) 式 中 前 i 一 1 个 等 式 累 加 , 可 以 得 到 
-aa[G+ 人 的 + 的 


或 者 
We 如 果 和 和 #1 
已 = 


(gq/p) 
iP 如 果 4 =1 


再 利用 事实 Py = 1, 可 以 得 到 
1-(g/p) 如果 p#1 
jn 2 


1— (gq/p)™ 

1 

N 
因此 


1— (q/?) 
志 如 果 p= 3 

令 Qi 表示 开始 A 有 i 元 , B 有 N -i 元 , 最 后 B 赢得 所 有 钱 的 概率 , 那么 , 由 
对 称 性 , 只 需 将 p 替换 为 g, i 替换 为 N 一 i 我 们 可 以 看 出 


1 二 (p/9) 如 果 9 关 于 


| 1— (a/p), 如 果 了 大 
PB (4.5) 


, i 加 时 立 = E 
而 且 , 因为 4 = 1/2 等 价 于 p=1/2, 因此 当 gq 关 1/2 时 ,有 
1- (gq/p)’ ,1—(p/qg) 
i—(g/p)” 1-(p/qg)™ 
es + a -ap/ 
二 gp 


Pi+Qi= 


当 p=g= 1/2 时 结论 仍 成 立 , 因此 我 们 有 
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Pi+Qi=1 
上 式 表明 , A 和 B 中 某 一 人 将 赢得 所 有 钱 的 概率 为 1; 或 者 说 , A 的 钱 总 在 1 与 
NN 一 1 之 间 而 赌博 无 休止 地 进行 下 去 的 概率 为 0( 读 者 必须 注意 , 这 场 赌博 有 三 个 可 
能 结果 , 而 不 是 两 个 , 即 或 者 A 胜 , 或 者 B 胜 , 或 者 谁 也 不 胜 . 但 我 们 刚才 证 明了 最 
后 一 种 结果 的 概率 为 0.) 
现在 给 上 述 结论 以 数量 上 的 说 明 ， 若 开始 A 有 5 元 , 而 B 有 10 元 , 则 当 
p 了 = 1/2 时 , A 得 胜 的 概率 为 1/3, 而 当 p = 0.6 时 , A 得 胜 的 概率 猛 增 为 


赌 徒 破产 问题 还 有 一 种 特殊 情形 , 称 为 赌博 持续 时 间 问 题 (duration of play). 
这 个 问题 是 1657 年 法 国 数学 家 费 马 向 荷兰 数学 家 克 里 斯 第 安 . 惠 更 斯 提出 的 , 后 
来 被 惠 更 斯 解决 . 惠 更 斯 解决 的 版 本 是 这 样 的 , 设 A 和 B 每 人 有 12 枚 硬币 , 他 们 
以 抛掷 3 个 般 子 的 方法 赌 这 些 钱 : 若 点 数 为 11( 不 管 谁 搓 般 子 都 可 以 ) 则 A 给 B 
一 枚 硬币 , 如 果 点 数 为 14, 则 B 给 A 一 枚 硬币 . 谁 先 赢得 所 有 硬币 谁 就 获胜 . 因为 
P{ 点 数 为 11} = 27/216 及 P{ 点 数 为 14} = 15/216, 由 例 4h 可 以 看 出 , 对 A 而 言 ， 
这 正 是 p = 12/45,i = 12, N = 24 情形 下 的 赌 徒 破产 问题 ( 例 4k). 一 般 的 赌 徒 破产 
问题 由 数学 家 入 姆 士 . 伯 努 利 解决 , 其 结果 发 表 于 1713 年 (他 去 世 后 的 第 8 年 )， 

作为 赌 徒 破产 问题 的 应 用 , 讨论 如 下 的 药品 试验 问题 . 设 为 治疗 某 种 疾病 , 正 
在 研制 两 种 新 药 . 新 药 i 的 治愈 率 为 已 ,i = 1,2. 然而 , P; 为 未 知 的 . 我 们 希望 知道 
PR > PP 或 P > Pi. 试验 是 成 对 地 、 有 序 地 进行 的 . 对 于 各 对 病人 , 其 中 一 人 施 以 
药 1, 另 一 人 用 药 2. 当 其 中 一 种 药 的 治愈 人 数 超过 另 一 种 药 的 治愈 人 数 的 一 定数 
量 时 , 试验 就 停止 . 令 


二 第 j 对 病人 中 用 第 1 种 药品 者 治愈 了 他 的 疾病 
j= 
0 其 他 


1 第 ?对 病人 中 用 第 2 种 药品 者 治愈 了 他 的 疾病 
5 一 
0 其 他 
设 M 是 事先 确定 的 正 整数 , 试验 在 第 N 次 时 停止 , 其 中 N 是 使 下 列 两 个 等 式 中 
某 一 个 第 一 次 成 立时 的 那个 n 的 值 : 
Xi+:…+Xn—(Yi+…+Y)=M 
或 
Xi+:*+Xn— (N+.+¥n)=—-M 
车 n 使 第 一 个 等 式 成 立 , 就 下 结论 已 > 已 , 车 n 使 第 二 个 等 式 成 立 , 则 下 结论 
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P<P. 

为 了 验证 这 个 方法 的 好 坏 ,我们 需要 知道 利用 这 个 方法 导致 作出 错误 结论 的 概 
率 . 即 在 假设 P > 忆 是 一 组 药 的 治 僵 率 的 真 信 的 条 件 下 , 作出 “ 忆 > P.” 的 错误 
决定 的 概率 . 注意 到 每 一 次 试验 的 结果 当 药品 1 有 效 , 而 药品 2 无 效 时 , 这 个 累 
计 差 会 增加 1 相应 的 概率 为 P.(1 忆 ). 但 如 果 药品 2 有 效 而 药品 1 无 效 时 , 这 
个 累计 差 会 减少 1, 其 相应 的 概率 为 P(1 - P). 当 两 种 药 的 疗效 相同 时 , 这 个 累计 
差 保持 不 变 , 其 相应 概率 为 PP + (1 -已 )(1 -- 肪 ) 如 果 我 们 只 考虑 累计 差 变化 的 
那些 试验 , 则 累计 差 以 概率 

P= 以 黑 计 差 二 | 累计 差 增 1 或 起 1) = 万 [一 钙 于 癌 一 万 

增 1, 以 概率 Bl-P) 
PR(l-B)+P(l-P) ， 
减 1 因此 , 作出 判断 “P > P” 的 概率 等 于 周 徒 累计 赢 M 元 钱 之 前 累计 输 M 
元 钱 的 概率 ( 赌 秆 每 次 赢 的 概率 为 p, 每 次 输 启 为 1 元 钱 )， 在 公式 (4.5) 中 , 令 


i= M,N = 2M, 这 个 概率 为 
a 1- (5°)" 1 1 
A Et 


x P 


1-P= 


P _P(-P) 


BY 例如 , Pi = 0.6, P= 0.4, 则 当 M = 5 时 , 作出 不 正 

确 判 断 的 概率 为 0.017, 当 M = 10 时 , 这 个 概率 降 到 0.0003. 四 

现在 我 们 介绍 一 种 解决 非 概率 问题 的 概率 方法 . 设 有 一 个 集合 , 我 们 希望 知道 

在 这 个 集合 中 是 否 至 少 有 一 个 元 素 具 有 某 一 特征 . 例如 , 在 一 群 鸡 中 , 我 们 希望 知 

道 是 否 有 鸡 患 禽 流感 . 我 们 的 方法 是 随机 地 从 这 一 集合 中 取 一 元 素 , 抽取 的 方法 是 

使 得 这 个 集合 中 的 每 一 个 元 素 被 抽取 到 的 概率 都 大 于 0. 现在 考虑 抽 到 的 元 素 不 具 

有 该 特征 的 概率 . 若 这 个 概率 为 1, 则 在 这 个 集合 中 没有 元 素 有 这 个 特征 . 若 这 个 

概率 小 于 1, 则 在 这 个 集合 中 至 少 有 一 元 素 具 有 这 个 特征 . 

本 节 最 后 一 个 例子 就 是 应 用 这 个 技术 . 

例 4m 首先 给 出 n 个 顶点 的 完全 图 的 定义 : 在 平 

面 上 有 n 个 点 ( 称 为 顶点 ), 用 (2) 条 线段 ( 称 为 边 ) 将 


这 些 点 联结 起 来 . 如 图 3.3 表示 了 3 个 顶点 的 完全 图 . 

图 3.3 3 个 项 点 的 完全 图 。 假设 n 个 顶点 的 完全 图 的 每 条 边 染 成 了 红色 或 者 蓝 色 . 
一 个 有 趣 的 问题 是 : 对 于 给 定 的 整数 上 是否 存在 一 个 

染色 方法 , 使 得 该 图 上 任意 给 定 的 个 顶点 , 其 相应 的 (4) 条 边 不 是 同一 颜色 , 通 


过 概率 讨论 可 以 证 明 , 如 果 nn 不 是 太 大 , 答案 是 肯定 的 . 
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讨论 如 下 : 假设 每 条 边 独 立 等 可 能 地 染 成 红色 或 蓝 色 . 也 即 , 每 条 边 为 红色 的 


概率 为 1/2. 将 这 (%) 个 个 顶点 所 组 成 的 子 集 编号 , 定义 事件 ,i 二 1,…, (”) 
如 下 : 


; = { 第 ;个 :顶点 集合 的 所 有 边 颜色 相同 } 


这 样 , 由 于 k 顶点 集合 的 (%) 条 边 的 每 条 都 等 可 能 地 染 成 红色 或 蓝 色 , 因此 , 它们 
颜色 相同 的 概率 为 


P(E) = WY 


P(UU 琴 ) < 半 PLD) “(布尔 不 等 式 ) 


我 们 可 得 “至 少 存在 一 个 点 集合 , 其 所 有 边 颜色 相同 ”的 概率 为 P( U; E,), 满足 
(Us) < (OO 


因此 , 如果 () (3) “< 1, 或者, 等 价 于 (") <28-D02-4 则 () 个 点 
集合 里 ,，“ 至 少 存在 一 个 k 点 集合 , 其 所 有 的 边 颜色 都 相同 ”的 概率 小 于 1 因此， 
在 前 述 n 和 的 条 件 下 “没有 一 个 点 集合 , 其 所 有 边 颜色 相同 ”的 概率 为 正 数 ， 
这 意味 着 至 少 存在 一 种 染色 方法 , 使 得 对 任意 k 项 点 集合 , 其 所 有 的 边 染 色 不 全 相 
同 . mn 

注释 (a) 上 面 的 论证 列 出 了 关于 nk 的 条 件 , 在 这 样 条 件 之 下 , 存在 一 种 涂 
颜色 的 方法 即 可 满足 所 要 求 的 性 质 .但 它 并 没有 告诉 我 们 如 何 涂 颜色 , 使得 所 涂 的 
颜色 满足 所 要 求 的 性 质 . (当然 , 可 以 随机 地 涂 色 , 然后 检查 所 涂 的 颜色 是 否 满足 所 
要 求 的 性 质 , 若 不 成 , 再 重复 一 次 , 直到 成 功 为 止 ) 

(b) 将 概率 引进 那些 纯粹 是 确定 问题 的 方法 称 为 概率 化 方法 probabilistic 
method?). 此 方法 的 其 他 例子 在 理论 习题 24 以 及 第 7 章 的 例 2t 和 例 2u 中 给 出， 
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条 件 概率 满足 普通 概率 的 所 有 性 质 . 命题 5.1 证 明了 条 件 概率 P(EIF) 满足 概 
率 的 三 条 公理 . 


@ 参见 N. Alon, J. Spencer 及 P. Erdos, The Probabilistic Method (纽约 : John Wiley & 
Sons, Inc., 1992). 
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命题 5.1 (a) 0< P(EIF)<1; (bj P(SIF)=1;(c) 车 EB,i= 1,2,.…. 
为 互 不 相 容 事件 列 , 则 


P( U ElF) = TPF) 
i=l 


i=1 


证 明 : 为 了 证 明 (a), 我 们 只 要 证 明 0 < P(EF)/P(F) < 1 即 可 . 不 等 式 左边 是 
显然 的 , 而 不 等 式 的 右边 成 立 是 因为 EF C FF 成 立意 味 着 P(EF) < P(F). (b) 成 
立 是 因为 


_P(SF) PC _ 
P(SIF)= -PR = P(F) =! 
(c) 成 立 是 因为 
P(( Ua)r) Pr(Uar) 网 本 
PCUaP) -一 和 一 =- 一 一 因为 (UB)r = Us 
P(EF) 由 
= PR 瑟 ?BID 
其 中 倒数 第 二 个 等 式 成 立 是 因为 BE; = 9, 这 意味 着 EFEj;F = 2. 口 


如 果 我 们 定义 Q(E) = P(EIF), 根据 命题 5.1, Q(E) 可 认为 是 关于 5 中 事件 
的 概率 函数 . 因此 , 前 面 证 明 的 关于 概率 的 命题 它 都 满足 . 举例 说 , 我 们 有 


Q(BiU E2) = Q(E1) + Q(E2) — Q(EiE,) 
或 者 等 价 地 ， 
P(EiU EzlF) = P(Ei|F)+ P(E2|F) - P(E1E2|F) 


而 且 , 如 果 我 们 再 定义 条 件 概率 Q(Bi|E2) 如 下 : Q(Bi|E2) = Q(B1E2)/Q(B2), 根 
据 (3.1) 式 可 得 


Q(B1) = Q(FlE2)Q(E2) + Q(E1|E)Q(ES) (5.1) 


由 于 
_ Q(B2) _ P(BBalF) _ P(ELE2F)/P(F) _ 
Qala) = GU) = PIEF) ™ PUEF)/P(F) ~ ED) 


我 们 可 看 出 (5.1) 式 等 价 于 
P(EilF) = P(E1|E2F)P(E2|F) + P(E1|ESF)P(ESIF) 
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例 5a 考虑 例 3a, 保险 公司 认为 人 可 以 分 为 不 同 的 两 类 , 一 类 是 易 出 事故 的 ， 
另 一 类 是 比较 谨慎 的 ， 在 任意 给 定 的 一 年 内 , 易 出 事故 的 人 将 发 生 事故 的 概率 为 
0.4, 而 对 比较 谨慎 的 人 来 说 , 此 概率 为 0.2. 车 已 知 某 新 保险 客户 在 第 一 年 已 经 出 
过 一 次 事故 , 问 他 在 保险 有 效 的 第 二 年 又 出 一 次 事故 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

解 : 如 果 令 4 表示 “该 保险 客户 是 易 出 事故 的 人 ”这 一 事件 , 而 4i,i = 1,2 表 
示 “ 他 在 第 i 年 出 一 次 事故 ”. 那么 , 以 他 是 不 是 易 出 事故 的 人 为 条 件 , 可 以 算出 所 
求 概率 P(A42|41) 如 下 : 


P(A2|A1) = P(A2|AA1)P(AIA1) + P(A2|A* A1)P(A®|A!) 


P44) =- 于- 
但 是 , 例 3a 中 已 经 假设 P(4) = 3/10, 且 算 出 了 P(A41) = 0.26, 因此 
从 而 

PUecl4)=1- P(AIA1) = 二 


由 于 P(A2|441) = 0.4 以 及 P(A214°A41) = 0.2, 我 们 得 到 
P(A2|A1) = 0.4x 吾 十 0.2x 证 ~ 0.29 四 


例 5b 一 只 母 猩猩 生 了 一 只 幼 猩 猩 , 但 是 , 却 不 能 断定 两 只 公 猩 猩 究竟 哪 一 只 
是 父亲 . 在 进行 基因 分 析 之 前 , 有 迹象 表明 第 一 只 公 狸 猩 为 父亲 的 概率 为 p, 第 二 只 
为 父亲 的 概率 为 1 - p. 从 这 三 只 猩猩 身上 获得 的 DNA 表明 , 对 于 一 个 特殊 的 基因 
组 , 母 猩猩 具有 基因 对 (A,A), 第 一 只 公 猩 猩 具有 基因 对 (a,a), 而 第 二 只 公 猩 猩 具 
有 基因 对 (A,a)， 幼 猩猩 出 生 后 , 具有 基因 对 (A,a), 第 一 只 公 猩猩 是 父亲 的 概率 是 
多 大 ? 

解 : 令 所 有 概率 都 是 以 “ 母 猩猩 有 基因 对 (A,A), 第 一 只 公 猩 猩 具有 基因 对 
(ava), 第 二 只 公 猩 猩 具有 基因 对 (A,a) ”为 条 件 的 条 件 概率 . 又 令 Mi 表示 第 i 只 公 
猩猩 为 父亲 这 一 事件 , i = 1,2. 令 Ba,a 表示 幼 猩猩 具有 基因 对 (A,a) 这 一 事件 , 那 
么 如 下 可 得 到 P(Mi|BAa,a): 


P(M1Ba,a) 二 P(Ba,alM1)P(Mi1) 
POAIBAs) = p(BAs) ™ PUBAaIM) PUM) + PUBAal MG) PO) 
1xp 2p 


TIxp+1/2x(1—p) TI+p 
由 于 当 p < 1 时 2p/(1+p) > p, 我 们 可 以 看 出 幼 猩猩 的 基因 对 为 (A,a) 这 一 信 
息 增加 了 第 一 只 公 猩 猩 为 父亲 的 概率 . 这 点 很 直观 , 因为 相对 于 M2 来 说 ，M 成 
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立 的 条 件 下 , 幼 猩猩 的 基因 对 为 (A,a) 的 可 能 性 更 大 (各 自 的 条 件 概率 分 别 为 1 
和 1/2). mn 
下 面 的 例子 研究 游程 的 理论 中 的 一 个 问题 . 
例 5c 设 有 一 个 独立 重复 试验 序列 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 失败 的 概率 为 g = 
1 一 p. 我 们 希望 计算 长 度 为 n 的 成 功 游程 先 于 长 度 为 m 的 失败 游程 的 概率 . 
解 : 记 EE 为 事件 “长 度 为 n 的 成 功 游程 先 于 长 度 为 m 的 失败 游程 ”. 以 第 一 
次 试验 结果 为 条 件 , 得 到 
P(E) = pP(EIH)+ gqP(EIH®) (5.2) 
其 中 五 表示 第 一 次 试验 成 功 . 现在 假定 第 一 次 试验 成 功 , 为 了 使 得 长 度 为 n 的 成 
功 游程 先 出 现 , 我 们 希望 接着 n -1 次 试验 均 为 成 功 . 现在 令 下 表示 事件 “第 2 次 
到 第 n 次 试验 均 成 功 ”. 以 下 为 条 件 , 我 们 得 到 
P(EIH)= P(EIFH)P(FIH)+ P(EIF°H)P(F°|H) (5.3) 
显然 , P(E|FH) = 1. 另 一 方面 , 若 F°H 发 生 , 说 明 第 一 次 试验 成 功 , 但 在 后 面 的 
n 一 1 次 试验 中 , 至 少 有 一 次 试验 失败 ， 此 时 , 前 面 的 成 功 已 经 失去 作用 ,相当 于 
从 失败 开始 , 因此 P(E|FeHH) = P(EIH°), 由 试验 的 相互 独立 性 , 可 知 P(FIH) = 
P(F) = p"-!. 因此 , 由 (5.3) 可 知 
P(EIH)=p" +(1—p" )P(EIH') (5.4) 
现在 考虑 P(EIH°). 令 G 表示 事件 “第 2 次 试验 直到 第 m 次 试验 均 失败 ”. 我 们 
得 到 


P(EIH°) = P(BIGHe)P(GIEe) + P(EIG°H°)P(G°IH®) (5.5) 
GHe 表示 前 mm 次 试验 均 失 败 , 故 P(EIGH*) = 0. 当 GeH" 发 生 时 , 所 有 以 前 的 失败 


已 经 失去 作用 , 相当 于 从 成 功 开始 , 即 P(EIG*H°) = P(EIH). 又 由 于 P(G°|H°) = 
P(G°) =1— 4g™-!, (5.5) 化 为 


P(EIH®)= (1— gq™)P(EIH) (5.6) 
由 (5.4) 和 (5.6) 可 得 


pe _ (ep 
P(EIH)= PT pg P(EIH')= 六 FT 二 in 


最 后 得 到 
P(E) = pP(EIH) + gqP(EIH®) 
p+gp" (lg™) Zr (1 — g"™) (5.7) 
Pitgn -ip ign ll pri+gn-i— pigm-1 


由 对 称 性 , 可 知 长 度 为 m 的 失败 游程 先 于 长 度 为 n 的 成 功 游程 的 概率 也 可 用 (5.7) 
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式 进行 计算 , 不 过 公式 中 m 和 n 对 换 , p 和 4 对 换 . 


P{ 长 度 为 m 的 失败 游程 出 现在 长 度 为 n 的 成 功 游程 之 前 } 


0 一 玉 ) 
2 qn- Tp — gm-ipn-1 (5.8) 


由 于 7) 和 (5 之 和 为 1 可知 长度 为 的 成 功 洲 程 和 长度 为 的 失败 讲 和 终 
有 一 个 会 出 现 . 

举例 , 据 一 枚 均匀 的 硬币 , 长 度 为 2 的 正面 游程 先 于 长 度 为 3 的 反面 游程 的 概 
率 为 7/10, 长 度 为 2 的 正面 游程 先 于 长 度 为 4 的 反面 游程 的 概率 为 5/6。 目 

例 5d 再 次 研究 配对 问题 (第 2 章 例 5m), 这 次 运用 条 件 概率 解答 问题 

例 5d 在 一 次 聚会 上 , n 个 人 摘 下 他 们 的 帽子 , 然后 把 这 些 帽子 混合 在 一 起 
每 人 再 随机 选择 一 项 ， 如 某 个 人 选中 了 他 自己 的 由 子 ， 我 们 就 说 出 现 了 一 个 配对 
以 下 事件 概率 是 多 大 ? 

(a) 没有 配对 ，(b) 恰 有 上 个 配对 

解 : () 令 忆 表示 “没有 配对 "这 一 事件 , 它 显然 与 有关, 因此 可 记 P= P(E) 
以 第 一 个 人 是 否 选中 自己 的 帽子 ( 分 别 记 为 M 和 Me) 为 条 件 , 有 

P, = P(E)= P(EIM)P(M)+ P(EIM°)P(M°) 
易 知 P(EIM) =0, 因此 
P=P( 


(5.9) 


P(EIM°) 是 在 已 知 n 一 1 个 人 中 有 一 个 特殊 的 人 (此 人 的 帽子 已 被 第 一 人 选 走 ) 必 
定 选 不 到 自己 帽子 的 条 件 下 , 这 n 一 1 个 人 选 n 一 1 顶 帽子 没有 配对 的 概率 . 此 处 有 
两 种 互 不 相 容 的 选取 方式 : 该 特殊 的 人 没有 选中 第 一 人 的 帽子 且 其 余 的 人 中 也 没 
有 配对 ; 该 特殊 的 人 选中 了 第 一 人 的 帽子 , 且 其 余 的 人 中 也 没有 配对 ,前 者 的 概率 
正 是 P_1( 此 时 可 把 该 特殊 的 人 理解 成 第 一 人 ), 而 后 者 的 概率 为 [1/(n 一 1)]P-2. 
这 样 , 我 们 得 到 


Pe-2 


P(EIM')= Pn-i+ 


于 是 由 (5.9) 式 可 得 


或 等 价 地 有 
-Put = -i(P 1 ~ Pa-2) (5.10) 


但 是 , 由 于 P 表示 n 个 人 在 他 们 的 帽子 中 随机 地 选 一 顶 但 没有 一 人 选中 自己 的 帆 
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子 的 概率 , 我 们 有 如 = 0, PB = 1/2, 从 而 由 (5.10) 式 可 得 : 


PB-P 1 1 1 
及 -及 =- 9 -了 或 总 -站 机 
PB-P 下 1 1 1 
RB-B=-—4 -4T 或 P=-21-3T+ 
一 般 地 , 我 们 有 i 
ee ee —1)" 
Pa ta tn 


(b) 为 了 计算 正好 有 个 配对 的 概率 , 先 考虑 固定 的 某 个 人 , 只 有 他 们 选中 
自己 的 帽子 的 概率 为 
:eR 1 Pp _ (n—k)! 
n nl nk-1l)"* nl! 
其 中 Pk 是 已 知 上 个 人 选中 自己 的 帽子 , 其 余 nn 一 个 人 在 他 们 自己 的 帽子 中 选 
取 而 没 有 配对 的 条 件 概率 , 再 因 这 个 人 有 (%) 种 选 法 , 故 正好 有 k 个 配对 的 概 


率 为 


Pn-k 


| | 四 


概率 论 的 另 一 个 重要 概念 是 事件 的 条 件 独立 性 . 我 们 称 事件 BL 和 Es 对 于 给 
定 的 事件 是 条 件 独立 的 (conditionally independent), 如 果 已 知 FF 发 生 的 条 件 下 ， 
避 发 生 的 概率 不 因 Es 是 否 发 生 而 改变 . 确切 地 说 , 称 i 与 Bo 在 给 定 发 生 之 
下 是 条 件 独立 的 , 如 果 


P(EilE2F) = P(E|F) (5.11) 


或 等 价 地 ， 
P(EiE2|F) = P(Ei|F)P(E2|F) (5.12) 


条 件 独立 的 概念 容易 推广 到 两 个 以 上 事件 的 情形 , 我 们 把 它 留 作 习 题 . 

读者 会 发 现 , 条 件 独立 性 的 概念 在 例 5a 中 已 经 用 过 了 . 在 那里 , 我 们 假定 : 
在 已 知 保险 客户 是 否 为 易 出 事故 的 人 的 情况 下 ,“ 他 在 第 i 年 , i = 1,2,…, 出 一 次 
事故 ” 这些 事件 是 条 件 独立 的 . 下 一 个 例题 , 有 时 也 称 为 拉 普 拉 斯 继承 准则 , 进 一 
步 解释 条 件 独 立 的 概念 . 

例 5e ( 拉 普 拉 斯 继承 准则 ) 盒 中 有 +1 枚 不 均匀 的 硬币 , 抛掷 第 ; 枚 硬币 时 ， 
其 正面 朝 上 的 概率 为 i/k,i = 0,1,… ,k. 从 盒子 中 随机 取出 一 枚 硬币 , 并 重复 地 抛 
掷 , 若 前 ”次 抛掷 结果 都 为 正面 朝 上 , 问 第 n + 1 次 结果 仍 为 正面 朝 上 的 概率 是 
多 大 ? 

解 : 令 Ci 表示 “开始 取出 的 是 第 i 枚 硬币 ”这 一 事件 , i = 0,1,… ,k, Fn 表示 
“前 n 次 结果 都 为 正面 朝 上 ”, H 表示 “第 "+1 次 抛 丘 出 现 正面 朝 上 ”. 所 求 概率 
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P(H|Fn) 为 


大 
P(H|Fn) = 》 P(HIFnCi)P(CilFn) 
i=0 
现 已 知 取出 的 是 第 i 枚 硬币 , 假设 各 次 抛掷 的 结果 是 条 件 独立 的 , 每 次 出 现 正面 朝 
上 的 概率 为 i/k, 于 是 有 


P(HIF,C;) = P(HIC;) = E 


而 且 ， 
PlGiE,) = PGFs) _ _P(FnlC)P(O) (RDC + 1) 
PR 人 
和 PPIC)P(C) DG/ (E+ )] 
j=0 j=0 
因此 有 
大 
DR 
PER = 忆 一 一 一 
DG/r)" 
j=0 


但 当 上 充分 大 时 , 可 利用 积分 近似 
n ) j\n 了 
es fs atdz= ts 17(2) ~ [i 
故 对 很 大 的 大 有 


例 5f ( 序 贯 地 补充 信息 ) 假设 有 n 个 互 不 相 容 且 完全 的 假设 , 其 初始 概率 [有 

时 也 称 为 先 验 (prior) 概 率 ] 为 P(Hi), 并 P(Hi) = 1. 现在 假设 得 到 信息 : 事件 忆 

发 生 , 那么 H; 成 立 的 条 件 概率 为 [有 时 称 为 H; 的 后 验 (posterior) 概 率 ]: 
P(EIHi)P(H:) 


Prala, )P(H;) 人 


P(HilE)= 


现在 , 假设 我 们 首先 知道 Ei 发 生 ， 拓 后 By 发 生 . 那么 , 如 果 仅 仅 得 知 第 一 条 信息 
时 , HH; 为 真 假设 的 条 件 概 率 为 : 
P(EIHi)P(Hi) _ _ P(E|Hi)P(H:) 
P(E1) Dj P(ElH;)P(H;) 
了 


P(HilE) = 
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而 如 果 得 知 两 条 信息 时 , 五; 为 真 假设 的 条 件 概率 P(E) 可 以 如 下 计算 : 
P(EiE2|H;)P(H:) 
P(Hi|E; 二 一 一 一 一 一 一 一 
(FID) = p(B ali) PED) 
用 


然而 , 或 许 有 人 疑惑 , 可 否 这 样 计算 P(Hi|B1Eo): 利用 (5.13) 式 的 右边 , 将 已 替换 
为 包 , 将 P(HH;) 替换 为 P(Hj| 互 ),j = 1,… ,n. 也 即 , 将 P(HHj| 妈 1),j > 1 作为 先 
验 概率 , 将 Eo 作为 新 近 得 到 的 信息 , 然后 利用 (5.13) 式 来 计算 后 验 概率 ? 

解 : 上 述 算法 是 合理 的 , 条 件 是 : 对 每 一 个 了 = 1,… ,n, 在 给 定 有 ; 下 , 事件 
加 和 Es 是 条 件 独 立 的 . 如 果 这 样 , 那么 


P(BiEalHj)= P(EHI)P(ENH) 了 = 


这 样 , 
_ P(EalH)P(BIIH)P(H:) _ P(E2|H)P(BI H') 
2 P(E Es) = Pb 
P(E2|H;)P(Hi|E1)P(E) 加 P(E2|Hi)P(Hi|E) 
PUB Es) 5 


其 中 Q(1,2) = P(BiB2)/P(E1), 由 于 上 式 对 所 有 i 都 成 立 , 我 们 将 上 式 对 i 求 和 
得 到 


TT es 
i=1 i=1 外 


说 明 机 
Q(1,2) = 》 P(E2IHi)P(HilE) 
i=1 
这 样 可 得 结果 为 
名 PE 本 为) = P(A) PIE) 


DP(E2lHi)P(HilE') 


i=1 

举例 来 说 ,假设 有 两 枚 硬币 ， 选 择 一 枚 抛掷 , 令 H; 表示 选中 了 第 i 枚 硬币 ， 
i=1,2, 并 假设 选中 第 i 枚 硬币 后 抛掷 , 正面 朝 上 的 概率 为 pi=1,2. 令 表示 
“对 于 选中 的 硬币 的 第 7 次 的 抛 撕 结果 ”. 抛掷 以 后 , 即 忆 发 生 以 后 , 只 需 将 P(H;) 
进行 修正 , 得 到 P(Hi|E1). 车 以 后 还 有 新 的 试验 结果 Eo, 此 时 只 需 将 P(Hi|E1) 进 
行 修正 , 得 到 P(Hi|Bi 2), 将 P(Hi|B1E2) 重新 写成 P(Hi), 即 忘掉 它 的 历史 . 每 次 
得 到 新 的 试验 结果 , 只 需 将 修正 了 的 P(H;) 再 一 次 进行 修正 即 可 , 而 不 必 考 虑 修正 
的 历史 . 中 


小 结 
对 于 任意 事件 已 和 FF, 已 知 下 发 生 的 条 件 下 , 忆 发 生 的 条 件 概率 记 为 P(E|F)， 


定义 为 如 下 : 
P(EF) 
P(F) 
等 式 P(B1E2… En) = P(EB1)P(Ez|)… P(En|B1… En_1) 称 为 概率 的 乘法 规则 . 
一 个 有 用 的 等 式 P(E) = P(EIF)P(F)+P(EIF°)P(F*) 可 用 来 通过 以 下 是 否 
发 生 为 条 件 计 算 P(E). 
P(E)/P(ie) 称 为 事件 也 的 优势 . 等 式 
P(HIB)  P(H)P(EIH) 
P(H°IE) P(H°)P(EIH:) 
说 明了 当 得 到 一 个 新 的 证 据 E 后 , 瑟 的 优势 等 于 原来 的 优势 值 乘 以 当 五 成 立时 
新 证 据 发 生 的 概率 与 五 不 成 立时 新 证 据 发 生 的 概率 的 比值 
令 五 ,i= 1,.… ,n 为 互 不 相 容 事件 列 , 且 它们 的 并 为 整个 样本 空间 , 等 式 


P(EIF) = 


PEE) = PBI) P(E) 
DP(EIF)P(F:) 
i=1 
称 为 贝 叶 斯 公式 . 如 果 事件 五 ,i = 1,… ,n 为 一 组 假设 , 那么 贝 叶 斯 公式 说 明了 如 


何 计算 当 新 证 据 成 立时 , 这 些 假设 成 立 的 条 件 概率 . 

如 果 P(EF) = P(E)P(F), 那么 我 们 称 事件 EE 和 FF 是 独立 的 . 该 等 式 等 价 于 
P(EIF) = P(E) 或 P(FIE) = P(F). 也 即 ,如果 知道 其 中 之 一 的 发 生 并 不 影响 另 一 
个 的 发 生 的 概率 , 那么 忆 和 下 独立. 

事件 妃 ,… ,En 称 为 独立 的 , 如 果 对 任何 子 集 Ei,,… , Ei,, 有 


P(Ea Ei,)= P(E,). P(E:.) 
对 于 任 一 给 定 事件 F, P(E|F) 可 以 认为 是 样本 空间 的 事件 的 概率 函数 . 


习 题 


。 折 两 枚 均匀 仙 子 , 求 已 知 两 枚 般 子 点 数 不 同 的 条 件 下 , 至 少 有 一 枚 点 数 为 6 的 条 件 概率 . 

。 掷 两 枚 均匀 盘子, 求 给 定 两 枚 般 子 点 数 之 和 为 i 的 条 件 下 , 第 一 枚 点 数 为 6 的 条 件 概率 . 
计算 i 取 值 从 2 到 12 的 所 有 情况 . 

.利用 公式 (2.1), 计算 在 一 手 桥牌 里 , 南北 两 家 持 有 总 共 8 张 黑 桃 的 条 件 下 , 东家 持 有 3 张 
黑 桃 的 条 件 概率 . 

， 掷 两 枚 均匀 盘子 , 在 点 数 和 为 i,i = 2, 3,… ,12 的 条 件 下 , 至 少 有 一 枚 点 数 为 6 的 条 件 概 

率 是 多 大 ? 

坛子 里 有 6 个 白 球 9 个 黑 球 . 如 果 无 放 回 随机 抽取 4 个 , 问 头 两 个 是 白 球 后 两 个 是 黑 球 

的 概率 是 多 大 ? 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


坛子 里 有 12 个 球 , 其 中 8 个 白 球 . 从 中 有 放 回 (无 放 回 ) 抽取 4 个 , 求 已 知 抽取 的 球 中 正 


好 有 3 个 白 球 的 条 件 下 , 第 一 个 球 和 第 三 个 球 是 白 球 的 条 件 概率 (有 放 回 和 无 放 回 情形 下 
分 别 计算 ). 


。 国王 来 自 有 两 个 孩子 的 家 庭 , 问 另 一 个 孩子 是 他 姐妹 的 概率 是 多 大 ? 
。 某 夫妇 有 两 个 孩子 , 已 知 老大 是 女孩 的 条 件 下 两 个 孩子 都 是 女孩 的 条 件 概率 是 多 大 ? 
.假设 有 3 个 坛子 , 坛子 4 有 2 个 白 球 4 个 红 球 , 坛子 B 有 8 个 白 球 4 个 红 球 , 坛子 C 


有 1 个 白 球 3 个 红 球 , 如 果 从 每 个 坛子 各 取 一 球 , 问 正好 取 了 两 个 白 球 的 条 件 下 ,从 坛子 
4 里 取 的 是 白 球 的 条 件 概率 是 多 大 ? 


.随机 无 放 回 地 从 一 副 52 张 牌 里 面 抽取 3 张 , 已 知 第 二 张 和 第 三 张 都 是 黑 桃 , 求 第 一 张 是 


黑 桃 的 条 件 概率 . 


， 随机 无 放 回 地 从 一 副 52 张 牌 中 抽取 2 张 , 令 B 表示 “两 张 都 是 “A””, 令 4。 表示 “ 抽 


中 了 黑 桃 ‘A””, 令 4 表示 “至 少 抽 中 了 一 张 “A””. 

(a) 求 P(B14,); (b) 求 P(BIA). 

某 大 学 毕业 生 欲 参加 前 三 场 精算 师 考试 . 她 将 在 6 月 份 参加 第 一 场 考试 . 若 通 过 了 , 则 在 
7 月 份 参加 第 二 场 . 而 若 又 通过 了 , 则 参加 8 月 份 的 第 三 场 . 如 果 在 某 场 考试 失败 了 , 则 
不 允许 参加 剩 下 的 考试 . 她 通过 首 场 考试 的 概率 为 0.9; 如 果 她 通过 了 首 场 考试 , 则 通过 第 
二 场 考试 的 条 件 概率 为 0.8; 如 果 通 过 了 前 两 场 , 那么 通过 第 三 场 的 条 件 概率 为 0.7. 

(a) 她 通过 全 部 三 场 考试 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 她 没有 通过 全 部 三 场 考试 的 条 件 下 , 她 在 第 二 场 考试 失败 的 条 件 概率 是 多 大 ? 
考虑 一 副 52 张 牌 (有 4 张 “A”) 随机 平均 分 给 4 家 , 每 家 13 张 , 我 们 感 兴趣 于 每 家 
都 有 一 张 “A” 的 概率 p, 令 Es 表示 “第 i 家 恰好 有 1 张 “A””, 利用 乘法 规则 计算 
p= P(EiE2EsEa). 

坛子 里 最 初 有 5 个 白 球 7 个 黑 球 . 每 次 取出 一 个 球 , 记 下 它 的 颜色 并 放 回 坛子 , 同时 再 放 
入 同 颜色 的 2 个 球 . 计算 如 下 概率 : 

(a) 前 两 个 球 是 黑色 , 接 下 来 两 个 球 是 白色 ; (b) 抽取 的 前 四 个 球 当中 , 正好 有 2 个 黑 球 . 
吸烟 的 怀孕 妇女 宫外孕 的 概率 是 不 吸烟 妇女 的 两 倍 . 如 果 有 32% 的 孕妇 吸烟 , 那么 宫 外 
孕 孕 妇 吸 烟 的 概率 是 多 大 ? 

数据 显示 , 98% 的 婴儿 分 娩 是 安全 的 . 然而 有 15% 的 分 娩 是 剖腹 产 . 当 采 用 剖腹 产 时 , 婴 
儿 的 生存 概率 为 96%. 问 采用 非 剖 腹 产 的 孕妇 , 其 婴儿 的 生存 概率 是 多 大 ? 

某 个 社区 , 36% 的 家 庭 有 一 条 狗 , 22% 的 家 庭 既 有 一 条 狗 , 又 有 一 只 猫 , 另外 , 30% 的 家 
庭 有 一 只 猫 . 求 : 

(a) 随机 选择 一 个 家 庭 , 为 既 有 猫 又 有 和 狗 的 概率 ; 

(b) 随机 选择 一 个 家 庭 , 已 知 该 家 庭 有 猫 的 条 件 下 , 还 有 一 条 狗 的 条 件 概率 . 

某 城市 中 , 46% 的 人 无 党 派 , 30% 的 人 属于 自由 党 , 24% 的 人 属于 保守 党 . 在 最 近 一 次 地 
方 选举 中 , 35% 的 无 党 派 人 士 、62% 的 自由 党 员 、58% 的 保守 党 员 参与 了 选举 , 随机 选择 
一 位 选民 , 假定 他 参与 了 地 方 选举 , 求 以 下 概率 : 

(a) 他 是 无 党 派 人 士 ; ”(b) 他 是 自由 党 党 员 ; 

(c) 他 是 保守 党 党 员 ? ”(d) 有 多 少 比例 的 人 参与 了 地 方 选举 ? 
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19. 参加 过 一 个 “戒烟 班 ” 的 人 , 有 48% 的 女性 和 37% 的 男性 在 结束 后 一 年 内 坚持 没有 吸烟 ， 
这 些 人 参加 了 年 末 的 庆功 会 . 如 果 一 开始 , 班 里 有 62% 的 男性 , 问 : 
(a) 参加 庆功 会 的 女性 有 多 大 比例 ? 
(b) 参加 庆功 会 的 人 数 占 全 班 的 百分比 是 多 少 ? 

20. 某 大 学 里 , 52% 的 学 生 为 女生 , 5% 的 学 生 专 业 为 计算 机 科学 , 2% 的 学 生 为 计算 机 科学 专 
业 的 女生 . 如 果 随 机 挑选 一 名 学 生 , 求 以 下 条 件 概率 : 
(a) 在 已 知 该 学 生 主 修 计算 机 科学 的 条 件 下 , 该 生 为 女生 的 条 件 概率 ; 
(b) 已 知 该 生 为 女生 的 条 件 下 , 该 生 主 修 计 算 机 科学 的 条 件 概率 

21. 总 共有 500 对 职业 夫妇 参与 了 关于 年 薪 的 调查 , 以 下 是 调查 结果 : 


丈夫 
六 :于 低 于 25 000 美元 高 于 25 000 美元 
低 于 25 000 美元 212 198 
高 于 25 000 美元 36 54 


举例 说 明 , 其 中 有 36 对 夫妇 , 妻子 年 薪 超 过 25 000 美元 , 而 丈夫 低 于 25 000 美元 . 如 果 
随机 挑选 一 对 夫妇 , 求 以 下 概率 : 

(a) 丈夫 年 薪 低 于 25 000 美元 ; 

(b) 丈夫 年 薪 高 于 25 000 美元 的 条 件 下 , 妻子 年 薪 超 过 25 000 美元 的 条 件 概率 ; 

(c) 丈夫 年 薪 低 于 25 000 美元 的 条 件 下 , 妻子 年 薪 超过 25 000 美元 的 条 件 概率 . 

22， 分 别 掷 一 枚 红 、 蓝 、 黄 色 般 子 (都 是 6 面 ), 我 们 感 兴 趣 于 蓝 散 子 点 数 小 于 黄山 子 点 数 ， 而 
黄 般 子 点 数 小 于 红 般 子 点 数 的 概率 . 也 即 , 令 B,Y, 尺 分 别 表示 蓝 、 黄 、 红 般 子 的 点 数 , 我 
们 感 兴趣 P(B <Y < R). 

(a) 没有 两 个 盘子 点 数 一 样 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 已 知 没有 两 个 般 子 点 数 一 样 的 情况 下 , B < Y < R 的 概率 是 多 大 ? 
(e) 求 PLB <Y < RR). 

23. 坛子 1 有 2 个 白 球 4 个 红 球 , 而 坛子 I 有 1 个 白 球 1 个 红 球 , 随机 从 坛子 1 里 取 一 个 球 

放 入 坛子 IT 然后 随机 从 坛子 II 中 取 一 个 球 ， 

(a) 从 坛子 II 中 取出 的 球 是 白 球 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 从 坛子 II 中 取出 的 是 白 球 , 问 从 第 一 个 坛子 中 取出 的 放 入 第 工 个 坛子 的 球 是 白 
球 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

24. 在 一 个 坛子 里 放 入 两 个 球 , 假设 在 放 入 之 前 , 每 个 球 分 别 以 概率 为 1/2 涂 成 黑色 , 以 概率 
为 1/2 涂 成 金色 . 假设 两 个 球 的 涂 色 是 相互 独立 的 . 

(a) 假设 你 已 知 金色 的 颜料 已 经 用 过 (也 即 至 少 有 一 个 球 涂 成 了 金色 )， 计算 两 个 球 都 涂 
成 金色 的 概率 - 

(b) 假设 坛子 倒 了 , 一 个 球 掉 了 出 来 , 是 金色 , 那么 其 中 两 个 球 都 是 金色 的 概率 是 多 大 ? 并 
解释 . 

25。 以 下 方法 用 来 估计 100 000 人 的 城镇 里 的 50 岁 以 上 的 人 口 的 数量 :“ 当 你 在 街 上 散步 时 ， 
数 一 数 你 碰 到 的 超过 50 岁 的 人 数 , 再 算出 它们 占 你 遇 到 的 人 的 百分数 , 这 样 做 几 天 后 , 用 
100 000 去 乘 得 到 的 百分数 就 是 所 求 的 估 值 ，” 对 这 个 方法 作出 你 的 评论 . 
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提示 : 设 这 个 城市 中 超过 50 岁 的 人 所 占 比 例 为 p, 另外 , 令 aa 表示 一 个 50 岁 以 下 的 人 
花费 在 街 上 的 时 间 所 占 的 比例 , aa 表示 一 个 超过 50 岁 的 人 的 相应 比值 , 这 个 方法 估计 的 
是 什么 量 ? 什么 时 候 这 个 估计 值 近似 等 于 p? 

假设 有 5% 的 男性 和 0.25% 的 女性 为 色盲 , 并 假定 男性 和 女性 的 数量 相等 ， 随 机 选择 一 
个 色盲 的 人 , 他 是 男性 的 概率 是 多 大 ? 如 果 男 性 的 数量 是 女性 的 两 倍 呢 ? 

一 公司 所 有 员工 都 开车 去 上 班 . 公司 希望 估计 出 每 个 车 内 乘员 的 平均 数 . 下 面 提供 的 方法 
中 , 哪 一 个 是 正确 的 ? 并 给 出 解释 . 

(a) 随机 地 找 n 个 人 , 问 他 们 所 乘 的 车 内 有 多 少 人 , 求 出 其 平均 值 ; 

(b) 随机 地 选 n 辆 车 , 数 一 数 车 内 的 人 数 , 然后 求 平均 值 . 

一 副 52 张 牌 扣 在 桌 上 , 每 次 翻 开 一 张 , 直到 出 现 第 一 张 “A”. 已 知 第 一 张 “A” 出 现在 第 
20 张 翻 牌 , 问 接 下 来 的 牌 是 以 下 牌 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

(a) 黑 桃 “A”. (b) 梅花 2. 


,盒子 里 有 15 个 网 球 , 其 中 9 个 球 还 没 用 过 . 随机 抽取 3 个 , 用 它们 练 球 , 之 后 放 回 盒子 . 


随后 , 又 随机 从 中 再 抽取 3 个 , 求 其 中 没有 一 个 球 被 用 过 的 概率 是 多 大 ? 


， 两 个 盒子 , 一 个 里 面 有 黑白 弹子 各 一 个 , 另 一 个 有 2 个 黑 弹 子 , 1 个 白 弹子 . 随机 挑选 一 个 


盒子 , 再 随机 从 中 取出 一 个 弹子 , 问 是 黑 弹 子 的 概率 是 多 大 ? 已 知 弹子 是 白 的 条 件 下 , 选 
中 的 盒子 是 第 一 个 盒子 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

阿 奉 娜 夫人 接受 了 一 次 癌症 活体 组 织 检查 . 她 不 愿意 这 次 检查 影响 自己 周末 的 情绪 . 若 她 
告诉 医生 , 只 有 好 消息 时 才 打 电话 通知 结果 . 这 样 ， 当 医生 不 打 电话 时 , 她 仍然 可 下 结论 : 
她 的 结果 是 不 好 的 .学 过 概率 的 阿 奎 娜 夫人 要 求 医生 , 首先 掷 一 枚 硬币 , 若 硬币 为 正面 朝 
上 , 那么 当 检 验 结果 是 好 消息 时 , 医生 就 及 时 通知 她 ， 当 检验 结果 是 坏 消息 时 ,就 不 通知 
她 . 若 硬币 为 反面 朝 上 时 , 医生 就 不 必 打 电话 . 这 样 , 即使 医生 不 打 电 话 , 并 不 意味 着 “一 
定 是 坏 消息 ”, 记 a 为 检查 结果 为 癌症 的 概率 , 6 为 医生 不 打 电话 的 条 件 下 , 检验 结果 为 
癌症 的 条 件 概率 . 

(a) a 和 B 哪个 大 ? (b) 求 出 8 和 a 之 间 的 关系 , 验证 (a) 中 结论 . 

某 家 庭 有 j 个 孩子 的 概率 为 pj, 其 中 pi = 0.1, pa 二 0.25, ps =0.35,ps 二 0.3. 随机 从 该 家 
庭 挑选 一 个 孩子 , 已 知 这 孩子 为 该 家 庭 里 最 大 的 孩子 , 求 该 家 庭 有 以 下 数量 孩子 的 条 件 概 
率 : 

(a) 仅仅 一 个 孩子 ， (b) 有 4 个 孩子 . 

如 果 随 机 挑选 的 一 个 孩子 是 该 家 庭 里 最 小 的 孩子 , 重 做 (a) 和 (b). 

在 下 雨天 , 乔 以 概率 0.3 迟到 , 而 晴天 , 乔 迟 到 的 概率 为 0.1. 根据 天 气 预报 , 明天 下 雨 的 
概率 为 0.7. 

(a) 求 出 乔 明天 按时 上 班 的 概率 . 

(b) 实际 上 乔 在 第 二 天 是 准时 上 班 的 , 问 第 二 天 下 雨 的 概率 是 多 少 ? 

在 例 3f 中 , 假定 新 的 证 据 仅 仅 表明 罪犯 具有 该 特征 的 可 能 性 为 90%. 这 种 情形 下 , 嫌疑 
犯 确实 犯罪 的 可 能 性 是 多 大 (假设 嫌疑 人 具有 该 特征 )? 

圣诞 节 送 给 孩子 的 礼物 都 是 被 藏 起 来 的 . 通常 以 0.6 的 概率 是 由 母亲 藏 的 , 以 0.4 的 概率 
是 由 父亲 藏 的 . 当 母 亲 藏 的 时 候 , 以 70% 的 概率 藏 于 楼 上 , 30% 的 概率 藏 于 楼 下 . 而 父亲 
藏 的 时 候 , 则 以 相等 的 可 能 性 藏 于 楼 上 或 楼 下 . 
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(a) 礼物 放 在 楼 上 的 概率 有 多 少 ? 
(b) 已 知礼 物 放 在 楼 下 , 这 个 礼物 是 由 父亲 藏 的 概率 有 多 大 ? 
商店 A,B,C 各 有 50、75 和 100 名 员工 , 其 中 50%, 60% 和 70% 是 女性 . 我 们 假定 每 个 
员工 的 辞职 是 等 可 能 的 , 而 且 不 分 员工 的 性 别 . 有 个 员工 辞职 了 , 而 且 是 女性 , 问 她 在 C 
店 工作 的 概率 是 多 大 ? 
(a) 某 赌 徒 口 绕 里 有 一 枚 均匀 硬币 , 还 有 一 枚 两 面 都 为 正面 的 硬币 . 他 随机 从 中 取出 一 枚 

并 掷 之 , 发 现 是 正面 朝 上 , 问 搓 的 是 对 称 硬 币 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 假设 他 将 那 枚 硬币 再 搓 一 次, 发 现 还 是 正面 朝 上 . 那么 它 是 对 称 硬币 的 概率 是 多 大 ? 
(c) 假设 他 第 三 次 掷 那 枚 硬币 ,发 现 是 反面 朝 上 . 那么 它 是 对 称 硬币 的 概率 是 多 大 ? 
坛子 A 里 有 5 个 白 球 7 个 黑 球 . 坛子 B 里 有 3 个 白 球 12 个 黑 球 . 我 们 投掷 一 枚 对 称 
硬币 , 如 果 结果 为 正面 朝 上 , 从 A 里 取 一 个 球 , 而 如 果 结果 为 反面 朝 上 , 则 从 B 里 取 一 个 
球 . 假设 取出 的 是 一 白 球 , 问 硬币 是 反面 朝 上 的 概率 是 多 大 ? 
在 例 3a 中 , 已 知 投保 人 第 一 年 内 没 发 生 事故 , 问 第 二 年 发 生 事故 的 条 件 概率 是 多 大 ? 
坛子 里 有 5 个 白 球 , 7 个 红 球 . 考虑 如 下 方式 取出 3 个 : 每 一 步 取出 一 个 , 并 记 下 颜色 , 然 
后 把 它 放 回 坛子 , 同时 再 放 进 一 个 同 颜色 的 球 , 求 取出 的 3 个 球 满足 下 列 条 件 的 概率 : 
(a) 没有 白 球 ， (b) 只 有 1 个 白 球 ; (ce) 是 3 个 白 球 ; (d) 刚好 有 2 个 白 球 . 
一 副 洗 好 的 牌 分 成 两 半 , 各 26 张 . 从 其 中 一 半 里 取出 1 张 , 发 现 是 “A”. 然后 将 它 放 入 
另 一 半 里 , 并 将 这 27 张 牌 重新 洗 匀 , 从 中 取出 一 张 . 计算 这 张 牌 是 “<A” 的 概率 . 
提示 : 以 取出 的 是 否 是 放 进去 的 那 一 张 为 条 件 . 
A,B,C 三 个 属 师 烘 烤 一 种 饼 , 烤 坏 的 概率 分 别 为 0.02, 0.03 和 0.05. 在 它们 工作 的 餐厅 
内 , 这 种 饼 , A 烘 的 占 50%, B 烘 的 占 30%, C 烘 的 占 20%. 问 在 烤 坏 的 饼 中 , 由 A 烘 烤 
的 占 多 大 比例 ? 
盒子 里 有 3 枚 硬币 , 第 一 枚 两 面 都 为 正面 , 第 二 枚 为 正常 硬币 , 第 三 枚 是 不 对 称 的 , 它 出 
现 正面 朝 上 的 概率 为 75%. 从 中 随机 挑 一 枚 硬币 并 掷 出 去 发 现 是 正面 朝 上 , 问 它 是 两 面 
都 为 正面 的 概率 是 多 大 ? 
监狱 看 守 通知 三 个 四 犯 , 在 他 们 中 要 随机 选择 一 个 处 决 , 而 把 另 两 个 释放 . 办 犯 A 请 求 看 
守 秘 密 地 告诉 他 ， 另 外 两 个 囚犯 中 谁 将 获得 自由 ，A 声言 :“ 因 为 我 已 经 知道 他 们 两 人 中 
至 少 有 一 个 获得 自由 , 所 以 你 江油 这 点 消息 是 无 妨 的 .” 但 是 看 守 拒绝 回答 这 个 问题 , 他 对 
A 说 :“ 如 果 你 知道 了 你 的 同伙 中 谁 将 获释 , 那么 , 你 自己 被 处 决 的 概率 将 由 1/3 增加 到 
1/2, 因为 你 就 成 了 剩 下 的 两 个 未 决定 命运 的 办 犯 中 的 一 个 了 .” 对 于 看 守 的 上 述 理由 ， 你 
怎么 评价 ? 
假定 有 10 枚 硬币 , 掷 第 i 枚 硬币 正面 朝 上 的 概率 为 i/10,; = 1,2,… ,10. 先 随机 选择 一 
枚 硬币 掷 出 , 结果 为 正面 , 问 它 是 第 5 枚 硬币 的 概率 是 多 大 ? 
某 年 内 , 投保 的 男 司 机 索赔 的 概率 为 pm, 而 投保 的 女 司机 索赔 的 概率 为 py, 其 中 pf 了 pm 
男 司机 占 的 比例 为 a,0 < a < 1. 随机 挑选 一 名 司机 , 令 4; 表示 “该 司机 第 i 年 索赔 "这 
一 事件 , 证 明 

P(A2|A1) > P(A!) 

给 出 上 述 不 等 式 的 直观 解释 . 
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坛子 里 有 5 个 白 球 , 10 个 黑 球 . 掷 一 枚 对 称 般 子 , 掷 出 几 点 就 从 坛子 中 取 几 个 球 , 取出 的 
球 都 是 白 球 的 概率 是 多 大 ? 在 取出 的 球 都 是 白 球 的 条 件 下 , 兢 出 的 般 子 点 数 为 3 的 条 件 
概率 是 多 大 ? 
两 个 外 形 一 样 的 橱柜 都 有 2 个 抽 层 . A 柏 柜 每 个 抽 民 里 有 一 个 银币 ，B 橱柜 有 一 个 抽 层 
里 有 一 枚 银币 , 另 一 抽 层 有 枚 金币 .随机 挑选 一 个 橱柜 , 打开 其 中 一 个 抽 层 , 发 现 是 一 枚 
银币 , 求 男 一 个 抽 展 里 也 是 银币 的 概率 . 
前 列 腺 癌 是 男性 中 比较 常见 的 一 种 癌 . 男性 是 否 患 有 前 列 腺 癌 , 医生 经 常 进行 一 项 检查 ， 
测量 仅 由 前 列 腺 分 泌 的 PSA(prostate specific antigen) 蛋白 质 水平 . 这 种 检查 是 出 了 名 
地 靠不住 . 事实 上 , 一 个 未 患 前 列 腺 瘤 的 男性 其 PSA 水 平 偏 高 的 概率 为 0.135, 而 他 确实 
有 癌症 的 情况 下 , 此 概率 增 至 0.268， 如果 一 个 医生 用 其 他 方法 诊断 该 男士 有 70% 的 可 
能 患 有 前 列 腺 癌 , 给 定 下 列 条 件 下 , 他 患 有 癌症 的 条 件 概率 是 多 大 ? 
(a) 检查 指标 为 高 水 平 . (b) 检查 指标 不 为 高 水 平 . 
车 假设 医生 最 初 有 30% 的 把 握 认为 他 有 癌症 , 重 做 以 上 问题 . 
某 保险 公司 把 被 保险 人 分 成 如 下 三 类 :“ 好 的 ”“ 一 般 的 "“ 高 风险 的 ”统计 资料 表明 ， 
对 于 上 述 三 种 人 而 言 , 在 一 年 期 内 卷 入 某 一 次 事故 的 概率 依次 为 0.05, 0.15 和 0.30. 如 果 
“好 的 ”被 保险 人 占 人 口 的 20%,“ 一 般 的 ” 占 50%,“ 高 风险 的 ” 占 30%. 试问 在 固定 的 一 
年 中 出 事故 的 人 口 占 多 大 比例 ? 如 果 某 被 保险 人 在 1997 年 没 出 事故 , 他 是 “好 的 ”(“ 一 
般 的 ”) 概率 是 多 大 ? 
某 员工 为 了 找到 新 工作 , 请 其 领导 写 封 推荐 信 . 她 估计 如 果 得 到 了 强 有 力 的 推荐 , 那么 有 
80% 的 可 能 找到 工作 ; 如 果 得 到 了 一 般 的 推荐 , 那么 40% 的 可 能 找到 工作 ; 如 果 得 到 比 
较 弱 的 推荐 , 那么 只 有 10% 的 可 能 找到 工作 . 而 且 她 估计 她 得 到 强 有 力 的 推荐 、 一 般 的 
推荐 和 较 弱 的 推荐 的 概率 分 别 为 0.7,0.2,0.1. 
(a) 她 有 多 大 的 把 握 认为 她 会 找到 新 工作 ? 
(b) 已 知 她 找到 了 新 工作 , 她 得 到 了 强 有 力 的 推荐 、 一 般 的 推荐 以 及 较 弱 的 推荐 的 条 件 概 
率 各 是 多 少 ? 
(c) 已 知 她 没 找 到 新 工作 , 她 得 到 了 强 有 力 的 推荐 、 一 般 的 推荐 以 及 较 弱 的 推荐 的 条 件 概 
率 各 是 多 少 ? 

一 个 高 中 学 生 非常 焦急 地 等 待 大 学 录取 通知 书 . 她 估计 在 她 被 录取 (不 被 录取 ) 的 条 件 下 ， 
在 下 周 各 天 内 收 到 信件 的 概率 如 下 表 . 

日 期 P( 收 到 信件 | 被 录取 ) P( 收 到 信件 | 未 录取 ) 

周一 0.15 0.05 

周二 0.20 0.10 

= 0.25 0.10 

周 四 0.15 0.15 

周 五 0.10 0.20 
同时 , 估计 被 录取 的 概率 为 0.6. 
(a) 星期 一 收 到 信件 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 星期 一 没收 到 信件 的 条 件 下 , 星期 二 收 到 信件 的 概率 ? 


53. 


54. 
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59. 


60. 


(c) 车 星期 三 以 前 未 收 到 信件 , 她 被 录取 的 概率 有 多 大 ? 

(d) 如 果 她 在 星期 四 收 到 信件 , 她 被 录取 的 条 件 概率 有 多 大 ? 

(e) 本 周 她 没收 到 信件 , 问 她 被 录取 的 条 件 概率 有 多 大 ? 

并 联系 统 当 其 中 只 要 有 一 个 元 件 有 效 时 就 工作 正常 ， 考 虑 一 个 有 n 个 元 件 的 并 联系 统 ， 

假设 每 个 元 件 独立 地 有 效 工 作 的 概率 为 1/2, 计算 已 知 系统 工作 正常 的 条 件 下 , 元 件 1 工 

作 正 常 的 条 件 概 率 . 

在 下 列 (a) 到 (e) 的 情形 中 , 如 果 你 必须 建立 一 个 关于 事件 EE 和 FF 的 数学 模型 , 哪 种 情 

形 你 可 认为 它们 是 独立 的 ? 试 解释 原因 . 

(a) 已 表示 某 个 女 商人 是 蓝 眼睛 , 而 FF 表示 她 的 秘书 也 是 蓝 眼睛 . 

(b) 五 表示 某 教授 有 辆 汽车 , FF 表示 他 的 名 字 出 现在 电话 短 里 . 

(c) 忆 表示 某 男人 身高 低 于 6 英尺 , 而 已 表示 其 体重 超过 200 磅 . 

(d) 巨 表示 某 妇 女生 活 在 美国 , 而 下 表示 她 生活 在 西半球 . 

(e) 已 表示 明天 会 下 雨 , 而 表示 后 天 还 会 下 雨 . 

某 课堂 里 已 知 有 4 个 一 年 级 男生 , 6 个 一 年 级 女生 , 还 有 6 个 二 年 级 男生 . 如 果 从 中 随机 

选择 一 个 学 生 , 且 其 性 别 和 年 级 是 独立 的 , 那么 此 课堂 有 多 少 个 二 年 级 女生 ? 

你 一 直 在 收集 优惠 券 , 假设 一 共有 m 种 优惠 券 . 若 每 次 收集 优惠 券 时 , 得 到 第 i 种 优惠 

券 的 概率 为 pi,i = 1,.… ,m. 假设 你 正 收集 第 n 张 优惠 券 , 那么 它 是 一 张 新 类 型 (以 前 

未 曾 收集 到 ) 的 概率 有 多 大 ? 

提示 : 以 这 张 优惠 券 的 种 类 为 条 件 . 

一 个 关于 股价 变化 的 简化 模型 为 : 每 一 天 股价 上 涨 一 个 单位 的 概率 为 p, 下 跌 一 个 单位 的 

概率 为 1 - p, 不 同 天 里 的 变化 认为 是 独立 的 . 

(a) 2 天 后 股价 仍 维持 在 初始 水 平 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 3 天 后 股价 上 涨 1 个 单位 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 已 知 三 天 后 股价 上 涨 了 一 个 单位 , 问 第 一 天 股价 上 涨 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

我 们 希望 模拟 掷 一 枚 均匀 硬币 的 试验 , 但 是 我 们 只 有 一 枚 不 一 定 均匀 的 硬币 , 其 正面 朝 上 

的 概率 为 未 知 的 p(p 不 一 定 为 1/2). 考虑 下 面 步骤 : 

(1) 掷 一 次 硬币 ; (2) 再 掷 一 次 硬币 ; 

(3) 如 果 上 面 两 次 结果 一 样 , 回 到 第 1 步 ; (4) 最 后 一 次 掷 出 的 结果 , 作为 试验 结果 

(a) 证 明 : 这 样 得 到 的 结果 , 正面 朝 上 或 朝 下 的 概率 是 一 样 的 . 

(b) 如 果 我 们 简化 了 步骤 . 将 硬币 掷 到 出 现 两 次 不 同时 为 止 , 将 最 后 一 次 按 硬 币 的 结果 作 
为 试验 结果 . 这 样 做 可 以 吗 ? 

独立 抛掷 一 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p, 前 四 次 结果 如 下 的 概率 是 多 大 ? 

(a) H,H,H,H; (b) T,H,H,H; 

(c) 在 连续 掷 硬币 过 程 中 , T,H,H,H 出 现在 H,H,H,H 之 前 的 概率 是 多 大 ? 

提示 : 对 于 (c), 在 什么 条 件 下 HH,H,H,H 先 发 生 ? 

人 眼 的 颜色 由 一 对 基因 决定 . 如 果 都 为 蓝 色 基因 , 那么 眼睛 为 蓝 色 ; 如 果 都 为 棕色 基因 , 那 

么 眼睛 为 棕色 . 如 果 一 个 是 蓝 色 基因 , 一 个 是 棕色 基因 , 那么 眼睛 为 棕色 . (我 们 称 棕色 基 

因 比 蓝 色 基因 占 优势 .) 一 个 新 生 儿 独立 地 从 其 父母 处 各 得 到 一 个 遗传 基因 , 父亲 的 基因 

对 中 的 任 -一 基因 以 相等 的 概率 遗传 给 他 的 孩子 ， 母 亲 的 情况 也 是 一 样 的 .假设 史密斯 及 

其 父母 眼睛 都 为 棕色 , 但 其 姐姐 眼睛 为 蓝 色 . 
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(a) 史密斯 拥有 蓝 色 基因 的 概率 多 大 ? 假设 史密斯 先生 的 夫人 眼睛 为 蓝 色 . 

(b) 他 们 第 一 个 孩子 的 眼睛 为 蓝 色 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 如 果 他 们 第 一 个 孩子 的 眼睛 为 棕色 , 它们 第 二 个 孩子 眼睛 为 棕色 的 概率 是 多 大 ? 

有 关 白 化 病 的 基因 记 为 A 和 a, 只 有 从 其 父母 都 遗传 得 到 了 基因 a 的 人 才 会 得 白化 病 . 

有 基因 对 A,a 的 人 在 外 表 上 是 正常 的 , 但 是 因为 他 能 将 其 基因 传 给 下 一 代 , 因此 称 为 携带 

者 . 现 假设 有 一 对 正常 的 夫妇 有 两 个 小 孩 , 其 中 有 一 个 为 白化 病 . 假设 另 一 个 未 得 白化 病 

的 孩子 将 来 与 一 个 白化 病 携带 者 结婚 . 

(a) 他 们 的 第 一 个 孩子 得 白化 病 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 他 们 的 第 一 个 孩子 未 得 白化 病 的 条 件 下 ， 第 二 个 孩子 得 白化 病 的 条 件 概率 是 多 
大 ? 

芭 芭 拉 和 售 安 娜 出 去 射击 . 假设 芭 芭 拉 每 次 射击 击 中 目标 ( 木 鸭 子 ) 的 概率 为 pl, 而 售 安 

娜 每 次 射击 击 中 目标 的 概率 为 pz. 假设 她 们 同时 射击 同一 目标 . 如 果木 鸭子 翻 了 (表示 射 

中 了 ), 以 下 事件 概率 是 多 大 ? 

(a) 两 人 都 射 中 了 . (b) 芭 芭 拉 射 中 了 . 

其 中 作 了 怎样 的 独立 性 假设 ? 

A 和 B 卷 入 一 场 决斗. 决斗 的 规则 是 : 捡 起 自己 的 枪 , 并 同时 射击 对 方 . 如 果 有 一 人 或 两 

人 都 被 射 中 , 那么 决斗 结束 ， 如果 两 人 都 射 空 ， 那 么 重复 过 程 ， 假 设 每 次 射击 结果 都 是 独 

立 的 , 且 A 射 中 B 的 概率 为 pA, B 射 中 A 的 概率 ps, 计算 

(a) A 没 被 击 中 的 概率 ; (b) A,B 都 被 击 中 的 概率 ; 

(c) n 局 决斗 后 决斗 停止 的 概率 ; (d) A 没 被 击 中 的 条 件 下 , n 局 决斗 停止 的 条 件 概率 ; 

(e) 两 人 都 被 击 中 的 条 件 下 , m 局 决斗 停止 的 条 件 概率 . 

在 一 个 答题 秀 节目 上 , 一 对 夫妇 过 到 了 一 道 题 , 丈夫 和 妻子 独立 给 出 正确 答案 的 概率 都 为 

p. 对 于 这 对 夫妇 , 以 下 哪个 策略 更 好 ? 

(a) 任 选 一 个 人 并 让 其 答题 . 

(b) 他 们 俩 都 给 出 问题 的 答案 , 如 果 答 案 一 致 , 那么 就 采用 这 答案 , 如 果 答案 不 一 致 , 那么 
抑 硬 币 决定 采取 谁 的 答案 . 

在 习题 64 中 , 若 p = 0.6, 且 夫妇 采用 (b) 的 策略 , 那么 在 如 下 条 件 下 夫妇 给 出 正确 答 

案 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

(a) 夫妇 给 出 的 答案 一 致 (b) 夫妇 给 出 的 答案 不 一 致 . 

在 图 3.4 中 所 示 的 电路 里 , 第 i 个 继电器 闭合 的 概率 为 pi,i = 1,2,3,4,5. 如 果 所 有 继 电 

器 的 功能 相互 独立 , 试 对 如 下 (a)、(b) 两 种 情况 , 分 别 求 出 A 和 B 之 间 是 通路 的 概率 . 

提示 : 对 于 (b), 以 继电器 3 是 否 闭合 为 条 件 . 

一 个 由 个 部 件 组 成 的 系统 称 为 “k - n” 系统 (k < n), 如 果 此 系统 运行 当 且 仅 当 它 的 m 

个 部 件 中 至 少 有 大 个 部 件 运行 . 假设 它 的 各 部 件 运行 是 相互 独立 的 . 

(a) 如 果 第 i 个 部 件 运行 的 概率 为 pi,i = 1, 2,3, 4, 求 一 个 “2 - 4” 系统 运行 的 概率 . 

(b) 试 对 “3 - 5” 系统 求 出 上 述 概率 ; 

(c) 假设 一 个 “k - n” 系统 所 有 的 Pi 都 等 于 p( 即 Pi = p,i = 1,2… ,n), 试 对 此 系统 求 
出 上 述 概率 . 
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68. 在 习题 66(a) 中 , 已 知 A 和 B 是 通路 的 条 件 下 , 求 继电器 1 和 2 均 闭合 的 概率 . 
(一 一 
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一 一 
b= 
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1 4 
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中 
图 3.4 习题 66 中 的 电路 示意 图 


69. 某 种 生物 具有 一 对 基因 组 , 其 中 每 个 基因 组 由 5 个 不 同 的 基因 组 成 . 这 5 个 基因 用 5 个 
英文 字母 表示 . 每 个 基因 有 两 种 特性 , 分 别 用 大 小 字母 来 区 别 . 大 写字 母 表示 显 性 , 小 写 
字母 表示 隐 性 ， 若 某 生物 具有 基因 对 (x, X), 此 时 , 该 生物 表现 基因 X 的 特征 . 例如 , X 
代表 棕色 眼睛 , x 代表 蓝 色 眼睛 , 那么 具有 (X,X) 或 (x,X) 的 都 是 棕色 眼睛 , 而 (x,x) 时 
为 蓝 色 眼 睛 ， 生 物 的 表现 特征 (phenotype) 与 基因 特征 (genotype) 是 有 区 别 的 . 例如 , 一 
个 生物 具有 基因 特征 aA,bB,cc,dD,ee, 另 一 个 生物 具有 基因 特征 AA,BB,ccDD,ee, 它们 
的 基因 特征 不 同 , 但 表现 特征 是 相同 的 . 对 于 每 一 种 基因 的 基因 对 , 交配 双方 都 随机 地 贡 
献 其 中 一 个 . 例如 , 对 某 种 基因 , 父 方 的 基因 为 (X,x), 母 方 的 基因 为 (X,X), 此 时 , 其 子女 
接受 父 方 的 一 个 X( 或 x), 母 方 的 一 个 X, 构成 子女 的 基因 的 两 个 特征 . 现在 设 交配 双方 
的 5 种 基因 组 分 别 为 aA,bB,cC,dD,eE 和 aa,bB,cc,Ddyee. 分 别 计算 子女 的 (i) 基因 特征 
和 (i) 表现 特征 与 (a) 第 一 个 亲 代 相 同 的 概率 ; (b) 第 二 个 亲 代 相同 的 概率 (c) 某 一 
个 亲 代 相同 的 概率 ; (d) 与 两 个 亲 代 都 不 相同 的 概率 . 

(第 一 个 亲 代 指 基因 组 为 aA, bB, cC, dD, eE 的 亲 代 ， 第 二 个 亲 代 指 基因 组 为 aa, 
bB, cc, Dd, ee 的 亲 代 .) 

70. 女王 有 50% 的 可 能 携带 有 血 友 病 的 基因 . 如 果 她 是 一 个 携带 者 , 那么 每 个 王子 都 有 50% 
的 可 能 有 血 友 病 . 如 果 女 王 有 3 个 王子 , 且 都 没有 血 友 病 . 那么 女王 是 换 带 者 的 概率 有 多 
大 ? 如 果 有 第 四 个 王子 , 那么 他 有 血 友 病 的 概率 有 多 大 ? 

71. 在 1982 年 12 月 30 日 , 美国 全 国 棒球 协会 西部 赛区 积分 榜 排名 前 三 名 如 下 : 
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球 队 毫 输 
亚特兰大 勇士 87 72 
旧金山 巨人 86 73 
洛杉矶 艇 内 者 86 73 


每 个 队 还 剩 三 场 比赛 需要 打 , 巨人 队 的 所 有 三 场 比赛 的 对 手 是 躲闪 者 , 而 勇士 队 的 所 有 三 
场 比赛 的 对 手 是 圣迭戈 教士 队 . 假设 所 有 比赛 结果 是 独立 的 , 且 每 场 比赛 双方 获得 胜利 的 
可 能 性 是 一 样 的 ， 那 么 各 个 队 取得 排名 第 一 的 概率 是 多 大 ? (如 果 两 个 队 并 列 第 一 , 还 需 
要 进行 附加 赛 , 以 决定 名 次 , 此 时 , 假定 各 队 获 胜 概率 为 1/2.) 

市 政委 员 会 由 7 人 组 成 , 其 中 包含 一 个 由 3 人 组 成 的 核心 委员 会 . 一 个 新 的 法 律 提案 首 
先 由 核心 会 员 会 表决 . 若 核心 委员 会 中 有 2 人 以 上 同意 , 才能 拿 到 全 体委 员 会 上 讨论 . 一 
旦 到 了 全 体委 员 会 ,只 要 有 4 票 以 上 通过 , 这 个 新 的 法 律 提案 就 生效 ， 现 在 有 一 新 的 法 
律 提 案 . 设 每 个 委员 以 概率 p 同意 这 个 提案 , 并 且 相 互 独立 地 作出 投票 决定 . 求 一 个 核心 
委员 会 成 员 起 决定 作用 的 概率 . 所 谓 起 决定 作用 是 指 若 他 的 决定 是 相反 , 其 最 后 结果 也 相 
反 . 即 车 他 投 赞 成 票 , 法 案 就 通过 , 他 若 投 反对 票 , 法 案 就 不 通过 . 不 在 核心 委员 会 的 委员 
起 决定 作用 的 概率 是 多 少 ? 

假设 某 对 夫妇 的 每 个 孩子 是 男 是 女 的 可 能 性 一 样 ， 且 与 这 个 家 庭 里 的 其 他 孩子 的 性 别 是 
独立 的 . 对 于 一 个 有 5 个 孩子 的 家 庭 , 计算 如 下 事件 的 概率 : 

(a) 所 有 的 小 孩 同一 性 别 ; 。 (b) 最 大 的 三 个 为 男孩 , 其 他 为 女孩 ; 

(c) 正好 三 个 男孩 ; (d) 最 大 的 两 个 为 女孩 (e) 至 少 有 一 个 女孩 . 

A 和 B 轮流 掷 一 对 般 子 , 当 A 搓 出 “和 为 9” 或 B 丘 出 “和 为 6” 时 停止 , 假设 A 先 掷 ， 
求 最 后 一 次 搓 是 由 A 完成 的 概率 . 

某 村 子 有 一 个 传统 , 家 庭 里 的 长 子 和 其 妻子 有 义务 照顾 他 们 的 年 迈 父 母 , 然而 , 近年 来 , 这 
个 村 的 妇女 不 愿意 嫁 给 长 子 . 

(a) 如 果 每 个 家 庭 都 有 两 个 孩子 , 问 所 有 的 儿子 中 长 子 占 多 大 比例 ? 

(b) 如 果 每 个 家 庭 都 有 三 个 孩子 , 问 所 有 的 儿子 中 长 子 占 多 大 比例 ? 

假设 出 生 贾 儿 时 , 是 男孩 或 女孩 的 概率 是 相同 的 , 并 且 家 庭 里 各 小 孩 的 性 别 是 独立 的 . 
假设 已 , 下 为 某 次 试验 的 互 不 相 容 的 事件 . 证 明 : 如 果 独 立 重复 进行 这 样 的 试验 , 那么 已 
发 生 在 已 之 前 的 概率 为 P(E)/[P(E) + P(F)]. 

考虑 一 个 无 穷 的 独立 重复 试验 序列 , 每 次 试验 都 等 可 能 地 以 1, 2, 3 为 结果 . 假设 3 次 试 
验 后 最 后 一 次 试验 结果 为 3, 求 以 下 条 件 概率 : 

(a) 第 一 次 试验 结果 为 1;  (b) 前 两 次 试验 结果 都 为 1. 

A 和 B 进行 一 系列 比赛 , 每 局 比赛 A 获胜 的 概率 都 为 p, B 获胜 的 概率 为 1 一 p, 且 每 次 
比赛 结果 相互 独立 ， 当 其 中 一 人 比 另 一 人 多 胜 两 局 时 , 游戏 停止 , 获胜 局 数 多 的 选手 获得 
比赛 胜利 . 

(a) 求 总 共 比 赛 了 4 局 的 概率 . (b) 求 A 最 后 获得 比赛 胜利 的 概率 . 

连续 地 搓 一 对 均匀 盘子 ,在 出 现 6 次 “和 为 偶数 ”之 前 , 出现 2 次 “和 为 7” 的 概率 是 多 
大 ? 


习题 99 


80. 选手 们 水 平 相当 , 在 每 次 比赛 中 任 一 方 获胜 的 可 能 性 都 是 1/2. 共有 2” 个 选手 随机 地 一 
一 配对 比赛 , 随后 的 2"-:! 个 胜 者 再 随机 地 一 一 配对 比赛 , 如 此 这 般 , 直到 最 后 一 个 获胜 
者 出 现 . 对 指定 的 A, B 两 人 , 定义 事件 Ai,i<n 和 巨 如 下 : 


Ai :A 参与 了 i 场 比赛 已 :A,B 从 未 比赛 过 


(a) 求 P(4i),i=1,… ,n; (b) 求 P(E). 
(@ 令 忆 = P(E), 证 明 a 
P= + (i) Pe 
并 利用 此 验证 (b) 里 得 到 的 答案 . 
提示 : 以 事件 Ai,i = 1,… ,mn 发 生 为 条 件 , 计算 P(E), 再 利用 以 下 代数 恒等式 


1 1—ne”! — 1)z" 
Di = 2 


i=1 


来 化 简 答案 . 另外 一 个 解决 此 问题 的 方法 是 , 注意 到 一 共 进行 了 2" 一 1 场 比赛 
(d) 解释 为 什么 总 共有 2" 一 1 场 比赛 . 

给 这 些 比赛 进行 编号 , 且 令 B; 表示 “A 和 B 在 第 i 场 比赛 中 碰面 ”, i=1,… ,2" 一 1. 
(e) P(Bi) 是 多 少 ? (f) 利用 (e) 计算 P(E). 

81. 某 股票 投资 者 有 一 只 股票 , 其 现价 为 25， 她 决定 当 股价 跌 至 10 或 涨 至 40 时 卖 出 股票 . 
如 果 股 价 的 每 次 变化 都 是 以 0.55 的 概率 上 涨 1 点 , 以 0.45 的 概率 下 跌 1 点 , 且 每 次 变动 
(上 涨 或 下 跌 ) 是 相互 独立 的 , 那么 投资 者 最 后 获 利 的 可 能 性 是 多 大 ? 

82，A 和 B 折 硬 币 , A 先 开始 并 连续 掷 硬币 , 直到 出 现 反面 朝 上 . 此 时 , B 开始 据 硬 币 直 到 出 
现 反面 朝 上 , 然后 又 轮 到 A 撞 , 等 等 . 令 Pi, 忆 分 别 表示 A 和 B 拂 硬币 时 正面 朝 上 的 概 
率 . 若 谁 先 达到 如 下 获胜 条 件 则 胜 , 求 A 获胜 的 概率 . 

(a) 在 一 轮 中 有 两 个 正面 朝 上 ; (b) 双方 总 共 2 个 正面 朝 上 ; 
(c) 一 轮 中 3 个 正面 朝 上 ; (d) 双方 总 共 3 个 正面 朝 上 . 

83. 般 子 A 有 4 面 红 2 面 白 , 而 角 子 B 有 2 面 红 4 面 白 . 先 丘 一 枚 均匀 的 硬币 ， 如 果 正 面 朝 
上 , 那么 用 般 子 A 玩 游戏 , 如 果 是 反面 朝 上 , 那么 用 般 子 B. (在 整个 游戏 过 程 中 ， 只 在 开 
始 时 掷 一 次 硬币 .) 

(a) 证 明 每 次 掷 出 红色 一 面 的 概率 为 1/2; 
(b) 若 前 两 次 投掷 结果 都 为 红色 一 面 ， 那么 第 三 次 投掷 也 为 红色 的 概率 是 多 大 ? 
(ce) 如 果 头 两 次 投 搓 都 为 红色 , 那么 使 用 的 是 盘子 A 的 概率 是 多 大 ? 

84. 坛子 里 有 12 个 球 , 其 中 4 个 白 球 , 三 个 选手 A,B,C 依次 从 坛 中 取 球 , A 最 先 , 然后 B, 然 
后 C, 再 是 A, 依次 进行 下 去 .第 一 个 取出 白 球 的 人 获胜 . 求 每 个 选手 获胜 的 概率 , 如 果 
(a) 每 个 球 取出 后 再 放 回 ; (b) 取出 的 球 不 放 回 . 

85. 当 3 个 选手 各 自选 择 自己 的 坛子 时 , 重 做 习题 84, 也 即 , 假设 有 3 个 不 同 的 坛子 , 每 个 里 
面 有 12 个 球 , 其 中 4 个 白 球 . 

86. 令 5 = {1,2,… ,nj, 假设 4 和 B 独立 , 等 可 能 地 为 2" 个 子 集 之 一 (包括 空 集 和 5 本 
身 ). 
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87. 
88. 
89. 


90. 


(a) 证 明 : 
P{ACB}= 9 
提示 : 令 N(B) 表示 B 里 元 素 个 数 , 利用 


P{AcB}= 立 P{AC BIN(B) =i}P{N(B) = 


气 
(b) 证 明 P{4B = g} = (3 

在 例 5e 里 , 已 知 前 n 次 结果 都 是 正面 朝 上 的 条 件 下 , 求 选中 第 i 个 硬币 的 条 件 概率 . 

拉 普 拉 斯 继承 规则 里 ( 例 5e), 各 次 投 丘 结 果 是 否 独立 ? 试 解释 之 . 

由 3 名 法 官 组 成 一 陪审 团 ， 某 人 被 审讯 后 , 若 至 少 两 名 法 官 投 “有 罪 ” 票 , 则 判决 此 人 有 
罪 . 假设 对 一 名 事实 上 有 罪 的 被 告 , 每 个 法 官 独立 地 投 “有罪” 票 的 概率 为 0.7, 而 对 事实 
上 无 罪 的 被 告 , 这 个 概率 下 降 到 0.2. 如 果 70% 的 被 告 事实 上 是 有 罪 的 , 试 对 如 下 各 条 件 
求 出 3 号 法 官 投 “ 有 罪 ” 票 的 条 件 概率 

(a) 1 号 法 官 和 2 号 法 官 都 投 “有 罪 ” 票 ; 

(b) 在 1 号 和 2 号 法 官 所 投 的 票 中 , 一 张 “有 罪 ”, 另 一 张 “ 无 罪 ”; 

(c) 1 号 和 2 号 法 官 全 投 “ 无 罪 ” 票 

以 ,i 二 1,2,3 表示 1 号 法 官 投 一 张 “有 罪 ” 票 的 事件 , 这 些 事件 是 否 相互 独立 ? 是 否 条 
件 独 立 ? 试 说 明理 由 . 

假设 进行 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 结果 是 0,1 或 2 的 概率 分 别 是 po, py 和 pz, 并 ?pi = 1 
求 结果 1 和 2 都 至 少 出 现 一 次 的 概率 是 多 大 ? 


理论 习题 


.车 P(4) > 0, 证 明 


P(4BI4) > P(ABIAUL B) 


. 车 A C B, 尽 可 能 化 简 如 下 概率 : 


P(4IB) P(AIB) P(BIA)  P(BIA®) 


.考虑 有 mm 个 家 庭 的 社区 , 其 中 有 ni 个 家 庭 有 i 个 孩子 i 二 1,… ,k, 并 人 mu = m. 考虑 


如 下 两 种 选择 孩子 方式 : 

(a) 随机 选择 一 个 家 庭 , 然后 再 随机 选择 一 个 孩子 ; 

(b) 从 并 int 个 孩子 中 随机 挑选 一 个 . 

证 明 : 第 一 种 方法 挑选 出 来 的 孩子 是 他 家 里 第 一 个 出 生 的 孩子 的 概率 大 于 第 二 种 方法 挑 
选 出 来 的 . 

提示 : 为 了 解 此 题 , 需要 证 明 


大 大 大 


n> 


i=1 j=1 i1 j=l 
为 了 证 明 这 点 , 将 两 边 展开 , 证 明 对 于 任意 一 组 (i,j), 式 子 左边 的 项 nin; 的 系数 比 右边 
的 大 . 
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， 已 知 有 一 个 球 放 在 n 个 盒子 中 的 一 个 内 . 已 知 球 在 第 i 个 盒子 的 概率 是 P. 如 果 球 在 第 
i 个 盒子 里 ， 搜寻 该 念 子 时 还 可 以 找 不 到 这 颗 球 .假定 球 在 盒子 i 内 的 条 件 下 , 搜寻 时 能 


找到 球 的 概率 为 a;. 证明: 已 知 搜索 第 i 个 盒子 没有 发 现 球 的 条 件 下 , 球 在 第 j 个 盒子 
的 条 件 概率 是 


A 


Bb 


aR Iz! 
(1 -ao)P: 2 
Ta i=! 


5. 事件 F 称 作 不 利于 事件 EE 的 , 并 记 为 已 \ EE, 车 
P(EIF) < P(E) 


试 证 明 如 下 论断 或 者 给 出 反例 : 
(a) 车 FNE, 则 EN F; 
(b) 车 FNE, 且 ENG, 则 FG; 
(ec) 车 FN\E, 且 GN E, 则 FG E. 
同样 还 可 定义 FR 有 利于 EE, 并 记 作 FF 7 E, 车 P(EIF) > P(E). 将 N 改 为 7 重 做 
(a)(b)(c). 
6. 证 明 : 车 轧 , Ea,… ,En 为 相互 独立 事件 列 , 则 


P(BIU E2U.…UEn)=1 -Tra — P(Ei)] 
i=1 


7. (a) 坛子 里 有 n 个 白 球 和 m 个 黑 球 , 每 次 随机 从 中 取出 一 个 , 直到 剩 下 的 球 为 同一 种 颜 
色 . 证 明 剩 下 的 球 全 为 白 球 的 概率 为 n/(n 十 mm); 
提示 : 设想 试验 一 直 进行 直到 所 有 球 都 取 走 , 并 考虑 最 后 取出 的 球 的 颜色 . 
(b) 池塘 里 有 3 种 不 同 的 鱼 , 我 们 分 别称 为 红 、 蓝 、 绿 鱼 , 三 种 鱼 分 别 有 +r、b、g 条 . 假设 
按 一 随机 顺序 将 这 些 鱼 全 部 移 走 ( 即 每 次 选择 对 于 剩 下 的 鱼 都 是 等 可 能 的 )， 问 最 先 
抓 完 红 鱼 的 概率 ? 
提示 : 将 蓝 、 绿 的 鱼 视 为 同一 种 鱼 , 称 为 非 红 鱼 . 再 利用 (a) 中 采用 的 方法 解 题 . 
8. 设 一 次 挪 两 枚 对 称 的 怖 子 ， 4, B,C 为 与 试验 有 关 的 三 个 事件 . 
(a) 车 
P(AIC) > P(BIC) 有 P(AIC®) > P(BlCe) 
或 者 证 明 P(A) > P(B), 或 者 定义 事件 4, B,C 说 明 不 等 式 P(4) > P(B) 不 成 立 
(b) 车 
P(AIC) > P(AIC®) 且 P(BIC) > P(BICe) 
或 者 证 明 P(4BIC) > P(ABIC"), 或 者 构造 事件 A, B,C 说 明 不 等 式 P(ABIC) > 
P(A4BIC*) 不 成 立 . 
提示 : 令 C 表示 “ 掷 一 对 般 子 , 点 数 之 和 为 10”, 令 4 表示 “第 一 个 般 子 点 数 为 6”, 令 
B 表示 “第 二 个 仙子 点 数 为 6”. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


"14. 


15. 


16. 


考 虚 独 立地 据 两 次 均 久 硬币. 令 A 表示 第 一 次 为 正面 朝 上 , 令 B 表示 第 二 次 为 正面 朝 上 ， 
令 C 表示 两 次 朝向 一 样 . 证 明 事件 4, B,C 为 两 两 独立 . 也 即 , 4 和 B 独立 , 4 和 C 独 
立 , B 和 C 独立 , 但 A, B,C 不 独立 . 

考虑 有 n 个 人 , 假定 每 人 的 生日 在 365 天 内 任 一 天 的 可 能 性 都 是 一 样 的 , 且 相 互 独立 . 令 
A 表示 “第 i 个 人 和 第 j 个 人 ”生日 相同 , i 六 了 证 明 : 这 些 事件 部 是 两 两 独立 的 , 也 
即 4iy 和 A 是 独立 的 , 但 是 这 (2 ) 个 事件 Ali 天 了 并 不 独立 . 

设 有 一 枚 硬币 , 在 迫 硬 币 时 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现 独立 迫 n 次 . 问 n 需 多 大 , 才能 保证 
至 少 有 一 次 正面 朝 上 的 概率 大 于 1/2? 

若 0< ai < 1,i=1,2,…, 证明 


Ee 
p [Ha -| +[I0 -0)=1 
扣 ! ji 1 


提示 : 假设 毛 无 限 多 个 硬币 , 令 ai 表示 第 i 个 硬币 正面 朝 上 的 概率 , 考虑 出 现 第 一 个 正 
面 朝 上 的 时 刻 . 

设 有 一 枚 硬币 , 在 抛 括 时 正面 朝 上 的 概率 为 p. 假设 A 开始 连续 掷 硬币 , 直至 出 现 了 反面 
朝 上 , 此 时 B 接着 连续 搓 硬 币 , 直到 掷 出 反面 朝 上 为 止 , 然后 A 再 接着 掷 , 如 此 进行 下 去 . 
令 Pnm 表示 在 B 累计 m 次 正面 朝 上 之 前 A 已 累计 n 次 正面 朝 上 的 概率 . 证 明 : 


Pnm =pPn-im + (1—p)(1— Pmn) 


假设 你 同一 个 无 限 富裕 的 人 赌博 , 每 一 步 你 可 能 赢 也 有 可 能 输 1 个 单位 , 概率 分 别 为 p 和 
1 一 p. 证 明 你 最 后 输 光 的 概率 为 


1 若 p < 1/2 
(gq/p)” 若 p > 1/2 


其 中 g=1-p 且 i 是 你 的 最 初 资金 
独立 重复 进行 每 次 成 功率 为 p 的 试验 , 直到 总 共有 r 次 成 功 为 止 . 证 明 恰好 需要 进行 m 
次 试验 的 概率 为 


CDro-mrr 

并 利用 此 结果 解决 赌 本 分 割 问题 ( 例 各). 

提示 : 为 了 在 n 次 试验 中 得 到 r 次 成 功 , 在 前 n 一 1 次 试验 中 必须 有 多 少 次 成 功 ? 

车 某 独立 重复 实验 序列 中 , 每 次 试验 结果 只 有 两 种 ,成功 或 失败 , 则 这 种 试验 序列 称 为 伯 

努 利 试验 序列 . 现 设 一 个 n 次 独立 重复 的 伯 努 利 试验 序列 , 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p( 失 

败 的 概率 为 1 - p). 记 P, 表示 n 试验 中 出 现 偶数 次 (0 认为 是 偶数 ) 成 功 的 概率 , 证 明 
Ps =p(1— Psi)+ (1—Pp)Pn-1 n>1 

并 利用 此 公式 (利用 归纳 法 ) 证 明 

1+ (1 一 2p)” 


Pp 了 
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了 和 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


考虑 进行 n 次 独立 试验 , 第 i 次 试验 成 功 的 概率 为 1/(2i + 1). 令 Pa 表示 总 的 成 功 次 数 

为 奇数 的 概率 . 

(a) 计算 Pn, n= 1,2,3,4,5; 

(b) 猜测 P。 的 一 个 一 般 公式 ; 

(c) 导出 用 Pn-1 表示 的 PP 的 递 推 公式 ; 

(d) 验证 (b) 中 的 猜测 满足 (c) 中 的 递 推 公式 . 因为 递 推 公式 只 有 一 个 解 , 这 就 证 明了 你 
的 猜测 是 正确 的 . 

令 Qn 表示 连续 掷 n 次 均匀 硬币 , 没有 出 现 3 个 连续 的 正面 朝 上 的 概率 . 证 明 


1 1 EL 
Qn = 53Qn-1+ 4Qn-2+ Qn-3 


Qo=Q1=Q2=1 
并 求 Qs. 
提示 : 以 出 现 第 一 次 反面 朝 上 的 时 刻 为 条 件 . 
考虑 财 徒 输 光 问题 , 不 同 的 是 A 和 B 同意 最 多 玩 n 局 . 令 Pi 表示 A 最 后 输 光 所 有 钱 
的 概率 , 其 中 开始 时 A 有 i 元 而 B 有 N 一 i 元 . 推导 用 Pa-1itl 和 Pn-1i-1 表示 的 
Pu 的 公式 , 并 计算 Pa, N = 
假设 有 两 个 坛子 , 每 个 坛子 中 既 有 白 球 , 也 有 黑 球 ， 从 两 个 坛子 里 取出 白 球 的 概率 分 别 为 
p 和 p/. 按照 如 下 方式 连续 有 放 回 地 取 球 . 最 初 分 别 以 a 的 概率 从 第 一 个 坛子 里 取 球 , 以 
1 - a 的 概率 从 第 二 个 坛子 里 取 球 ， 接 下 来 的 取 球 按 如 下 规则 进行 : 一 旦 取出 的 是 白 球 ， 
则 放 回 , 然后 从 同一 个 坛子 里 再 取 球 ; 如 取出 的 是 黑 球 , 那么 接 下 来 从 另 一 个 坛子 里 取 球 . 
令 an 表示 第 n 次 从 第 一 个 坛子 里 取 球 的 概率 , 证 明 


Qnti=an(p+p -1)+1-p n>l 
并 用 此 证 明 


1-p 和 
一 3 +(e 让 B= 27)P+r D™ 

令 Pn 表示 第 n 次 取出 的 球 是 白 球 的 概率 , 求 Pa. 并 且 计 算 lim an 和 lim_ Pn、 
投票 问题 . 在 一 次 选举 中 , 候选 人 A 获得 了 n 张 选票 , 而 B 获得 了 mm 张 选票 ,其 中 
n > m. 假定 所 有 的 (n + m)!/(n!m!) 种 选票 的 顺序 都 是 等 可 能 的 , 令 Pn,m 表示 在 统 
计 选 票 时 A 一 直 领 先 的 概率 . 

(a) 计算 Py, P31, Pa,2, Pai, Ps,2, Psa 

(b) 求 Pm, Pn,2. 

(c) 基于 (a) 和 (b) 的 结果 , 猜测 Pa,m 的 值 . 

(d) 以 谁 获得 了 最 后 一 张 选 票 为 条 件 , 求 用 P_1,m 和 Pn,m-1 表示 的 Pn,m 的 递 推 公式 
(e) 利用 (d), 对 n+m 用 归纳 法 证 明 (c) 中 的 猜测 . 

作为 天 气 预报 的 一 个 简单 模型 , 假设 明天 天 气 (湿润 或 者 干燥 ) 与 今天 相同 的 概率 为 p. 如 
果 1 月 1 日 天 气 为 干燥 , 证 明 , n 天 后 的 天 气 为 干燥 的 概率 P。, 满足 


P=(2p—-DP -1+(l-p) n>1 
B=1 
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23. 


*24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 


30. 


31. 


并 证 明 : 

P=3+3p— 1)" n>20 
设 一 个 包 里 有 a 个 白 球 , b 个 黑 球 , 根据 以 下 方式 从 包 里 取 球 . 
第 1 步 ”随机 取出 一 个 球 , 然后 扔 掉 ; 
第 2 步 再 随机 取出 一 个 球 , 若 取 出 的 球 的 颜色 与 前 一 次 取出 的 不 同 , 将 球 放 回 包 内 , 转 
向 第 1 步 . 否则 , 将 球 扔 掉 , 重复 第 2 步 . 
也 就 是 说 , 随机 取 球 并 扔 掉 , 直至 颜色 发 生 了 变化 , 此 时 将 取 到 的 球 放 回 包 里 重新 开始 . 令 
Ps 表示 包 里 最 后 一 个 球 为 白 球 的 概率 , 证 明 : 

Peo= 3 

提示 : 对 上 三 a 十 b 用 归纳 法 . 
n 个 选手 的 单 循环 赛 《") 对 选手 只 比赛 一 次 , 任何 一 场 比赛 的 结果 都 分 出 输 启 . 对 于 一 


个 给 定 的 整数 k,k < n, 一 个 有 趣 的 问题 是 : 是 否 可 能 存在 一 种 比赛 结果 , 对 于 任意 个 
选手 的 集合 , 都 有 一 位 选手 , 他 打败 了 该 集合 内 的 所 有 选手 . 证 明 : 若 


1\k]n—k 
(WP-(a)] < 
则 这 种 结果 是 存在 的 . 
提示 : 假设 比赛 结果 是 相互 独立 的 , 且 每 场 比赛 谁 获胜 的 可 能 性 也 是 一 样 的 . 给 个 选手 
的 所 有 (%) 个 组 合 标号 , 令 B 表示 “在 第 i 个 组 合 里 , 没有 人 打败 所 有 k 个 选手 ”, 然 


后 利用 布尔 不 等 式 求 出 P( U, Bi) 的 界 . 
直接 证 明 
P(EIF) = P(BIFG)P(GIF)+ P(EIFG°)P(G"|F) 
证 明 (5.11) 和 (5.12) 的 等 价 性 . 
将 条 件 独立 性 的 定义 推广 到 2 个 以 上 的 事件 的 情形 . 
证 明 或 给 出 反例 : 如 果 E; 和 肋 是 独立 的 , 那么 给 定 的 条 件 下 , 它们 也 条 件 独立 . 
在 拉 普 拉 斯 继承 准则 ( 例 5e) 中 , 证 明 : 已 知 前 n 次 扩 的 结果 都 是 正面 朝 上 的 条 件 下 , 接 
下 来 m 次 掷 的 结果 也 是 正面 朝 上 的 条 件 概率 为 (n+ 1)/(n 十 mm 十 1， 
在 拉 普 拉 斯 继承 准则 中 , 假设 前 n 次 投 据 中 , 有 次 正面 朝 上 , n 一 7 次 反面 朝 上 . 证明 
第 n+1 次 投 丘 正 面 朝 上 的 条 件 概率 为 (r + 1)/(n + 2). 此 题目 证 明 必需 先 证 明 恒等式 


1 ml 
nd md nim! 
/ VO d= mrmt! 


提示 : 为 了 证 明 该 恒等式 , 令 C(n,m) = 有 ;vy"(1 一 y)”dy. 通过 分 部 积分 可 得 : 
Cln,m) = cm +lm-1) 

从 C(n,0) = 1/(n + 1) 开始 , 对 m 利用 归纳 法 证 明 恒 等 式 . 

假定 你 的 一 个 不 懂 数 学 但 有 哲学 头脑 的 朋友 声称 拉 普 拉 斯 继承 准则 必定 是 错误 的 ， 理 由 
是 它 可 以 导出 荒 雇 的 结论 .“ 例 如 ，” 他 说 ,“ 如 果 一 个 孩子 10 岁 , 按照 这 个 原则 , 由 于 他 
已 经 活 了 10 年 , 那么 再 活 一 年 的 概率 为 11/12. 另 一 方面 , 如 果 孩 子 有 位 80 岁 的 祖父 ， 
那么 由 拉 普 拉 斯 准则 , 祖父 再 活 一 年 的 概率 为 81/82. 显然 这 是 匾 廖 的 ， 因 为 孩子 比 祖父 
更 容易 再 活 一 年 . ”你 怎么 回答 这 位 朋友 ? 
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10. 


自 检 习 题 


.在 一 局 桥牌 中 , 西 家 没有 “A”, 求 以 下 事件 的 概率 : 


(a) 他 的 搭档 没有 “A”; (b) 他 的 搭档 有 2 个 或 更 多 的 “A”? 
(c) 如 果 西 家 正好 有 一 个 “A”, 以 上 概率 又 各 是 多 少 ? 


.一 个 新 的 汽车 电池 使 用 超过 10 000 英里 的 概率 为 0.8, 超过 20 000 英里 的 概率 为 0.4, 超 


过 30 000 英里 的 概率 为 0.1. 如果 一 个 新 的 电池 在 使 用 10 000 英里 以 后 仍 能 继续 使 用 ， 
求 以 下 概率 : 
(a) 其 总 寿命 超过 20 000 英里 ; (b) 它 还 能 继续 使 用 20 000 英里 . 


怎样 将 10 个 白 球 10 个 黑 球 共 20 个 球 放 入 两 个 坛子 内 , 使 得 随机 选择 一 个 坛子 并 随机 


从 中 取出 一 个 球 是 白 球 的 概率 最 大 ? 


.坛子 A 有 2 个 白 球 1 个 黑 球 , 而 坛子 B 有 1 个 白 球 5 个 黑 球 . 随机 从 坛子 A 中 取 一 个 


球 放 入 坛子 B, 然后 再 随机 从 坛子 B 内 取出 一 球 . 已 知 取出 的 是 白 球 , 问 从 坛子 A 中 取 
出 的 放 入 坛子 B 的 球 是 白 球 的 概率 是 多 大 ? 


坛子 里 有 个 红 球 和 w 个 白 球 , 每 次 随机 取 走 一 个 . 令 RR 表示 “第 i 次 取 走 的 是 红 球 ”， 


计算 
(a) P(Ri); (b) P(Rs|Rs); (c) P(Rs|Rs). 


.坛子 里 有 ) 个 黑 球 ，r 个 红 球 . 随机 取出 一 个 ， 再 放 回 ， 同时 还 放 入 c 个 同样 颜色 的 


球 ， 现 在 , 再 取 一 个 球 , 证 明 已 知 第 二 个 球 是 红 球 的 条 件 下 ， 第 一 个 球 是 黑 球 的 概率 为 
b/(b+r+ oe). 


.你 的 一 个 朋友 从 一 副 52 张 牌 里 无 放 回 地 随机 取出 2 张 牌 . 在 下 列 情形 下 , 计算 两 张 都 是 


“A” 的 条 件 概率 : 

(a) 你 问 是 否 其 中 一 张 是 黑 桃 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 ; 
(b) 你 问 是 否 第 一 张 是 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 ; 

(c) 你 问 是 否 第 二 张 是 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 ; 

(d) 你 问 是 否 其 中 有 一 张 是 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 . 


' 证明: P(HIE) _ P(AH) P(EIH) 


P(GIE)  P(G) P(EIG) 
考虑 : 在 得 到 新 的 证 据 前 , 假设 成 立 的 可 能 性 是 假设 G 成 立 的 可 能 性 的 3 倍 . 如 果 G 
成 立时 新 的 证 据 出 现 的 可 能 性 是 互 成 立时 的 两 倍 , 那么 当 新 证 据 出 现时 , 哪个 假设 更 有 
可 能 成 立 ? 


.你 外 出 度假 时 , 请 邻居 给 你 的 病 树 浇 水 . 如 果 没 浇 水 的 话 , 它 死 去 的 概率 为 0.8. 如 果 浇 水 


的 话 , 它 死去 的 概率 为 0.15. 你 有 90% 的 把 握 确 定 邻 居 记得 浇 水 . 

(a) 当 你 回来 时 , 树 还 活着 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 如 果树 死 了 , 那么 邻居 忘记 浇 水 的 概率 是 多 大 ? 

一 个 坛子 装 有 8 个 红 球 、10 个 绿 球 和 12 个 蓝 球 , 从 中 随机 地 取出 6 个 球 . 
(a) 其 中 至 少 有 一 个 红 球 的 概率 有 多 大 ? 

(b) 已 知 其 中 没有 红 球 的 条 件 下 , 在 6 个 球 中 愉 有 2 个 绿 球 的 概率 有 多 大 ? 


106 


第 3 章 条 件 概 率 及 独立 性 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


市 场 上 电池 有 两 种 牌子 . 牌子 C 的 电池 为 合格 品 的 概率 为 0.7, 而 牌子 D 的 电池 为 合格 
品 的 概率 为 0.4. 在 一 盒子 中 有 8 个 牌子 为 C 的 电池 和 6 个 牌子 为 D 的 电池 . 现 从 这 盒 
子 中 随机 地 选 出 一 个 电池 . 
(a) 这 个 电池 为 合格 品 的 概率 有 多 大 ? 
(b) 已 知 这 个 电池 为 不 合格 品 , 那么 它 是 牌子 为 C 的 概率 有 多 大 ? 
玛丽 亚 在 一 次 旅行 中 带 两 本 书 . 假定 她 喜欢 第 一 本 书 的 概率 为 0.6, 喜欢 第 二 本 书 的 概率 
为 0.5, 两 本 书 都 喜欢 的 概率 为 0.4， 求 在 她 不 喜欢 第 一 本 书 的 条 件 下 喜欢 第 二 本 书 的 条 
件 概率 . 
一 个 坛子 装 有 20 个 红 球 和 10 个 蓝 球 , 现 从 坛子 中 一 个 一 个 地 取出 球 . 
(a) 求 “全 部 红 球 被 取出 ” 早 于 “全 部 蓝 球 被 取出 ”的 概率 . 

现在 假定 坛子 装 有 20 个 红 球 、10 个 蓝 球 和 8 个 绿 球 . 
(b) 现在 再 计算 “全 部 红 球 被 取出 ” 早 于 “全 部 蓝 球 被 取出 ”的 概率 . 
(c) 盒子 中 的 球 的 颜色 消除 的 顺序 为 蓝 、 红 、 绿 的 概率 有 多 大 ? 
(d) 计算 蓝 球 是 三 中 颜色 球 中 最 早 被 全 部 取出 的 概率 . 
已 知 一 个 硬币 抛 搓 时 其 正面 出 现 的 概率 为 0.8. A 在 抛 撕 一 次 以 后 , 很 匆忙 地 跑 到 他 的 同 
事 B 处 , 告诉 B 他 所 看 到 的 结果 . 然而 , 当 A 跑 到 同事 B 处 时 , 他 以 0.4 的 概率 忘掉 了 
他 抛掷 硬币 的 结果 . 于 是 , 他 就 随机 地 挑选 一 个 结果 (正面 或 反面 ) 告诉 B. 然而 , 他 若 不 
忘记 的 话 , 他 会 将 所 抛掷 的 结果 告诉 B. 
(a) B 被 告 之 硬币 正面 向 上 的 概率 有 多 大 ? 
(b) B 被 告 之 正确 结果 的 概率 有 多 大 ? 
(c) 已 知 B 被 告 之 硬币 正面 向 上 的 条 件 下 , 硬币 的 确 是 正面 向 上 的 概率 有 多 大 ? 
某 种 老鼠 , 黑色 比 棕色 占 优势 (黑色 对 应 显 性 基因 , 棕色 对 应 隐 性 基因 ). 假设 某 只 黑 老鼠 
有 个 兄弟 是 棕色 的 , 但 其 父母 都 是 黑色 的 . 
(a) 该 老鼠 是 纯 黑色 的 概率 是 多 大 ? (相对 它 的 基因 对 是 一 个 黑色 , 一 个 棕色 的 混合 而 言 .) 
(b) 假设 当 这 只 老鼠 和 一 只 棕色 老鼠 交配 时 , 其 所 有 5 个 后 代 都 是 黑色 的 , 此 时 , 这 只 老 

鼠 为 纯 黑 老鼠 的 概率 是 多 大 ? 
(a) 在 习题 66b 里 , 以 开关 1 是 否 关 为 条 件 , 计算 电流 能 从 A 到 B 的 概率 . 
(b) 已 知 电流 能 从 A 到 B 的 条 件 下 , 开关 3 是 合 上 的 条 件 概 率 . 
在 习题 67 中 描述 的 一 n 系统 , 假定 每 个 元 件 相互 独立 且 正 常 工 作 的 概率 为 1/2, 求 已 
知 系统 正常 工作 的 条 件 下 , 元 件 1 工作 正常 的 条 件 概率 , 当 
(a) k=1,n=2. (b) k=2,n=3. 
琼斯 先生 为 了 赢得 幸运 轮 中 奖 , 设计 了 一 套 如 下 的 赌博 策略 : 当 他 押 注 时 , 只 有 当前 面 10 
次 都 出 现 黑色 数字 时 才 押 注 在 红色 数字 上 ， 他 的 理由 是 连续 11 次 出 现 黑色 的 概率 非常 
小 . 你 认为 他 的 策略 如 何 ? 
A,B,C 三 人 同时 稀 一 枚 硬币 ， 掷 出 正面 朝 上 的 概率 分 别 为 P,P, Ps, 如 果 有 一 个 人 掷 出 
的 结果 与 其 他 两 人 不 一 样 , 那么 就 称 他 为 奇异 人 . 如 果 没 有 出 现 奇异 人 , 则 继续 掷 硬币 , 直 
到 出 现 奇异 人 , 那么 A 被 称 为 奇异 人 的 概率 是 多 大 ? 
假设 某 次 试验 有 n 个 结果 , 结果 i 出 现 的 概率 为 pi,i = 1,… ,n, ?pi = 1. 如 果 观 察 
两 次 试验 , 那么 第 二 次 的 试验 结果 大 于 第 一 次 结果 的 概率 为 多 大 ? 
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25. 


26. 
27. 
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如 果 A 掷 m 十 1 枚 , B 丘 mn 枚 均匀 硬币 , 证 明 : A 得 到 的 正面 朝 上 数 大 于 B 得 到 的 正面 

朝 上 数 的 概率 为 1/2. 

提示 : 以 每 人 掷 出 n 枚 硬币 后 , 谁 具有 更 多 的 正面 朝 上 数 为 条 件 (共有 三 种 可 能 )- 

对 于 下 列 叙述 , 试 证 明 或 给 出 反例 : 

(a) 著 巨 独立 于 下 , 且 瑟 独立 于 G, 则 已 独立 于 下 UG; 

(b) 车 巨 独 立 于 F, 忆 独立 于 G, 及 FG=%, 则 忆 独 立 于 FUG; 

(c) 若 巨 独立 于 下 ,FF 独立 于 G, 及 已 独立 于 FG, 则 G 独立 于 EF. 

令 4 和 B 为 具有 正 概率 的 事件 , 说 明 以 下 令 述 是 (i) 必然 对 ; (i) 必然 错 ; (iii) 可 能 对 . 

(a) 若 4 和 B 互 不 相 容 , 则 它们 独立 ; 

(b) 若 4 和 B 独立 , 则 它们 互 不 相 容 ; 

(c) P(4) = P(B) = 0.6, 且 4,B 互 不 相 容 ; 

(d) P(4) = P(B) = 0.6, 且 4,B 互相 独立 . 

按照 发 生 的 概率 的 大 小 , 将 下 列 事件 排序 : 

(a) 掷 一 枚 均匀 硬币 ,正面 朝 上 ; 

(b) 3 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 均 为 0.8， 三 次 都 成 功 ; 

(c) 7 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 均 为 0.9, 7 次 都 成 功 . 

有 两 个 工厂 生产 收音 机 , 工厂 A 生产 的 每 台 收音 机 是 不 合格 品 的 概率 为 0.05， 而 工厂 B 

生产 的 每 台 收 音 机 为 不 合格 品 的 概率 为 0.01. 假设 你 在 同一 家 工厂 购买 了 两 台 收 音 机 , 且 

这 两 台 收音 机 来 自 A 厂 或 B 厂 的 概率 是 相等 的 . 如 果 第 一 台 收音 机 检测 后 发 现 是 不 合 

格 品 , 求 另 一 台 也 是 不 合格 品 的 条 件 概率 . 

证 明 : 若 P(4|B) = 1 则 P(Be|4*) = 1 

坛子 里 开始 有 一 个 红 球 , 一 个 蓝 球 . 每 步 从 其 中 随机 地 取出 一 个 并 同时 放 入 两 个 同 颜色 的 

球 . (比如 , 若 开 始 取出 了 红 球 , 那么 在 下 次 取 球 时 ， 坛子 里 有 2 个 红 球 1 个 蓝 球 . ) 利用 

数学 归纳 法 证 明 : n 步 后 , 坛子 里 正好 有 i 个 红 球 的 概率 为 1/(n 十 D),1 < i< n+1. 

共有 2n 张 牌 , 其 中 2 张 为 “A”. 将 这 些 牌 随机 分 给 两 位 选手 , 每 人 n 张 然后 两 位 选手 

按 领 牌 次 序 声明 自己 是 否 有 “A”. 在 第 一 人 声称 自己 有 “A” 时 ， 第 二 人 没有 “A” 的 条 件 

概率 是 多 大 ? 其 中 

(a) n=2; (b) n=10; (om = 100. 

当 n 趋 于 无 穷 大 时 , 该 概率 的 极限 值 是 多 大 ? 为 什么 ? 

市 场 上 一 共有 mn 种 不 同 的 优惠 券 . 某 人 收集 优惠 券 , 每 次 收集 一 张 ， 并 且 各 次 收集 是 相互 

独立 的 . 已 知 每 次 收集 到 第 i 种 优惠 券 的 概率 为 pt 并 :1 = 1 

(a) 如 果 已 经 收集 到 n 张 优惠 券 , 那么 这 nn 张 优惠 券 都 不 相同 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 现在 假设 pi = pa =… 二 pn 二 1/n 令 忆 表示 “在 收集 到 的 n 张 优惠 券 里 没有 第 
i 种 优惠 券 ”, 对 (Us E;) 利用 容 斥 等 式 证 明 恒等式 


nl =D (mA 
ed 
对 任意 事件 已 和 FF, 证 明 
P(EIEUF)> P(EIF) 
提示 : 以 已 是 否 发 生 为 条 件 求 P(EIEU 下)- 
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4.1 随机 变量 


进行 试验 时 ， 相 对 于 试验 的 实际 结果 而 言 ， 通常 我 们 更 感 兴趣 有 关 试 验 结果 的 
某 些 函数 . 比如 , 在 掷 两 枚 般 子 的 游戏 中 , 我 们 通常 更 关心 两 枚 般 子 的 点 数 之 和 , 而 
不 是 各 枚 般 子 的 具体 值 . 也 即 , 我 们 或 许 关心 散 子 点 数 之 和 为 7, 而 不 关心 实际 结果 
究竟 是 (1,6) 或 (2,5), 或 (3,4), 或 (4,3), 或 (5,2), 或 (6,1). 同样 , 在 掷 若 干 枚 硬币 时 ， 
我 们 或 许 关心 正面 朝 上 的 总 数 , 而 不 关心 实际 结果 有 关 正 面 朝 上 或 反面 朝 上 的 排列 
情况 ， 由 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 这 些 感 兴趣 的 量 是 试验 结果 的 实 值 函数 ， 我 们 称 之 
为 随机 变量 (random variable). 随机 变量 是 定义 在 样本 空间 上 试验 结果 的 实 值 函数 ， 

因为 随机 变量 的 取 值 由 试验 结果 决定 , 因此 我 们 也 将 随机 变量 的 可 能 取 值 赋予 


概率 . 
例 la 考虑 掷 3 枚 均匀 硬币 的 试验 . 令 Y 表示 正面 朝 上 出 现 的 枚 数 , 那么 了 
就 是 一 个 随机 变量 , 它 的 取 值 为 0,1,2,3 之 一 , 各 自 概率 为 


P{Y =0} = P{(T,T,T)} = 8 


P{Y =1} = P{(T,T,H), (T,H,T), (H,T, T)} = 


wlw PI 


P{Y =2} = P{(T, H,H), (H,T, H), (H, H,T)} = 
P{Y =3} = P{(H, HH)} =$ 
此 处 也 表示 正面 朝 上 , T 表示 正面 朝 下 . 因为 Y 的 取 值 必 是 0 到 3 之 一 , 故 有 
1= e(Ue = 引 ) = Ye = 让 


关于 随机 变量 取 值 的 概率 , 其 性 质 与 前 文 介绍 的 关于 事件 的 概率 是 一 致 的 。 。 旧 
例 1b 一 个 坛子 里 装着 标 有 数字 1 到 20 的 20 个 球 , 无 放 回 地 从 中 随机 取出 

3 个 , 如 果 打赌 取出 的 球 中 至 少 有 一 个 号 码 大 于 等 于 17, 打赌 获胜 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 令 X 表示 取出 的 球 中 最 大 的 号 码 , 那么 X 就 是 取 值 为 3,4,… ,20 之 一 的 

随机 变量 . 而且, 如 果 我 们 假定 《六 ) 种 抽取 方式 中 任 一 种 方式 都 是 等 可 能 的 , 屠 


么 
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P{X= 计 = i=3,4,.… ,20 (1.1) 


20 

(3) 
(L 式 是 这 样 得 到 的 : 事件 {X = i) 意味 着 从 20 个 球 中 抽取 一 个 号 码 为 i 的 球 ， 
再 从 号 码 为 1 到 i 一 1 中 抽取 2 个 球 , 显然 一 共有 (]) (3 !) 种 抽取 方式 . 这 样 就 
可 以 得 到 式 (1.1). 由 上 式 可 以 得 到 


ee A Steeda a a ey 
20 20 20、 380 
3 (3) 
II < 
"0 en 
3 3 


由 于 事件 {X > 17} 就 是 不 相交 事件 {X = 计 ,i = 17,18,19,20 的 并 . 这 样 , 能 够 赢 
得 打赌 的 概率 就 是 


P{X > 17} ~ 0.105 + 0.119 + 0.134+ 0.150 = 0.508. mn 
例 lc 设 有 一 枚 不 均匀 的 硬币 , 每 次 掷 硬币 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现在 独 


立 重复 地 撕 硬 币 , 直到 出 现 正面 朝 上 或 者 已 经 掷 了 ” 次 为 止 . 令 X 表示 投掷 硬币 
的 次 数 , 那么 X 就 是 一 个 取 值 为 1, 2,3… ,n 之 一 的 随机 变量 , X 的 取 值 概率 为 


P{X=1}=P{H}=p 
P{X =2} = P{(T,H)} = (1—p)p 
P{X =3}=P{(T,T,H)} = (1—p)p 


P{X=n-1}=P{(T,T,.…,T,H}=(1-p)"?p 


n—2 
P{X = 对 = P{(T,T,.… ,T,T),(T,T,.… ,T,H)} S09 
n—l n—l 


作为 验证 , 注意 到 
n n n—l 
P( Utx= 9) = DP{X=i}= Dp- 1+(1-p)"™! 
这 1 i=1 i=1 
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二 2 
全 中 1—(1— 
例 1d yi 3 个 白 球 、3 个 红 球 和 5 个 黑 球 . 现 从 中 随机 无 放 回 地 
抽取 3 个 球 . 假设 进行 打赌 , 抽出 每 个 白 球 可 以 赢得 1 元 , 每 个 红 球 则 输 掉 1 元 . 
令 X 表示 赢得 的 总 钱 数 , 那么 X 就 是 一 个 取 值 为 0, 土 1, 土 2, 填 3 之 一 的 随机 变量 ， 


tn 1 昌 


各 取 值 概率 为 
5 /3) /3 

or ss 

11 165 

3 3\15\ /3) /3; 
i (CG)+()0) _ 39 

多 165 
3\ [5 

P{X =2} = PIX=-2)= (0) 本 15 


tnN 165 
(s) 
G 
PIX=3}=PIX=-3}=— = 
(1) 165 
3 
这 些 概率 是 怎样 算出 来 的 呢 ? 以 P{X = 0} 的 计算 为 例 , 由 于 三 个 球 是 随机 地 抽 
取 , 因此 这 ( 队 ) 种 球 的 组 合 都 是 等 可 能 的 ; 而 {X = 0} 可 以 分 解 为 两 种 情况 , 一 


种 是 抽出 来 的 球 全 为 黑 球 , 这 种 抽取 方法 共有 (5) 种 , 另 一 种 情况 是 红 、 白 、 黑 各 


抽出 一 个 球 , 这 种 抽取 方式 有 (3) (3) (5) 种 , 这样, 我 们 就 得 到 P{X = 0} 的 计算 
公式 . 对 于 P{X = 计 的 其 他 几 个 公式 , 论证 是 类 似 的 . 下 面 的 公式 验证 了 我 们 的 计 
算 结果 : 


55+39+15 二 1+39 十 15 十 1 
Prd+Dr = 


因此 ， 我 们 语 钱 的 概率 为 


3 
5 
= 让 = 一 = =. 于 
Zr =165-3 


例 le 设想 有 N 种 不 同 的 优惠 券 , 某 人 收集 优惠 券 , 每 次 收集 一 张 , 且 每 种 优 
意 券 都 以 相同 的 可 能 性 被 收集 到 . 又 假定 各 次 收集 是 相互 独立 的 . 假设 某 人 想 收 集 一 


41 随机 变量 111 


套 N 种 优惠 券 , 他 的 办 法 是 一 张 一 张 地 收集 , 直到 收集 成 一 套 为 止 (此 时 NN 种 优惠 
券 每 种 至 少 一 张 ). 他 所 收集 到 的 优惠 券 的 总 张 数 是 一 个 随机 变量 , 记 为 了 . 与 其 直接 
计算 P(T = 由 , 不 如 先 考虑 了 大 于 n 的 概率 . 为 此 , 先 固定 n, 并 且 定义 事件 41, 42， 
… ,4N 如 下 : 4; 表示 “前 n 张 优惠 券 里 没有 第 7 种 优惠 券 ”(; = 1,… , N). 因此 


n 
P{T >n} =P(U 4%)=5P(4)- 5 DP hs) + 
j=1 j i<j 
+(CDt 3 DD PMA Ah) 
访 < 了 <…< 了 和 


+(-1)"+1P(A1A2.…. An) 


由 于 每 张 优惠 券 不 属于 第 ; 种 的 概率 为 (N -1)/N, 利用 各 次 收集 相互 独立 的 假设 
可 得 


om- 
而 当前 张 优惠 券 里 , 既 没 有 第 记 种 优惠 券 , 也 没有 第 放 种 优惠 券 时 ，Aj, Aj 发 生 ， 
因此 P(4;, 4%) = (“了 <) ”用 类 似 的 推理 ,可 得 P(A 4 … Ay) = (5)”， 
这 样 ,对 于 n> 0, 我 人 有 

Pr>W NS) -OR + 
了 CDY(N (六 三 > 

了 等 于 n 的 概率 可 结合 下 式 得 到 
P{T>n-1}=P{T=n}+P{T>n} 


3 
)(S$) Co a 


或 等 价 地 ， 
P{T=n}=P{T>n-1}-P{T>n} 
另外 一 个 值得 感 兴趣 的 随机 变量 是 前 n 张 优惠 券 里 , 优惠 券 的 不 同 种 类 数 , 不 
妨 记 为 D，. 为 了 计算 P{Dn = k}, 我 们 首先 把 注意 力 放 在 一 组 特定 的 上 种 优惠 券 ， 
然后 计算 我 们 收集 的 前 n 张 优惠 券 是 由 这 特定 的 种 优惠 券 组 成 的 概率 . 而 这 个 
事件 说 明 所 收集 到 的 前 n 张 优惠 券 应 当 满足 
A : ”每 张 都 是 这 k 种 优惠 券 之 一 
B: ”这 k 种 优惠 券 的 任 一 种 都 在 n 张 优惠 券 中 出 现 
这 样 , 我 们 得 到 
P{ 收 集 到 的 n 张 优惠 券 由 特定 的 种 优惠 券 组 成 } = P(4B) = P(4)P(BI4). 
由 于 收集 的 每 张 优惠 券 属于 这 k 种 之 一 的 概率 为 k/N， 因 此 事件 4 的 概率 为 
(k/N)"， 而 且 , 在 给 定 每 张 优惠 券 是 所 考 虚 的 上 种 之 一 的 条 件 下 , 很 容易 看 出 在 
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收集 优惠 券 时 , k 种 优惠 券 中 的 任 一 种 都 是 等 可 能 地 被 收集 ， 因 此 , 给 定 4 发 生 
的 条 件 下 B 恰好 是 事件 “ 收 全 一 套 k 种 优惠 券 , 所 需 收集 张 数 小 于 等 于 n”, 其 
概率 正好 是 本 例 前 面 讨论 的 {T < n} 的 概率 , 不 过 优惠 券 的 总 数 是 而 不 是 原来 


的 N, 利用 (12) 式 , 将 公式 中 的 N 换 成 我 们 得 到 P(4) = (这 ) ,P(BI4) = 


1- ZE (9 (和) (D1 最 后 , 由 于 个 种 类 的 集合 一 共有 (六) 种 , 因此 


k 大 一 1 


eto -ren -EO 。 


注释 ”由 于 至 少 要 收集 到 N 张 优惠 券 才 有 可 能 得 到 一 整套 , 因此 , 如 果 n < N， 
则 P{T > n} = 1. 因此 , 由 公式 (1.2) 我 们 可 得 到 一 个 非常 有 意义 的 组 合 恒等式 : 


对 于 1<n<N, 有 
OR) m= 


也 可 写成 


OMY- 
或 者 , 两 边 同 时 乘 以 (-1)NN", 并 令 j= N 一 ii 得 


N 
OC =0 1<n<N a 
j=1 


对 于 随机 变量 X, 如 下 定义 的 函数 所 
F(z)= P{X < x} 一 co<Z<oo 


称 为 X 的 累积 分 布 函数 (cumulative distribution function), 简称 为 分 布 函数 . 因此 ， 
对 任 一 给 定 实数 , 分 布 函数 等 于 该 随机 变量 小 于 等 于 z 的 概率 . 

假设 a < b, 由 于 事件 {X < a} 包含 于 事件 {X < 过 , 可 知 前 者 的 概率 F(a) 要 
小 于 等 于 后 者 的 概率 F(b). 换 句 话说 , F(z) 是 z 的 非 降 函数 . 第 4.10 节 给 出 了 分 
布 函数 的 更 一 般 的 性 质 . 


4.2 ”离散 型 随机 变量 


车 一 个 随机 变量 最 多 有 可 数 多 个 可 能 取 值 , 则 称 这 个 随机 变量 为 离散 型 的 . 对 
于 一 个 离散 型 随机 变量 X, 我 们 定义 X 的 概率 分 布 列 (简称 为 分 布 列 , probability 
mass function) p(a) 如 下 : 
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plao) = P{X 一 中 
分 布 列 p(a) 在 最 多 在 可 数 个 a。 上 取 正 值 , 也 即 , 如 果 X 的 可 能 值 为 z1,z2,…, 那 
么 


p(zi) >0 i=1,2,.… 
p(z) =0 ”所 有 其 他 z 
由 于 X 必定 取 值 于 {z1,z2,…}, 这 样 有 


> pzi)=1 
i=1 


用 较 直 观 的 图 形 方式 , 将 p(zi) 标 在 y 轴 上 , 将 ri 
标 在 z 轴 上 . 例如 , 设 X 的 分 布 列 为 : 


PO)=3 p= p00)=-3 。 
可 表示 为 图 4.1. 类 似 地 , 在 搓 两 枚 均匀 伶 子 的 试验 中 ， 国外 1 
令 X 为 两 枚 散 子 的 点 数 之 和 ， 则 X 的 分 布 列 可 用 图 


4.2 表示 . 

例 2a 设 随机 变量 X 的 分 布 列 为 : p(i)=cXi/il,i=0,1,2…, 其 中 和 为 一 正 
数 . 求 (a) P{X=0}); (b) P{X >2}. 

解 : 因为 沁 疙 op(i) = 1, 我 们 有 


PC 


又 因为 ez = 并? zi/il, 因此 ce* = 1, 也 即 ,c = e-、 这 样 
(a) P{X = 0}=e->X0/01! =e-*\ 
(b) P{X>2}=1- P{X <2}=1-P{X=0}-P{X=1}-P{X=2} 
M2e—* 


=1-e*—Me* 


plx) 


-Hv le He i ge 


人 


图 4.2 分 布 列 2 
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离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 可 通过 分 布 列 p(a) 进行 计算 
Fa = Dp(z 


如 果 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 其 可 能 取 值 为 z1,z2,z3,…, 其 中 zl < za < 
z3 < …, 那么 它 的 分 布 函 数 是 一 个 阶梯 函数 . 也 即 , 在 区 间 [zi_1, zi) 上 取 常 数值 ， 
且 在 zi 处 跳 一 步 , 跳跃 值 为 p(zi). 举例 来 说 , 如 果 X 的 分 布 列 如 下 : 


pzD=i p09)=3 p= ?= 
那么 其 分 布 函数 为 


a<l 
1<a<2 
F(a)= 2<a<3 


3 和 a<4 


~ oo 1 性 OO 


4<a 
其 图 像 如 图 4.3 所 示 . 国人 4 分 布 国 类 
读者 应 该 注意 到 , F(a) 在 1,2,3,4 处 的 跳跃 值 分 别 等 于 X 在 该 点 取 值 的 概率 


4.3 期 望 


概率 论 里 一 个 非常 重要 的 概念 就 是 随机 变量 的 期 望 . 如 果 X 是 一 个 离散 型 随 
机 变量 , 并 具有 分 布 列 p(z), 那么 X 的 期 望 (expectation) 或 期 望 值 (expected value) 
记 为 E[X], 定义 如 下 : 
EIX]= ), zp(z) 
z:p(z)>0 
也 就 是 说 , X 的 期 望 值 就 是 X 所 有 可 能 取 值 的 一 个 加 权 平 均 , 每 个 值 的 权重 就 是 
X 取 该 值 的 概率 . 例如 , 如 果 X 的 分 布 列 如 下 : 


po) =3=7() 


那么 
BIX] =0x3+1x3=3 
这 正 是 X 的 两 个 可 能 取 值 0 和 1 在 通常 意义 下 的 平均 值 . 另外 , 如 果 


pO)=3 7()=3 


那么 
BX]=0x3+1x3=—3 

这 正 是 两 个 可 能 取 值 0 和 1 的 加 权 平均 , 此 处 1 的 权重 是 0 的 权重 的 2 倍 , 因为 
7(1) = 2p(0). 

期 望 定义 的 另外 一 种 来 源 是 概率 的 频率 定义 . 这 个 定义 ( 见 第 8 章 给 出 的 强 
大 数 定律 ) 指出 如 果 进 行 无 限 多 次 独立 重复 试验 , 那么 对 任 一 事件 已 , 妃 发 生 的 次 
数 的 比例 为 P(E). 现在 假设 随机 变量 X 的 可 能 取 值 为 z1,z2,… ,zn, 并 且 其 相 
应 的 概率 分 别 为 p(z1),p(z2),… ,p(zn), 与 此 同时 , 我 们 将 随机 变量 X 解释 为 一 
次 机 会 游戏 的 赢得 . 每 次 游戏 , 我 们 以 概率 p(zi) 赢得 zi(i = 1,2,… ,n) 个 单位 . 
现在 , 利用 频率 解释 , 如 果 我 们 连续 玩 这 个 游戏 , 那么 我 们 赢得 ri 的 频率 为 p(zi)， 
i = 1,2,… ,n. 因此 我 们 的 平均 赢得 为 


zip(zi) = ELX]. 
i=1 


例 3a 设 X 表示 “ 搓 一 枚 均匀 般 子 出 现 的 点 数 ”, 求 EI[X]. 
解 : 由 于 p(1) = p(2) =p(3) = p(4) =p(5) = p(6) = 1/6, 这 样 可 得 


BX] =1x +2x3+3x+4x 训 +5x 记 +6x 当 一 图 
例 3b 我们 称 7 是 事件 4 的 示 性 变量 , 如 果 
I 二 /1 如 果 4 发 生 
0 否则 
试 求 BI]. 
解 : 因为 p(1) = P(4),p(0) = 1 一 PP(4), 这 样 我 们 有 El[1] = P(4), 即 事件 4 的 
示 性 变量 的 期 望 就 等 于 事件 4 发 生 的 概率 . mn 


例 3c 某 和 人参 加 “答题 秀 ”, 一 共有 问题 1 和 问题 2 两 个 问题 . 他 可 以 自行 
决定 回答 的 顺序 . 如 果 他 先 回 答 问 题 i, 那么 只 有 回答 正确 , 他 才 被 允许 回答 问题 
j(i 关 站), 如 果 回答 不 正确 , 就 不 允许 回答 另 一 问题 . 如 果 他 正确 回答 了 问题 i, 他 将 
获得 Vi 元 奖励 (i = 1,2). 这 样 , 一 旦 他 两 道 问题 都 回答 正确 , 他 将 获得 Vi + V2 元 
奖励 . 如 果 他 能 正确 回答 问题 i 的 概率 为 P(i = 1,2), 那么 他 先 回答 哪个 问题 才能 
使 得 获得 奖励 的 期 望 值 最 大 化 ? 设 事件 E;,i = 1,2 表示 “他 能 正确 回答 问题 i”， 
且 1, E2 相互 独立 . 

解 : 如 果 他 先 回答 问题 1, 那么 他 将 获得 的 奖励 如 下 : 

0 概率 为 1 一 已 
nh 概率 为 Pi(1 一 忆 ) 
训 二 WW 概率 为 PP 
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因此 , 这 种 情况 下 他 获得 的 期 望 奖励 是 : Vi (1 -已 ) + (Vi 十 仍 )PiP. 另 一 方面 ， 
如 果 他 决定 先 回答 问题 2, 那么 获得 的 期 望 奖 励 是 : V2P(1 - Pi) + (Vi + Va)PiP. 
因此 , 如 果 VP(1 -- 及) > WB(1 一 已 ) 成 立 , 他 应 该 先 回答 问题 1, 上 式 等 价 于 
ViP S VaP; 
1-P 1-Ph 
这 样 , 举例 来 说 , 如 果 他 有 60% 的 把 握 答对 问题 1, 答对 将 获得 200 元 奖励 , 有 80% 
的 把 握 答 对 问题 2, 答对 将 获得 奖励 100 元 , 那么 他 应 该 选择 先 回答 问题 2, 因为 
100 x 0.8 、200 x 0.6 


400= A re 04 = 300 nm 


例 3d 一 个 学 校 的 120 名 同学 分 乘 3 辆 大 客车 去 昕 交响 乐 表演 . 第 一 辆 车 有 
36 名 同学 , 第 二 辆 有 40 名 , 第 三 辆 有 44 名 . 到 达 目的 地 后 , 从 120 名 同学 中 随机 
抽取 一 名 . 令 X 表示 被 随机 选中 的 同学 所 乘坐 的 车 上 的 同学 数 , 求 E[X]. 

解 : 随机 抽取 就 意味 着 120 名 同学 被 抽 中 的 可 能 性 是 一 样 的 ， i 


P{X= 36} = 六 PIX=40= 贪 P{X=44}= 入 
这 样 ， 
3 11 _ 1208 
BX =36x +40x3+4x 晤 = 50 = 40.2667 


另 一 方面 , 一 辆 客车 上 的 同学 数 的 平均 值 为 120/3 = 40. 计算 表明 随机 抽取 一 
位 同学 , 他 乘坐 的 车 上 的 同学 数 的 期 望 值 要 大 于 车 上 的 同学 数 的 平均 值 . 这 是 很 正 
常 的 , 因为 一 辆 车 上 同学 越 多 , 该 车 上 的 同学 越 容易 被 抽 中 , 也 即 , 同学 数 多 的 车 所 
占 权 重要 大 于 同学 数 少 的 车 所 占 权重 ( 见 自 检 习 题 4). mn 
注释 ”期望 这 一 概念 可 以 类 比 于 质量 分 布 的 重心 (Center of gravity) 这 一 物理 
概念 . 假定 有 一 个 离散 型 随机 变量 X 具有 分 布 列 p(zi),i > 1. 我 们 设想 有 一 根 没 
有 重量 的 竹竿, 在 点 zi 处 放 有 质量 p(z;),i > 1( 见 图 4.4). 那么 能 使 竹竿 保持 平衡 
状态 的 点 就 是 重心 , 对 于 具有 静 力 学 基本 知识 的 读者 来 说 , 很 容易 找到 这 个 点 就 是 
BX] 到 a 
一生 一 圭一 2 
PCD=010 p(0)=025 p(l)=0.30 p(2)=035 
* -< 重心 09 
图 4.4 点 上 的 质量 


@ 为 了 证 明 这 点 ， 我 们 要 证 明 绕 E[X] 的 力矩 之 和 等 于 0, 也 即 , 我 们 要 证 明 0 = (zi 一 B[X])P(zi)， 
而 这 点 很 容易 得 到 . 
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4.4 随机 变量 函数 的 期 望 


如 果 已 知 一 个 随机 变量 X 的 分 布 列 , 如 何 计算 X 的 函数 , 比如 9(X) 的 期 望 ? 
下 面 介绍 的 是 一 种 方法 : 既然 9(X) 本 身 也 是 一 个 随机 变量 , 它 便 有 自己 的 分 布 列 ， 
这 个 分 布 列 可 以 通过 X 的 分 布 列 计算 得 到 . 一 旦 g(X) 的 分 布 列 得 到 了 , 那么 就 可 
以 根据 期 望 的 定义 来 计算 9(X) 的 期 望 Blg(X)]. 
例 4a 令 X 表示 取 值 于 {-1,0,1} 的 随机 变量 , 其 相应 的 取 值 概率 为 : 
P{X=-1}=02  P{X=0}=0.5  P{X=1}=0.3 
计算 E[X2]. 
解 : 令 Y = X?, 那么 Y 的 分 布 列 如 下 
P{Y=1}=P{X=-1}+P{X=1}=0.5 
P{Y =0} = P{X =0}=0.5 
因此 , E[X?] = E[Y] = 1 x 0.5 +0 x 0.5 = 0.5. 注意 到 0.5 = E[X?] # (BE[X])? 
=0.01. mn 
尽管 用 上 述 方法 可 以 根据 对 随机 变量 X 的 了 解 求 出 一 些 有 关 X 的 函数 的 
期 望 值 , 但 是 , 对 于 E[g(X)] 还 有 另 一 种 理解 方法 ， 注 意 到 一 旦 X = z, 那么， 
g(X) = g(z), 因此 很 合理 地 认为 Elg(X)] 就 是 g(z) 的 一 个 加 权 平均 , 每 个 权重 就 
是 X = z 的 概率 . 这 样 , 以 下 结论 就 非常 直观 . 


命题 4.1 如 果 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 其 可 能 取 值 为 zi,i > 1, 相应 取 
值 概率 为 p(zi), 那么 对 任 一 实 值 函 数 g, 都 有 


Elg(X)] = D9(zi)p(zi) 


在 证 明 此 命题 之 前 , 让 我 们 考察 例 4a 中 的 随机 变量 X, 先 看 看 利用 命题 所 得 
到 的 结果 是 不 是 与 例 4a 的 计算 结果 一 致 . 利用 命题 4.1 可 以 得 到 
EI[X*] = (-1)2x0.2+02x0.5+12x0.3=1x(02+0.3)+0x05=0.5 
这 个 结果 与 例 4a 的 计算 结果 是 一 致 的 . 
命题 4.1 的 证 明 : 我 们 的 证 明 方法 是 将 和 号 学 ;g(zi)p(zi) 中 具有 相同 g(zi) 
值 的 项 合并 . 特别 地 , 假设 yj,j > 1, 表示 g(zi),i > 1 的 不 同 取 值 , 因此 可 得 
D9)p(ei)= 3 》 op 2 WP 


j ig(zi)=Yj Ij ig(zi)=y; 


=Dy yy pr) = ypP{oX)=y}= BX) 噩 
各 有 


i:g(Ti)=yj 
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例 4b 某 种 季节 性 销售 的 产品 , 如 果 每 卖 出 一 件 商 品 , 可 获得 纯利 润 "元 , 如 
果 季节 末 仍 未 卖 出 , 则 每 件 商品 将 损失 4 元 ， 设 某 百货 商店 在 某 个 季节 的 销售 量 
( 即 卖 出 商品 的 件数 ) 为 一 随机 变量 , 其 分 布 列 为 p(i),i > 0. 现在 商店 决定 销售 旺 
季 前 要 转 货 , 问 它 要 围 多 少 件 才能 使 得 期 望 利润 最 大 化 . 

解 : 令 X 表示 季节 销售 量 , 如 果 图 货 数量 为 s, 记 利润 为 P(s), P(s) 可 表示 为 


i 一 (s 一 X)t 如 果 X <s 
b 如 果 X >s 
因此 , 期 望 利润 为 
EIP(s)] = Dlbi— (s—i)dp(i)+ 》 sbp(i) 


i=0 i=st+1 


= (+0 ip( 让 -9 + ol -Dr0)] 


30 


=(b+ oD 一 (十 9:0 +sb= sb+ (b+8) > — 8)p(i) 


i=0 


为 了 得 到 最 佳 的 s 值 , 我 们 来 看 看 当 s 增加 一 个 单位 时 , 利润 有 什么 变化 . 利用 上 
述 公式 得 到 : 
8 十 1 


ElP(s+1)]=b(s+1)+(b+6)D (i— s— 1)p(i) 
i=0 
=b(s+1)+(b+6)D (i—s— 1)p(i) 
i=0 
两 式 相 减 得 
ElP(s +1)]— EIP(s)] =b— (b+£) Dr 
因此 , 如 果 下 列 条 件 满足 , 那么 图 货 数量 为 s+ 1 得 到 的 期 望 利 渔 会 大 于 因 货 数量 
为 s 的 情形 : 
Yr0 <Fr 已 (4.1) 
由 于 公式 (4.1) 的 左边 随 着 s 的 增加 而 增加 ， 而 右边 为 一 常数 , 因此 不 等 式 对 所 有 
的 s < s* 总 是 成 立 的 , 其 中 s* 为 满足 (4.1) 式 的 最 大 值 . 因为 
五 [P(O)] <+…: < E[P(s")] < E[P(s* +1)] > ElP(s* +2)] > … 


这 样 , 图 货 数量 达到 s* + 1 时 将 会 使 得 利润 最 大 化 . 
例 4c 假设 你 要 在 两 种 行动 方案 之 中 选择 其 一 , 采取 任 一 种 方案 都 将 导致 下 列 
n 个 结果 之 一 , 记 为 C1,… ,Cn. 假设 采取 了 第 一 种 方案 , 那么 结果 C: 发 生 的 概率 为 
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pisi = 1,… ,mi 如 果 采 取 了 第 二 种 方案 , 那么 结果 Ci 发 生 的 概率 为 qi,i = 1,… ,m， 
其 中 并 ”pi = 学 ?1 q; = 1. 下 面 提供 一 种 选择 行动 方案 的 方法 . 一 开始 采取 以 下 
方式 给 各 个 结果 进行 赋值 : 首先 , 确定 最 坏 和 最 好 的 结果 , 分 别称 之 为 c。 和 C, 并 
给 最 坏 结果 c 赋值 0, 给 最 好 结果 C 赋值 1. 现在 考虑 其 他 n 一 2 个 结果 , 不 妨 设 为 
Ci. 为 了 给 这 些 结果 赋值 , 设想 你 有 以 下 两 种 选择 : 获得 Ci, 或 者 采取 一 随机 试验 ， 
使 得 你 获得 结果 C 的 概率 为 u, 获得 结果 c 的 概率 为 1 一 u. 很 显然 , 你 的 选择 依 
赖 于 v 的 取 值 , 如 果 w= 1, 那么 试验 取得 确定 结果 C, 由 于 C 为 最 好 的 结果 , 你 肯 
定 认为 选择 做 试验 优 于 选择 获得 Ci, 另 一 方面 , 如 果 v = 0, 那么 试验 结果 就 是 最 
坏 的 结果 c, 因此 , 这 种 情形 下 , 很 明显 你 会 认为 选择 结果 Ci 优 于 选择 做 随机 试验 ， 
现在 , 令 u 从 1 减 小 到 0, 那么 会 很 合理 地 认为 存在 一 点 , 在 这 点 上 , 你 认为 选择 做 
试验 和 选择 获得 C; 是 一 样 的 . 也 即 , 在 严格 的 这 点 上 , 这 两 个 选择 是 没 差别 的 . 那 
么 令 这 个 点 所 对 应 的 概率 v 为 结果 C; 的 值 . 换 句 话说 , 你 选择 Ci, 或 选择 做 试验 ， 
以 概率 v 获得 结果 C, 以 概率 1 一 获得 结果 c, 使 得 这 两 者 没 差别 的 概率 值 就 是 
Ci 的 值 . 我 们 称 这 个 概率 值 为 结果 Ci 的 效用 (utility), 记 为 u(Ci). 

为 了 确定 哪个 行动 是 最 优 的 ， 我 们 要 给 每 个 行动 估 值 . 考虑 第 一 个 行动 方案 
其 结果 Ci 发 生 的 概率 为 pi,i = 1,2,… ,n, 我 们 可 以 认为 这 个 行动 方案 的 结果 由 
一 个 两 步 试验 决定 , 第 一 步 , 随机 选择 1,… ,n, 其 相应 概率 为 pi, 如 果 选 择 了 i, 那 
么 获得 结果 Cu 然而 , 由 于 C; 相当 于 以 概率 u(Ci) 获得 结果 C, 以 概率 1 一 u(Ci) 
获得 结果 c， 这 样 , 两 步 试验 的 结果 就 等 价 于 以 下 一 步 试验 : 获得 结果 C 或 者 c， 
其 中 获得 C 的 概率 为 学” piu(Ci)， 类似 地 , 选择 第 二 个 行动 方案 的 结果 等 价 于 
进行 试验 , 获得 结果 C 或 者 c, 其 中 获得 C 的 概率 为 并 Li giu(Ci)， 既 然 C 优 
于 c, 这 样 第 一 个 试验 优 于 第 二 个 试验 , 如 果 于 Lpiu(C > 开 志 :9iu(Ci, 换 句 话 
说 , 行动 方案 可 以 通过 其 结果 的 效用 的 期 望 值 进行 选择 . 使 得 期 望 效 用 取得 最 大 值 
的 行动 方案 是 最 优 的 . mn 

命题 4.1 的 一 个 简单 推论 就 是 以 下 推论 4.1. 


推论 4.1 若 a 和 ?是 常数 , 则 El[aX 十 H]=aE[X]+b. 


证 阴 : 
ElaX+0]= > (oz+bplz)=a yzplz)+5 > plz)=aBXI+u Oo 
z:p(z)>0 z:p(z)>0 z:p(z)>0 
随机 变量 X 的 期 望 B[X] 也 称 为 X 的 均值 或 者 一 阶 矩 . PIX"],n >1 称 为 义 
的 m” 阶 矩 . 由 命题 4.1, 可 知 


ELX"]= Dr"p() 


z:p(z)>0 
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4.5 方 差 


给 定 一 随机 变量 X 及 其 分 布 函数 亚 , 我 们 希望 能 通过 定义 合适 的 度量 来 概 
括 F 的 本 质 属性 , 这 也 是 十 分 重要 和 有 意义 的 .一 个 比较 好 的 度量 是 X 的 期 望 
媚 X]. 然而 , 尽管 E[X] 可 以 得 到 X 取 各 个 可 能 值 的 加 权 平 均 , 但 是 它 并 没有 告诉 
我 们 任何 关于 取 这 些 值 的 对 均值 的 偏离 程度 , 或 者 说 散布 程度 等 信息 . 比如 说 , 尽 
管 W,Y,2 具有 分 布 列 如 下 : 


W=0 ”概率 为 1 
Y = /1 概率 为 /2 2 _ -100 概率 为 1/2 
+1 概率 为 1/2 +100 概率 为 1/2 


这 三 个 随机 变量 具有 相同 的 期 望 值 0, 但 是 Y 的 取 值 散布 程度 要 远 远大 于 W ( 取 
值 为 常数 ) 的 取 值 散布 程度 . 而 且 , 2 的 取 值 散布 程度 也 大 于 Y 的 取 值 散布 程度 . 
由 于 我 们 认为 X 的 取 值 在 E[X] 附近 , 这 样 , 一 个 合理 的 度量 X 取 值 散布 程 
度 的 方法 就 是 考察 X 的 取 值 与 B[X] 的 距离 . 一 个 可 能 方式 就 是 考虑 E[|X 一 |]， 
其 中 J = E[X]. 然而 , 在 数学 上 处 理 这 种 度量 是 不 方便 的 , 因此, 更 容易 处 理 的 度 
量 通 常 考虑 X 与 其 均值 距离 的 差 的 平方 的 期 望 , 这 样 我 们 就 有 如 下 定义 . 


定义 设 X 的 期 望 为 几 则 X 的 方差 记 为 Var(X), 定义 如 下 : 
Var(X) = E[(X -由 


随机 变量 X 的 方差 Var(z) 就 是 刻画 随机 变量 相对 于 期 望 值 的 散布 程度 的 一 
个 很 好 的 度量 . 下 面 导出 Var(X) 的 另 一 公式 : 


Var(X) = EI(X — 1)?] = Pe 一 由?p(z) = 2 — 2pz + 2)p(z) 
= 二 Z2p(z) — 2p DE + > 
= EX 一 202 十 /2 = EIX’]— 

也 即 
[Vero = B09 = BX] 


X 的 方差 等 于 X? 的 期 望 值 减 去 X 的 期 望 值 的 平方 . 这 也 是 实践 中 最 方便 计算 
Var(X) 的 方法 . 
例 5a 掷 一 枚 均匀 般 子 , 记 X 表示 掷 出 的 点 数 , 计算 Var(X). 
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解 : 在 例 3a 中 已 经 得 到 E[X] = 7/2, 利用 命题 4.1, 得 
EBD 一 了 2x 半 十 距 x 基 十 卫 x 计 十 名 x 半 十 下 x 直 十 的 x 一 了 x91 
因此 ， 
91 /7T\? 35 
Ve) =- 宇 -~(35) = 五 
对 于 任意 常数 a 和 b, 下 面 的 等 式 是 十 分 有 用 的 : 
Var(aX +b) = a?Var(X) 

为 了 证 明 上 式 , 令 j= E[X], 注意 到 推论 4.1 的 结果 ElaX + 如 = an 二 六 因此 有 
Var(aX +b) = El(aX +b—ap—b)] = Ela*(X — 1)] = a?E[(X 一 /23] = azVar(X) 
注释 “(a) 在 力学 中 , 类 比 于 均值 是 质量 分 布 的 重心 , 方差 代表 了 惯性 矩 ， 

(b) Var(X) 的 平方 根 称 为 X 的 标准 差 (Standard deviation), 记 为 SD(X), 也 即 
SD(X) = VVar(X). 

离散 型 随机 变量 通常 根据 其 分 布 列 进行 分 类 , 下 面 的 几 节 将 要 介绍 几 种 常见 的 
类 型 . 


4.6 ” 伯 努 利 随 机 变量 和 二 项 随机 变量 


考虑 一 个 试验 , 其 结果 分 为 两 类 , 或 者 成 功 , 或 者 失败 . 如 果 我 们 令 


义 二 /1 当 试 验 结果 为 成 功 时 
0 当 试 验 结果 为 失败 时 


那么 X 的 分 布 列 如 下 : 
p(OD)=P{XK=0=1-P PH)=PX=I=2 (6.1) 


其 中 p, 0 < p < 1 就 是 每 次 试验 成 功 的 概率 . 

一 个 随机 变量 X 称 为 伯 努 利 随机 变量 (起 源 于 瑞士 数学 家 人 詹 姆 士 . 伯 努 利 ), 如 
果 其 分 布 列 由 (6.1) 式 给 出 , 其 中 pe (0,1). 

现在 设 进行 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p, 失败 的 概率 为 1 一 p. 
若 以 X 表示 n 次 试验 中 成 功 的 次 数 , 那么 六 称 为 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 
(binomial). 因此 , 伯 努 利 随 机 变量 也 称 为 参数 为 (1,p) 的 二 项 随机 变量 . 

参数 为 (n,p) 二 项 随机 变量 的 分 布 列 为 


pO)= (pp i=0hen (6.2) 
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(6.2) 式 的 成 立 原因 如 下 : 首先 注意 到 某 特定 包含 ;个 成 功 和 m 一 ; 个 失败 的 n 个 结 
果 的 序列 的 概率 为 pi(1 一 p)"( 由 试验 的 独立 性 ). 又 由 于 nn 个 结果 的 序列 里 , 包含 i 


个 成 功 和 ni 个 失败 的 序列 一 共有 (”) 个 , 举例 来 说 , 如 果 n = 4,1 = 2, 那么 包含 


两 次 成 功 两 次 失败 的 试验 结果 序列 一 共有 (5) = 6 种, 也 即 : (sssf,),(sfisif),(s,b5s)， 


(bs,s,f),(fys,f,s) 及 (ffss), 其 中 (ssff) 表示 前 两 次 成 功 , 后 两 次 失败 . 既然 每 个 结 
果 序 列 的 概率 均 为 zz(1 - p)?, 那么 在 4 次 独立 重复 试验 中 ，2 次 成 功 的 概率 为 
(Mp 一 


由 二 项 式 定理 知 
3- )zu -ar 一 =p+G-a=1 


i=0 
例 6a 撕 5 枚 均匀 的 硬币 , 假定 掷 各 枚 硬币 所 得 的 结果 是 相互 独立 的 , 求 掷 出 
的 5 枚 硬币 中 正面 朝 上 枚 数 的 分 布 列 . 
解 : 令 X 表示 掷 5 枚 硬币 正面 朝 上 (成 功 ) 的 硬币 枚 数 , 则 X 就 是 一 个 参数 
为 (n = 5,p= 1/2) 的 二 项 随机 变量 , 因此 , 由 公式 (6.2), 可 得 : 


Pt 国人 的 的 "= 吉 wa-o- 人 的 的 - 训 
ne - 昌 wee-9 -全 的 (7- 
re 


例 6b 某 工厂 生产 螺钉 , 已 知 每 一 颗 螺 钉 为 残 次 品 的 概率 为 0.01, 并 且 各 螺钉 
是 否 残 次 品 是 相互 独立 的 . 工厂 以 10 颗 为 一 盒 出 售 螺 钉 , 并 且 承 诺 每 盒 里 最 多 只 
有 一 个 残 次 品 , 否则 该 合作 退货 处 理 . 问 售 出 的 产品 中 退货 的 比例 . 

解 : 令 X 表示 一 盒 中 有 缺陷 的 螺钉 的 数量 , 那么 X 就 是 一 个 服从 二 项 分 布 的 
随机 变量 , 参数 为 (10,0.01), 因此 , 任 一 箱 将 要 退回 的 概率 为 


dlcos 


1- P{X=0}- P{X=1}=1- (0) (0.01)°(0.99)" 一 (0) (0.01):(0.99)? ~ 0.004 


因此 , 将 要 有 0.4% 的 盒子 被 退回 . 

例 6c 以 下 介绍 的 赌博 方法 称 为 “运气 轮 ”， 在 电 界 各 地 的 生机 过 同 忆 下 站 
流行 . 赌 徒 押 注 于 1 到 6 之 间 某 一 个 数 , 然后 庄家 掷 3 枚 般 子 , 如 果 赌 徒 押 的 数 出 
现 i,i= 1,2,3 次 , 那么 他 将 赢得 i 单位 . 反之 , 如 果 赌 徒 押 的 数 没 出 现 , 他 将 损失 1 
单位 . 问 这 个 赌博 对 赌 徒 是 否 公平 ” (实际 上 , 这 个 赌博 经 常 是 转 一 个 轮子 , 当 轮 子 
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停 下 来 时 , 指针 会 指向 某 结 果 , 其 结果 会 显示 1 到 6 之 间 的 三 个 数字 , 但 是 从 数学 
上 来 说 , 这 两 者 是 等 价 的 .) 

解 : 我 们 假设 般 子 都 是 均匀 的 , 而 且 掷 出 的 点 数 相互 独立 , 那么 赌 徒 押 的 数 出 
现 的 次 数 就 是 一 个 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (3, 1/6), 因此 , 令 X 表示 赌 徒 赢得 的 
数目 , 我 们 有 


re 二 的 -器 rz- 全 从- 旨 


re- 和 四 乓 的 - 划 oa-9- 生 全 - 南 


为 了 计算 这 赌博 方式 对 赌 徒 是否 公 平 , 我 们 先 计算 E[X], 利用 以 上 概率 可 以 得 到 
—125+75+30+3 _ -17 
216 216 

因此 , 如 果 长 期 赌 下 去 , 每 216 局 , 赌 徒 将 要 输 掉 17 个 单位 . 站 

接 下 来 的 例子 我 们 考虑 由 孟 德尔 (G. Mendel, 1822 一 1884) 发 展 的 遗传 理论 的 
最 简单 的 一 种 形式 . 

例 6d 考虑 人 类 的 某 一 特别 属性 (比如 眼睛 的 颜色 , 或 是 否 左 撤 子 等 ) 是 由 他 
的 一 对 基因 决定 的 , 以 d 表示 显 性 基因 , 而 r 表示 隐 性 基因 , 则 有 dd 基因 的 是 纯 显 
性 的 , 有 rr 的 是 纯 隐 性 的 , 而 有 dr 的 就 是 混合 性 . 纯 显 性 的 和 混合 性 都 显露 出 显 
性 基因 决定 的 特征 . 孩子 从 其 父母 身上 各 遗传 得 到 1 个 基因 , 如 果 一 对 混合 型 父母 
总 共有 4 个 孩子 , 问 其 中 3 个 孩子 具有 显 性 基因 所 决定 的 特征 的 概率 有 多 大 ? 

解 : 我 们 假定 每 个 孩子 独立 地 从 他 的 父母 方 各 遗传 得 到 1 个 基因 , 因此 , 当 父 
母 均 为 混合 型 时 , 孩子 具有 基因 dd,rr,dr 的 概率 分 别 是 1/4,1/4,1/2. 而 具有 基因 
dddr 的 孩子 具有 显 性 基因 所 决定 的 特征 , 因此 , 孩子 具有 显 性 基因 所 决定 的 特征 
的 概率 为 3/4, 这 样 , 他 们 的 4 个 孩子 中 , 具有 显 性 特征 的 孩子 数 的 分 布 是 二 项 分 
布 , 参数 为 n = 4,p = 3/4. 那么 所 求 概率 为 : 


3\3/1\! 27 
(3) (3) (有 = . 
例 6e 某 陪 审 团 的 审判 由 12 名 陪审 员 参加 . 为 宣判 被 告 有 罪 , 必须 其 中 至 少 
有 8 名 陪审 员 投票 认为 他 有 罪 . 假设 陪审 员 的 判断 是 相互 独立 的 , 且 每 位 陪审 员 作 
出 正确 判断 的 概率 为 9. 问 这 个 陪审 团 作出 正确 判决 的 概率 有 多 大 ? 
解 : 上 述 问题 是 无 法 解 的 , 因为 还 缺少 足够 的 信息 . 例如 , 车 被 告 是 无 罪 的 , 则 
陪审 团 作出 正确 判决 的 概率 为 


12 


入 (ea — 02 


i 


EIX]= 
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而 若 被 告 有 罪 , 正确 判决 的 概率 为 


12 


SCD-o 


rr 


因此 , 如 果 已 知 被 告 的 确 有 罪 的 概率 为 a, 那么 以 他 是 不 是 有 罪 为 条 件 , 我 们 得 到 
陪审 团 作 出 正确 判决 的 概率 为 


a (2)o0 0+ (a) bp (3) 0 a 
i=8 i=5 


例 6f 一 个 通讯 系统 由 n 个 元 件 组 成 , 各 个 元 件 是 否 工作 正常 是 相互 独立 的 ， 
并 且 各 个 元 件 正常 工作 的 概率 均 为 p. 车 在 系统 中 , 至 少 有 一 半 的 元 件 工 作 正常 , 那 
么 整个 系统 就 有 效 . 

(a) p 取 何 值 时 , 5 个 元 件 的 系统 比 3 个 元 件 的 系统 更 有 可 能 有 效 ? 

(b) 一 般 来 说 , 什么 时 候 2k + 1 个 元 件 的 系统 比 2k -- 1 个 元 件 的 系统 更 有 效 ? 

解 : (a) 正常 工作 的 元 件数 是 一 个 服从 参数 为 (n,p) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , 那 
么 5 个 元 件 的 系统 有 效 的 概率 为 


(Dr p+ Gp -p+ 
而 三 个 元 件 的 系统 有 效 的 概率 为 
ra 一 如 十 到 
因此 , 以 下 条 件 成 立时 , 5 个 元 件 的 系统 比 3 个 元 件 的 系统 更 有 效 : 
10p3(1 —p)? 十 5p4(1 一 中 十 下 > 3p2(1 一 中 十 到 


化 简 为 3(p 一 1)?(2p 一 1) > 0, 即 p > 1/2. 

(b) 一 般 来 说 , 当 ( 且 仅 当 ) p > 1/2 时 , 2k + 1 个 元 件 的 系统 比 2k - 1 个 元 件 
的 系统 有 效 . 为 了 证 明 这 点 , 考虑 2k 二 1 元 件 的 系统 , 令 X 表示 “前 2K 一 1 个 元 件 
中 工作 正常 的 元 件 的 数目 ”, 那么 


Pk+1( 系 统 有 效 ) = P{X >k+1}+P{X =k}(1 一 (1 7p)?)+P{X=k-1}p? 


上 式 之 所 以 成 立 是 基于 事件 “2k 十 1 元件 的 系统 有 效 ” 可 以 写成 下 列 三 个 互 不 相 容 
的 事件 的 并 : 
(iD Xk+1; 
(ii) X= 而且 剩 下 的 2 个 元 件 中 至 少 有 1 个 工作 正常 ; 
(ii) X = 大 一 1 而 且 剩 下 的 2 个 元 件 都 工作 正常 . 
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由 于 
Pok-i( 工作 有 效 ) = P{X >k}= P{X =k}+P{X>k+1} 
可 得 


Pk+1( 工作 有 效 ) 一 Pk-1( 工作 有 效 ) 
= P{X=k—1}p? (1-7)P{X =k} 


= (全 jp 一 Dj*pz 一 (1 -Dp)* (A 四 ma —p)*! 
到 (i 站 md —p)*lp— (1—p)] 因为 ( 守 -1) 如 (3 ) 
>02p>1/2 a 


4.6.1 ”二 项 随机 变量 的 性 质 
现在 我 们 来 考察 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 的 性 质 , 先 来 计算 其 期 望 和 方差 ， 


Be = Da (pp = (pp 
i=0 i=1 
利用 恒等式 i(") =n(? 一 1), 可 以 得 到 
EIX*] = we (oh) -pn 


n-l 
=np YD G+ pn 令 j =i-1 
j=0 
= npBl(Y + 1)*7] 
其 中 , Y 是 一 个 参数 为 (n - Lp) 的 二 项 随机 变量 . 在 上 面 的 公式 中 , 令 k = 1, 就 
可 以 得 到 E[X] = np, 也 即 , 如 果 试 验 每 次 成 功 的 概率 为 p , 那么 n 次 独立 重复 试 
验 的 成 功 总 次 数 的 期 望 值 等 于 np. 在 前 面 的 公式 中 令 上 = 2, 再 利用 上 面 得 到 的 
关于 二 项 随机 变量 的 期 望 公式 , 可 得 E[X?] = npE[Y +1] = npl(n 一 1)p 十 1], 因为 
EE[X] = np, 所 以 可 得 


Var(X) = E[X?] — (EIX]))? =npl(n — 1)p+1]— (np) = np(l—7) 
总 结 以 上 论述 , 可 得 如 下 结论 . 
如 果 X 是 一 个 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 那么 


EIXI|=np Var(X)=np(l—7p) 


接 下 来 的 命题 表明 , 二 项 分 布 的 分 布 列 一 开始 是 递增 , 后 来 逐渐 递减 . 
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命题 6.1 如 果 X 是 一 个 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 其 中 0 < p < 1. 
那么 当 上 从 0 到 nn 时, P{X = 对 一 开始 单调 递增 , 然后 一 直 单调 递减 , 它 
在 上 = [(n 十 1)p] 时 取 最 大 值 (记号 [X] 表示 小 于 等 于 X 的 最 大 的 整数 ). 


证 明 : 为 证 明 这 命题 , 我 们 考虑 P{X = k}/P{X = 上 一 1}, 对 于 给 定 的 大 值 ， 
判定 以 下 比值 与 1 的 大 小 关系 . 


n! (1 一 )™—* 
P{X =k} [CET IA _ (nk+l)p 


PIX=k-1} I 
{X=k—1} mE pt! k(1—p) 


因此 , P{X =k} > P{X =k 一 1} 当 且 仅 当 (n 一 大 + 1)p > k(1 - D), 或 者 , 等 价 于 
上 < (n 十 1)p. 这 样 , 命题 得 到 了 证 明 . 口 
图 4.5 为 参数 为 (10,1/2) 的 二 项 随机 变量 的 概率 分 布 图 . 

1024 X p(k) 

252 上 

210 上 
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图 45 p(K)= (9) (#)” 

例 6g 在 美国 总 统 选举 中 , 车 候选 人 在 一 个 州 里 获得 了 多 数 的 选票 , 那么 该 候 
选 人 就 赢得 了 分 配给 该 州 的 全 部 选举 团 票 . 选举 团 票数 正比 于 该 州 的 人 口 数 . 设 该 
州 的 人 口 数 为 n, 选举 团 票 数 约 为 nc( 实 际 上 , 这 个 数 约 为 nc + 2, 该 州 的 每 一 个 众 
议员 有 一 张 选 票 , 众 议 员 人 数 正比 于 该 州 的 人 口 数 . 而 该 州 的 参议 员 也 有 一 张 选票 ， 
而 一 个 州 的 参议 员 只 有 2 名 ). 现在 我 们 要 计算 一 个 选民 的 平均 权力 ， 所 谓 平均 权 
力 是 与 你 的 一 票 起 的 关键 作用 有 关 的 量 . 例如 , 在 某 次 会 议 上 , 你 有 决定 权 , 你 的 权 
力 就 大 . 那么 , 在 选举 中 ,你 的 权力 体现 在 哪里 ? 设想 这 一 州 一 共有 n = 2k 十 1 人 
(n 为 偶数 时 , 情况 是 类 似 的 ), 候选 人 共 2 人 , 除 你 之 外 其 余 的 2k 人 对 这 两 个 候选 
人 的 态度 一 样 , 即 选票 中 有 k 个 人 支持 候选 人 甲 , 另外 个 人 支持 乙 . 在 这 种 情况 
下 , 你 的 一 票 是 关键 的 . 若 你 支持 甲 , 甲 得 胜 , 支持 乙 , 乙 得 胜 . 现在 , 我 们 假定 州 时 
的 2k 个 人 的 选择 是 相互 独立 的 , 并 且 每 个 选民 选择 甲 或 乙 的 概率 都 是 1/2. 这 个 
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时 候 一 个 选民 的 选票 起 关键 作用 的 概率 为 ， 
全民 的 选票 起 关键 人 用 } = (六 ] (了 ) (3 一 和 区 
现在 我 们 利用 斯 特 林 公 式 ， 


kl~ k*+1/2e—k V2nx 
此 处 , a ~ br 表示 当天 -oo 时 ak/bk 一 1. 这 样 我 们 得 到 
: Dk)2k+1/26—2k /T 1 
P{ 公 民 的 选票 起 关键 作用 } ~ (R31 prj 一 遍 
当 你 的 选票 起 关键 作用 时 , 你 将 影响 到 nc 张 选举 团 票 , 这 样 , 在 一 个 人 口 为 1 的 州 
里 的 选民 , 平均 起 来 影响 到 多 少 张 选举 团 票 呢 ? 我 们 用 平均 权力 这 个 指标 . 


平均 权力 = nc. P{ 你 的 一 票 是 关键 的 } + 0. P{ 你 的 一 票 不 起 关键 作用 } 
nc 


~ VV =cV2n/n 
这 样 看 来 , 你 的 平均 权力 与 州 的 人 口 数 的 平方 根 成 正比 , 在 大 州 中 一 票 的 平均 权力 
比 小 州 中 的 一 票 的 平均 权力 大 . 


4.6.2 ”计算 二 项 分 布 函 数 
设 X 是 一 个 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 计算 分 布 函数 


PIX < = (PD i n 
k=0 
的 方法 是 利用 在 证 明 命题 6.1 得 到 的 如 下 P{X = 上 二 1} 和 P{X = 上} 之 间 的 关 
系 : Be 
PIX=k+1)}= TskTIPX= (6.3) 
例 6h 令 X 为 一 参数 为 mn = 6,p = 0.4 的 二 项 随机 变量 . 从 P{X = 0} = 
0.65 = 0.0467 开始 , 利用 递 推 公式 (6.3) 可 得 


P{X =0} = 0.66 ~ 0.0467 P{X=1}==x TP{X = 0} ~ 0.1866 


P{X =4} = 外 x 3P{X =3}~0.1382 P{X=5}= 
4 1 
6*56 

很 早 就 有 人 写 了 一 个 利用 递 推 公式 (6.3) 计算 二 项 随机 变量 的 分 布 函数 的 程序 . 
为 了 计算 P{X < i} 必须 先 计算 P{X = 0}”, 然后 再 利用 递 推 公式 计算 P{X = 1} 


人 @@ 原 书 之 义 是 先 计 算 P{X = 让 , 再 计算 P{X = i 一 1} 等 , 实际 应 先 计算 P{X = 0}, 再 计算 
P{X = 1} 等 .一 至 者 注 


4 
6 
4 5 4 Wa AN 
P(X=2j=5xaP{X=Is03110 P{X=3}= 6 x3P{X=2)~0.2765 
4 2 
< x SP{X =4} ~ 0.0369 
6* 50 } 


P{X=6}= P{X = 5} ~ 0.0041 中 
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和 P{X = 2}, 等 等 . 这 样 的 程序 可 在 网 站 上 找到 . 运行 它 时 , 直接 输入 二 项 分 布 的 
参数 mn 和 p 以 及 一 个 值 i, 程序 就 会 计算 出 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 小 于 或 等 
于 ; 的 概率 . 


历史 注 记 


瑞士 数学 家 雅克 . 伯 努 利 (Jacques Bernoulli, 1654 一 1705) 首次 研究 独立 重复 
试验 (每 次 成 功率 为 p). 在 他 去 世 后 的 第 8 年 (1713 年 ), 他 侄子 尼克 拉 斯 出 版 了 伯 
努 利 的 著作 《推测 术 》. 在 书 中 , 伯 努 利 指出 了 如 果 这 样 的 试验 次 数 足 够 大 , 那么 成 
功 次 数 所 占 的 比例 以 概率 1 接近 p . 

雅克 . 伯 努 利 是 这 个 最 著名 的 数学 家 庭 的 第 一 代 . 在 后 来 的 三 代 里 , 一 共有 8 
到 12 个 伯 努 利 , 在 概率 论 、 统 计 学 和 数学 上 作出 了 杰出 的 基础 性 贡献 . 知道 其 具 
体 数目 比较 困难 , 一 方面 是 有 好 几 人 的 名 字 相 同 (比如 , 雅克 的 兄弟 让 有 两 个 儿子 
分 别 叫 雅克 和 让 ), 另 一 方面 是 有 几 个 伯 努 利 在 不 同 的 地 方 有 不 同 的 名 字 . 比如 , 我 
们 刚 说 的 雅克 (有 时 也 写成 Jaques) 有 时 叫 雅 可 布 (也 写成 Jacob) 或 篇 姆 士 . 伯 努 
利 . 但 不 管 如 何 , 他 们 的 成 果 和 影响 都 是 非凡 的 .正如 巴赫 家 族 之 于 音乐 , 伯 努 利 
家 族 在 数学 界 是 非常 有 名 的 家 族 ! 

例 6i 设 X 是 一 个 服从 参数 为 = 100,p = 0.75 的 二 项 随机 变量 , 求 P{X = 
70} 和 P{X < 70}. 

解 : 如 图 4.6 所 示 . 


图 4.6 统计 软件 计算 概率 
4.7 ” 泊 松 随机 变量 


一 个 取信 为 0,1,2.… 之 一 的 随机 变量 称 为 服从 参数 为 的 泊 松 随机 变量 (Poi 
sson), 如 果 对 某 一 入 > 0, 有 


x 
pli)=P{X=i}=e TT i002 (a 


公式 (7.1) 定义 了 一 个 分 布 列 , 因为 
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泊 松 分 布 是 S.D. 泊 松 在 他 所 著 的 关于 概率 论 在 诉讼 、 刑 事 审讯 等 方面 应 用 的 书 中 提 
出 的 , 这 本 书 于 1837 年 出 版 , 法 文书 名 叫 Recherches sur la probabilité des jugements 
en matiére criminelle et en matiére civile. 

泊 松 分 布 在 各 种 各 样 的 领域 中 有 着 非常 广泛 的 应 用 , 这 是 由 于 当 n 足够 大 , p 
充分 小 , 而 使 得 np 保持 适当 的 大 小 时 , 以 (n,p) 为 参数 的 二 项 随机 变量 可 近似 看 
作 泊 松 分 布 . 为 证 明 这 点 , 设 X 是 一 个 服从 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 并 且 记 
入 = mp, 这 样 

ml 二 二 A AN 
PA mi (3a) 人 2) 
_ n(n Dnoit+D)X (Mn)" 
> ni 让 (1 — Mn): 
由 于 对 充分 大 的 n 和 适当 的 X 有 
(2)" ~e MD mt (1A) 
n n 


n 
因此 , 有 


Xi 
P{X = 计 迟 oT 
也 就 是 说 , 独立 重复 进行 n 次 试验 , 每 次 成 功率 为 p, 当 n 充分 大 , 而 p 足够 
小 , 使 得 np 保持 适当 的 话 , 那么 成 功 的 次 数 近似 服从 参数 为 = np 的 泊 松 分 布 ， 
这 个 和 值 (以 后 将 要 证 明 这 就 是 成 功 次 数 的 期 望 值 ) 通常 赁 经 验 确 定 . 
以 下 例子 中 的 随机 变量 通常 都 服从 泊 松 分 布 ( 也 即 满足 公式 (7.1)): 
一 本 书 里 一 页 或 若干 页 中 的 印刷 错误 ; 
. 某 地 区 居民 活 到 100 岁 的 人 数 ; 
一 天 中 拨 错 电话 号 码 的 总 数 ; 
. 一 家 便利 店 里 每 天 卖 出 狗 粮 饼干 的 盒 数 ; 
. 某 一 天 进入 某 邮 局 的 顾客 数 ; 
. 一 年 中 联邦 司法 系统 中 空缺 位 置 数 ; 
7. 某 放射 性 材料 在 一 定时 期 内 放射 出 来 的 -粒子 数 . 
还 有 其 他 大 量 的 随机 变量 , 都 因为 相同 的 原因 近似 服从 泊 松 分 布 , 也 即 , 因为 
泊 松 分 布 与 二 项 分 布 很 近似 . 例如 , 我 们 认为 某 一 页 上 任 一 字母 出 现 印 刷 错误 的 概 
率 p 是 一 个 很 小 的 数 , 因此 , 这 一 页 上 总 的 印刷 错误 近似 服从 参数 为 和 = np 的 泊 
松 分 布 , 其 中 n 是 该 页 上 的 字母 数 . 类 似 地 , 我 们 还 认为 某 个 地 区 某 人 能 活 到 100 
岁 的 概率 很 小 ; 同样 , 进入 某 家 商店 的 顾客 购买 一 袋 狗 粮 的 概率 也 可 以 认为 是 很 小 
的 数 , 等 等 . 


Srp 
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例 7a 假设 本 书 的 某 一 页 上 的 印刷 错误 数 服从 参数 为 1/2 的 泊 松 分 布 , 计算 
该 页 上 至 少 有 一 处 错误 的 概率 . 
解 : 令 X 表示 该 页 上 的 错误 数 , 我 们 有 


P{X>1}=1- P{X=0}=1-e ?~0.393 mn 


例 7b 假设 某 台 机 器 生产 出 来 的 零件 为 残 次 品 的 概率 为 0.1, 计算 有 10 个 这 
样 的 零件 的 样本 中 至 多 有 一 个 残 次 品 的 概率 有 多 大 ? 

解 ， 所 求 概率 为 (19) x 010 x 0.919 二 (20) x 0.1 x 0.9? = 0.7361, 而 利用 泊 
松 分 布 近似 可 得 该 概率 值 为 e-1+e-! ~ 0.7358. 站 

例 7c 考虑 这 样 一 个 试验 : 记录 1 克 放 射 性 物质 在 1 秒 内 放出 的 a 粒子 数 . 
如 果 从 过 去 的 经 验 得 知 , 这 个 数目 的 平均 值 为 3.2, 问 放出 的 a 粒子 数 不 超 过 2 的 
概率 的 较 好 的 近似 值 是 多 少 ? 

解 ， 设想 这 1 克 放射 性 物质 由 n 个 原子 组 成 ( n 相当 大 ), 每 个 原子 在 所 考虑 
的 1 秒 内 暗 变 并 放出 一 个 a 粒子 的 概率 为 3.2/n, 于 是 我 们 可 看 到 , 放射 出 的 a 粒 
子 数 近似 服从 参数 为 和 = 3.2 的 泊 松 分 布 . 因此 , 所 求 的 概率 为 

3.22 


P{X <2} =e ?+3.20 ?+e 人 03799 a 


在 计算 参数 为 、 的 泊 松 随机 变量 的 期 望 和 方差 之 前 , 回顾 它 近 似 于 参数 为 n 
和 p( 其 中 很 大 , p 很 小 ,入 = np) 的 二 项 随机 变量 , 而 这 个 二 项 随机 变量 的 期 望 值 
为 np = 入 ,方差 为 np(1 一 p) = 和 (1 一 p) s 和 (因为 了 很 小 ). 这 样 , 看 起 来 好 像 泊 松 
随机 变量 的 期 望 和 方差 都 等 于 其 参数 和 下面 我 们 来 证 明 这 一 点 . 
00 一 入 NE 一 1 


EIX] = 外 = 令 j=i-1 
[X=2 -= 和 ” 各 克 7 一 


i=0 


= 入 因为 bb 2 = 
j=07 
因此 , 泊 松 随机 变量 X 的 期 望 等 于 其 参数 和 , 为 了 计算 其 方差 , 先 计算 PIX 


ee i2e— A AAA Cj+ le XN > 
lb Dr 2 


oo ,A oo 入 
je Xi 人 
= 一 +》 7 一 AA+DIT) 


j=0 j=0 


其 中 , 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 第 一 项 就 是 参数 为 的 泊 松 随机 变量 的 期 望 , 而 第 
二 项 就 是 该 随机 变量 取 各 个 值 的 概率 之 和 . 因此 , 由 于 我 们 已 经 得 到 BIX] = X, 可 
得 Var(X) = ELX3- (BIX])2 一 入 即 
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泊 松 随机 变量 的 期 望 和 方差 都 等 于 其 参数 入 . 


我 们 指出 了 参数 为 np 的 泊 松 分 布 是 对 n 次 独立 重复 试验 (每 次 成 功 的 概率 
为 p) 中 成 功 次 数 的 较 好 的 近似 , 其 中 给 定 条 件 n 很 大 而 p 很 小 . 事实 上 , 在 试验 
并 不 独立 , 但 是 弱 相 依 条 件 下 仍 是 比较 好 的 近似 . 例如 , 匹配 问题 (第 2 章 例 5m)， 
其 中 个 人 随机 地 从 他 们 的 帽子 中 取 一 项 帽子 , 考虑 恰好 拿 着 自己 的 帽子 的 人 数 ， 
可 认为 这 n 个 选择 就 是 n 次 试验 , 其 中 第 i 次 成 功 就 是 第 i 个 人 拿 到 了 自己 的 帆 
子 , i = 1,… 定义 事件 Ei,i = 1,… ,n 如 下 : 

Ei = {第 i 次 试验 成 功 } 
很 容易 看 出 P{E;} = 1/n, 且 P{Ei|B;} = 1/(n 一 1),j 关 i, 那么 很 合理 地 认为 成 功 
的 次 数 近似 服从 参数 为 n x 1/n = 1 的 泊 松 分 布 , 事实 上 , 这 一 点 已 经 在 第 2 章 例 
5m 得 到 了 证 明 . 

现在 给 出 第 二 种 关于 试验 为 弱 相 依 情形 下 泊 松 近似 的 阐述 , 考虑 第 2 章 例 5i. 
在 该 例 中 , 假设 有 n 个 人 , 每 个 人 在 一 年 365 天 内 任 一 天 过 生日 的 概率 都 相同 , 现 
在 的 问题 是 计算 n 个 人 生日 各 不 相同 的 概率 . 我 们 曾 用 组 合 学 知识 计算 了 该 概率 ， 
并 计算 出 当 n = 23 时 该 概率 小 于 1/2. 

我 们 可 以 利用 泊 松 近似 来 给 出 上 述 概率 的 近似 值 . 设想 我 们 进行 一 系列 试验 ， 
对 于 不 同 的 i 和 j( 两 个 人 ), 称 试验 i,j 为 成 功 , 如 果 i 和 ; 生日 相同 . 如 果 我 们 令 
Ey 表示 事件 “试验 i,j 成 功 ”, 那么 这 (2) 个 事件 By,1 < i < j < n 并 不 独立 
( 见 理论 习题 21), 但 其 相依 性 却 很 弱 (事实 上 , 对 于 不 同 的 i,j,k,4, Bij 与 Ek! 是 
相互 独立 的 , 见 理论 习题 21). 由 于 P(E;j) = 1/365, 因此 , 假设 成 功 次 数 近似 服从 
参数 为 (?) /365 = n(n - 1)/730 的 泊 松 分 布 是 很 合理 的 . 因此 


P{ 没 有 2 个 人 生日 相同 } = P{0 个 成 功 } = exp { 二 2 了] 
现在 计算 该 概率 小 于 1/2 的 n 的 值 , 注意 到 


等 价 于 
ep{2 二 9} 22 
两 边 取 对 数 , 可 得 n(n 一 1) > 7301In2 ~ 505.997. 这 样 , 可 以 得 到 解 : n = 23. 这 与 
第 2 章 例 5i 的 结论 是 一 致 的 . 
现在 考虑 我 们 想 要 得 到 没有 3 个 人 同一 天 生日 的 概率 , 这 时 用 组 合 学 知识 去 
解决 就 变 得 相当 困难 了 , 但 仍 可 以 用 简单 的 方法 得 到 一 个 较 好 的 近似 . 首先 , 设想 
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我 们 对 人 2) 个 kl < i<j <k<n 做 一 次 试验 , 试验 称 为 成 功 的 , 如 果 j,k 
这 3 人 生日 相同 . 如 上 所 述 , 我 们 知道 成 功 数 近似 为 泊 松 随机 变量 , 参数 为 


(Pers AeB = 全 (页 = 2 
因此 ， 


PH 没有 3 人 生日 相同 } ~ exp{ 了 2 } 


该 概率 值 小 于 1/2, 若 n 满足 n(n 一 1)(n - 2) > 799 350In2 = 554 067.1, 等 价 于 
n > 84, 因此 , 当 人 数 超过 84 时 , 至 少 有 3 人 生日 相同 的 概率 超过 1/2. 

因此 要 使 事件 发 生 的 数量 近似 服从 泊 松 分 布 , 并 没有 必要 要 求 各 个 事件 发 生 的 
概率 相同 , 只 要 这 些 概率 都 较 小 即 可 . 下 面 就 是 泊 松 范例 . 

泊 松 范例 考虑 n 个 事件 , 每 个 事件 发 生 的 概率 为 p;, i = 1,… ,n. 如 果 所 有 
pi 都 很 小 , 且 试 验 或 者 独立 , 或 者 至 多 弱 相 依 , 那么 事件 发 生 次 数 近 似 服从 参数 为 
学 ?pi 的 泊 松 分 布 . 

接 下 的 例子 不 但 应 用 了 泊 松 范例 , 而 且 阐述 了 前 面 介绍 的 一 系列 技巧 . 

例 7d (最 大 游程 的 长 度 ) 抛掷 硬币 n 次 , 假定 各 次 抛 扼 是 相互 独立 的 , 每 次 抛 
掷 正 面 朝 上 的 概率 为 p. 出 现 连续 k 次 正面 朝 上 的 概率 有 多 大 ? 

解 : 首先 应 用 泊 松 范例 逼近 这 个 概率 . 对 于 i = 1,… ,n 一 k 十 1, 令 Hi 表示 “第 
让 十 1 ,1 十 大 一 1 次 抛 搓 硬 币 均 为 正面 朝 上 ”. 此 时 , 连续 上 次 正面 朝 上 的 概率 
就 是 至 少 有 一 个 H; 发 生 的 概率 . 由 于 H; 是 “第 i,i+ 1,… ,i++ 大 一 1 次 抛掷 硬币 
均 为 正面 朝 上 ”, P(H;) = pt， 当 pr* 很 小 时 , Hi 发 生 的 次 数 应 该 近似 具有 泊 松 分 
布 . 但 是 , 这 是 不 对 的 , 因为 尽管 各 事件 H; 发 生 的 概率 很 小 , 而 某 些 事件 之 间 的 依 
赖 性 很 大 , 影响 了 泊 松 逼近 的 精度 . 在 第 1,… ,k 次 抛掷 硬币 的 结果 都 是 正面 朝 上 
的 条 件 下 , 第 2,… ,上 + 1 次 抛掷 硬币 的 结果 都 是 正面 朝 上 的 概率 等 于 第 + 1 次 
抛掷 的 结果 为 正面 彰 上 的 概率 . 即 P(Ho| 瑟 ) = p, 这 个 概率 比 P(H2) 大 得 多 . 

为 了 应 用 泊 松 逼近 , 对 于 i=1,…,n 一 k, 令 EE 为 “第 i+1,…,i+k 一 1 
次 抛掷 的 结果 都 是 正面 朝 上 , 而 第 ;+ 大 次 抛掷 为 反面 朝 上 ”而 En_k+1 为 “第 
n 一 十 1,… ,n 次 抛掷 都 是 正面 朝 上 ”, 这 样 我 们 得 到 

P(E)=p(1-7) ign-k 
P(En_kt1) = 全 

这 样 , 当 天 很 小 时 , P(E;) 都 是 小 概率 事件 , 对 于 E; 和 EE;, 当 它们 所 涉及 的 试 
验 没 有 相 重 的 时 候 , P(Ei|B;) = P(Ei), 如 他 们 涉及 的 试验 有 相 重 部 分 , P(Ei|E;) = 
0. 在 这 两 种 情形 下 , 条 件 概 率 都 可 以 为 是 无 条 件 的 . 令 N 表示 E: 发 生 的 次 数 ，N 
的 分 布 应 该 近似 为 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 


4.7_ 泊 松 随 机 变量 133 


n 一 上 


二 1 
EIN]= P(Ei) = (n— k)p*(1 一 可 十 天 
1 


不 存在 次 连续 正面 朝 上 的 充 要 条 件 为 N = 0. 因此 
P{ 不 存在 k 次 连续 的 正面 朝 上 } = P{N = 0} s exp{ 一 (n 一 k)p*(1 一 p) 一 p*} 
现在 令 Ln 为 “n 次 试验 中 连续 出 现 正面 的 最 大 次 数 ”, 亦 即 L， 为 n 次 试验 中 的 
出 现 正面 的 最 大 游程 的 长 度 . 易 知 Zn < 的 充 要 条 件 是 试验 序列 中 没有 次 连续 
正面 朝 上 的 一 段 . 因此 , 利用 上 式 
P{Ln <k} ~ exp{—(n— k)p*(1 — 7p) —p*} 
现在 假定 硬币 是 均匀 的 , 即 p = 1/2, 此 时 上 式 变 成 


P{Ln < 有] op { -23 2} ~ ep {-art7} 
上 面 最 后 的 近似 式 利用 了 exp{(k 一 2)/2*+1} 守 1 或 (k 一 2)/2*+1 0. 令 j= lnzn, 
并 假定 7 为 整数 , 令 上 = 了 +i 有 


1 
2k+1 “212i+1 2i+l 


显然 ， 
P{Ln <j+i} ~ exp{—(1/2)'+!} 
由 此 可 知 
P{Zn=J+ 计 = P{Ln <j+i+1}— P{Ln <j+i} 
~ exp{—(1/2)"*?} 一 exp{ 一 (1/2) 
例如 ， 
P{Ln < 了 一 3} se 0.0183 P{Zn = 了 -3} se-2 一 es0.1170 
P{Ln = 了 一 2?} 汪 el 一 e-2、 0.2325 P{Zn = 了 -1} serM2 二 er1s0.2387 
P{Ln =j} ~ e-!/4—e-!/? ~ 0.1723 P{Ln =j+1}~e l/s-e /4o~0.1037 


P{Ln =j+2} ~ e116 — e-!/s 2 0.0569 
P{Ln =j+3}~e /3 一 e 016 ~ 0.0298 
P{Ln >j+4}~1—e !/3 ~ 0.0308 


由 上 式 看 出 , 不 管 n 有 多 大 , n 次 试验 的 最 大 的 正面 朝 上 的 游程 的 长 度 在 In2(n) 一 3 
和 Inz(n) +1 之 间 的 概率 大 约 为 0.86. 

现在 我 们 要 导出 在 n 次 抛掷 硬币 试验 中 , 连续 次 出 现 正面 的 概率 (每 次 抛 
掷 硬币 正面 朝 上 的 概率 为 p). 利用 记号 Zn 及 EEi, 我 们 有 
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n—k+l 
P(Ln > 月 = P{ 在 n 次 试验 中 出 现 连续 k 个 正面 向 上 } = P( 【J E:) 


i=1 


利用 事件 和 的 概率 的 容 斥 恒等式 ， 
n—k+l n—k+1 
P( U BE)= DD 5 PB 有) 
i=1 r=1 <ir 
令 5; 表示 与 事件 E; 相关 联 的 试验 号 的 集合 . 例如 , S, = {1,… ,k 十 1}. 现在 考 
虑 包 ,… ,En_k 中 个 事件 的 交 的 概率 (把 事件 E,_+1 排除 在 考虑 之 列 ), 即 考 
虑 P(E … Bi,)il<…<ir<n 一 k+1, 车 5;,,… ,Si, 中 任何 两 个 集合 有 相交 的 
情况 , P(E;, … 应 .) = 0. 如 果 两 两 不 相交 , 则 E;,,… , Ei, 是 相互 独立 的 , 这 样 
Biya 车 $4,… ,Sr 中 有 两 个 相交 的 情况 
prk(1 一 pD)” 车 S54，… ,5i, 互 不 相交 

现在 我 们 要 确定 i < … < i < n 一 k++ 1 中 使 得 5;,，,… , Si。 互 不 相交 的 组 数 . 
首先 注意 到 , 对 于 每 个 集合 5;,, j = 1,… ,7, 对 应 了 上 十 1 次 抛掷 硬币 ， 而 这 些 
集合 又 不 相交 , 一 共 对 应 于 r(k + 1) 次 抛掷 硬币 . 现在 考虑 7 个 相同 的 字母 a 和 
n 一 7(k 十 1) 个 相同 的 字母 b 的 排列 , 其 中 每 个 a 对 应 于 一 个 集合 S-， 每 个 对 应 
于 5,,,j = 1,… ,7 以 外 的 一 个 指标 . 现在 假定 这 些 a 和 已 经 排 好 一 顺序 . 每 一 
个 排列 对 应 于 不 相交 的 指标 集 5;,,… ,Si 的 一 种 选择 . 排列 的 第 一 个 a 前 面 的 5 
的 个 数 代 表 5;, 之 前 的 试验 的 次 数 . 若 第 一 个 a 前 面 有 i 一 1 个 b, 那么 Si 刚好 
由 { 人 十 1 … ,十 时 组成, 而 排 在 第 一 个 a 与 第 二 个 a 之 间 的 b 的 个 数 , 刚好 
对 应 于 5,, 之 后 , Su 之 前 的 试验 次 数 , …. 由 于 这 些 ,6 的 排列 共有 ("下 ) 个 . 
每 一 个 排列 对 应 于 一 个 不 相交 的 5;,,… , St 的 一 种 选择 , 这 样 


P(Ea Bi) = (psd 一 下 
<<ir<n—kt+l 


注意 到 在 事件 和 的 容 斥 等 式 里 边 的 相应 的 求 和 公式 为 


3) P(EaE) 
和 < < 
我 们 将 这 个 和 号 进行 分 解 ” 
和 PEE)= DD PEE) 
pr <<ir<n-ktl 
+ 》 P(EaE.,En-kt!) 
Cir-l 


© 原文 并 没有 这 个 和 号 分 解 译 者 为 便于 读者 理解 , 添加 了 此 内 容 . 一 一 译 者 注 
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= i) p+ DD PUB 有 Br 
Cir-l 
在 上 式 右边 第 二 个 和 号 内 的 各 项 的 计算 和 第 一 个 和 号 的 计算 是 一 样 的 ， 当 
Si ，Si Sn 中 菜 两 个 集合 相交 时 , P(E … i， En_e+1) 一 0. 当 Sa， 
Suissers 两 两 不 相交 时 ， 


P(Ba :Eis En-ktl) = 区 (1 一 可 由 一 pr 一 Dr 


这 样 ， 
3 PBB Enkn)= Kp "(lp)"! 
ir 
其 中 K 是 不 相交 子 集 类 5;,，,… , 5;，, ,Sn_* 的 数目 . 这 个 数目 等 于 (r -1) 个 和 


mn-DKk+D- 个 4 的 全 在- 起 的 排列 娄 这 个 排列 数 为 ("一下 ). 将 所 得 
到 的 公式 代入 P(Ln > 有 ) 的 表达 式 , 得 到 


P(Ln >k) = 3 [@ Di 人 了 + 3 me)] Gp)" 


在 上 式 中 我 们 规定 (7 ) = 0,m < 二 


从 计算 的 角度 看 存在 更 有 效 的 方法 计算 上 述 概率 , 其 方法 是 导出 一 个 首 推 公 
式 . 令 hn 表示 “在 n 次 抛掷 硬 币 的 试验 中 出 现 连续 k 次 正面 朝 上 ”的 事件 , 记 
及 = P(Am). 记 万 表示 “n 次 试验 中 第 一 次 反面 朝 上 在 第 ; 次 抛掷 硬币 时 出 现 ”， 
用 万 表 示 “ 前 次 都 是 正面 朝 上 ”, 所 , 局 ,… ,Fi 万 形成 一 个 互 不 相 容 的 完备 组 . 
我 们 有 

P(An) = DP(An|F)P(E;) + P(4nlE)P(B) 


j=1 
由 于 第 一 次 反面 朝 上 是 在 第 7 次 试验 出 现 , ; < k， 而 我 们 要 出 现 k 次 连续 正面 ， 
因此 前 ; 次 试验 不 起 作用 , 相当 于 试验 重新 开始 , 于 是 P(An| 户 ) = Pa-j, 又 由 于 
P(An|H) = 1, 我 们 得 到 


P= P(A = TR, jP(Fj) + P(H) = 2 jp 一同 十 下 


j=1 
由 于 局 =0jJ < 大 及 及 = 了 我 们 利用 上 式 道 失 算 册 及 + Pe+2,… , 直至 算出 
PP. 例如 , 我 们 希望 计算 出 在 4 次 抛掷 一 枚 均匀 硬币 中 出 现 2 个 连续 正面 朝 上 的 
概率 ,k=2, Pi = 0, 忆 = (1/ 2)? = 1/ 4, 利用 公式 


大 
m+ 
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得 到 


1 1\2 1\2 2 2 

An@)ra() + -Ena)+a) + -3 
这 显然 是 正确 的 .因为 4 次 抛掷 硬币 , 连续 两 次 出 现 正面 的 情况 为 : hhhh, hhht， 
hhth，hthh，thhh，hhtt，thht 和 tthh, 共有 8 种 情况 ， 每 种 情况 出 现 的 概率 为 
1/16. mn 

泊 松 分 布 的 另 一 应 用 表现 在 这 样 的 情形 中 , “事件 ”发 生 在 某 些 时 间 点 上 . 这 
种 事件 的 例子 有 : 发 生 一 次 地 震 , 某 人 进入 特定 地 点 (如 银行 、 邮 局 、 加 油 站 等 ), 爆 
发 一 次 战争 等 . 我 们 假设 这 样 的 事件 发 生 在 一 列 (随机 ) 时 间 点 上 , 并 设 存在 某 个 
正 的 常数 \ 使 得 如 下 条 件 成 立 . 

1. 在 任意 长 度 为 h 的 时 间 区 间 内 , 正好 发 生 一 个 事件 的 概率 彼此 相同 , 都 等 于 
Ah+o(h), 其 中 ol(h) 表示 任何 满足 limn-_,o f(h)/h = 0 的 函数 f(A). [例如 f(h) = h?2 
是 o(h), 而 f(h) = 六 不 是 o(h)] 

2. 在 任意 长 度 为 h 的 时 间 区 内 发 生 2 个 或 更 多 个 事件 的 概率 非常 小 ,等 于 


o(h). 
3. 对 于 任意 确定 的 自然 数 n 与 非 负 整数 坟 ,j2,… ,jn, 以 及 任意 n 个 互 不 相 
交 的 时 间 区 间 , 车 以 E; 表示 “在 第 i 个 时 间 区 内 上 述 事件 正好 发 生 j; 次 ”, 则 
Bi, Ea.… ,En 相互 独立 . 

粗略 地 说 , 条 件 1 与 条 件 2 说 明 , 当 h 比较 小 时 , 在 长 度 为 h 的 区 间 内 正好 发 
生 1 个 事件 的 概率 等 于 Mh 加 上 菜 个 比 h 更 小 的 量 , 而 事件 发 生 多 于 一 次 的 概率 就 
是 一 个 比 h 更 小 的 量 . 条 件 3 说 明 , 在 一 个 时 间 区 间 内 无 论 发 生 了 什么 , 对 另 一 个 
与 它 不 相交 的 区 间 (从 概率 意义 上 ) 没有 影响 . 

在 条 件 1, 2 与 3 成 立 的 假设 下 , 我 们 证 明 , 在 任意 长 度 为 t 的 时 间 区 间 内 , 事 
件 发 生 的 次 数 是 以 Xt 为 参数 的 泊 松 随机 变量 . 为 此 , 我 们 考虑 区 间 [0,4, 并 以 N(t) 
表示 “这 个 区 间 内 事件 发 生 的 次 数 ”， 为 求 出 P{N(t) = k} 的 表达 式 , 先 将 区 间 
[0,4 等 分 为 n 个 互 不 相交 且 长 度 为 t/n 的 子 区 间 (图 4.7). 


0 二 一 


ER 十 + 
tn 21n 3tn (a Din 
图 4.7 对 区 间 fo. 等 分 
我 们 有 
P{N(t) =k} 
=P{n 个 子 区间 中 某 个 正好 各 含 1 个 事件 而 其 余 n 一 k 个 子 区间 各 含 0 个 事件 } 
十 P{N(t) =k 且 至 少 1 个 子 区 间 含 多 于 1 个 事件 } (7.2) 
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显然 , 等 式 (7.2) 是 因为 事件 {N(t) = 上} 等 于 右边 两 个 互 不 相 容 事件 之 并 . 以 4 与 
B 分 别 表示 (7.2) 式 右边 这 两 个 互 不 相 容 事件 , 便 得 到 


P(B) < P{ 至 少 一 个 子 区 间 包 含 多 于 1 个 事件 } 


二 P{[ 第 ;个 子 区 间 包含 多 于 1 个 事件 } 


证 1 


< 》 P{ 第 :个子 区 间 包 含 多 于 1 个 事件 。 用 布尔 不 等 式 
这 1 


(t/n) 

De 

因 对 任何 t, 当 n 一 co 时 , t/n 一 0, 从 而 由 o(h) 的 定义 可 得 , 当 n 一 co 时， 
o(t/n)/(t/n) 一 0. 因此 , 当 n 一 oo 时 ， 


P(B) 一 0 (7.3) 
另 一 方面 , 由 于 条 件 1 与 条 件 2 蕴涵 " 
P{ 在 长 度 为 h 的 区 间 内 有 0 个 事件 发 生 } 
=1— [Mh+o(h)+o(h)] =1— Mh—o(h) 
又 由 独立 性 条 件 3 可 得 
P{A} 


二 Pfn 个 子 区 间 中 某 k 个 正好 各 含 1 个 事件 而 其 余 n 一 个 子 区 间 各 含 0 个 事件 } 
k no- 

-E+ EY) -ee)]™ 

但 因 当 n 一 co 时 ， 
n[ 兰 村 o£)]= = + | 一 六 
故 采用 与 证 明 二 项 随机 变量 的 泊 松 近似 相同 的 方法 可 证 , 当 n 一 co 时 ， 
P(4) 一 0 (7.4) 

因此 , 由 (7.2),(7.3),(7.4) 式 , 令 n 一 co, 我 们 得 到 


P{N(#) =k} = ew k= 0,1,2,.… (7.5) 


@ 两 个 形 如 o(h) 的 函数 之 和 仍 为 oh), 这 是 因为 , 车 Jim f(h)/h = ji 9(h)/4 二 0, 则 jim [7(h)+ 
g(h)]/h = 0- 
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这 样 , 如 果 事 件 的 发 生 满足 条 件 1, 2, 3, 则 在 任何 固定 的 长 度 为 t 的 时 间 区 间 
内 , 事件 发 生 的 次 数 是 以 Xt 为 参数 的 泊 松 随机 变量 . 这 时 , 我 们 称 事件 是 按 速 率 为 
入 的 泊 松 过 程 发 生 的 . 数 和 可 解释 为 单位 时 间 内 事件 发 生 的 速率 . 它 一 定 是 由 经 验 
确定 的 常数 . 

上 述 讨论 阐明 了 为 什么 泊 松 随机 变量 通常 可 作为 诸如 下 列 各 种 现象 的 很 好 的 

1. 发 生 在 某 固定 时 间 间 隔 内 地 震 的 次 数 ; 

2. 每 年 爆发 战争 的 次 数 ; 

3. 在 某 固定 周期 内 从 一 个 热 阴 极 放射 出 的 电子 数 ; 

4. 某 人 寿 保险 公司 的 保险 客户 在 某 一 时 间 区 间 内 死亡 的 个 数 . 

例 7e 美国 西部 发 生地 震 的 次 数 符合 上 述 假设 1, 2, 3, 且 以 1 周 为 单位 时 间 ， 
速率 和 = 2( 即 地 震 发 生 的 次 数 符合 上 述 3 个 假设 , 并 且 每 周 发 生 的 次 数 为 2 次 ). 

(a) 接 下 来 2 周 内 至 少 发 生 3 次 地 震 的 概率 ; 

(b) 从 现在 开始 到 下 次 地 震 的 持续 时 间 的 概率 分 布 . 

解 : (a) 由 (7.5) 式 ,有 

P{N(2) > 3} =1— P{N(2) =0} — P{N(2) =1} — P{N(2) =2} 


le dt— et-1- 130-4 
(b) 令 X 表示 “从 现在 开始 到 下 次 地 震 时 间 的 时 间 间 隔 ”( 单 位 : 周 ). 因为 X 
大 于 + 的 充 要 条 件 是 接 下 来 的 时 间 t 内 不 发 生地 震 , 由 (7.5) 式 得 
P{X >t}= P{N(t)=0} =e-* 
因此 , 随机 变量 X 的 分 布 函数 下 为 


F(t)=P{X<t}=1-P{X>t}=1-e*=1—-e2 a 
计算 泊 松 分 布 函数 
如 果 X 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 , 则 
P{X=i+1ij exM+l/G+IDL _ A (7.6) 
P{X=i} eMM/il i+l Y 


从 P{X = 0} =e-* 开始 , 利用 (7.6) 式 可 以 计算 以 下 
P{X =1}=AP{X =0} 


P{X =2}= Sp{x =1} 


入 
PKX=i 计 廿 = 计 TIP{X 一 庄 


4.8 ”其 他 离散 型 分 布 ”139 


网 站 上 有 一 个 程序 , 利用 式 (7.6) 来 计算 泊 松 分 布 的 有 关 概 率 . 
例 7f 
(a) X 服从 泊 松 分 布 , 均值 为 100, 计算 P{X < 90}. 
(b) Y 服从 泊 松 分 布 , 均值 为 1000, 计算 P{Y < 1075}. 
解 : 利用 网 站 上 的 程序 可 求 得 
(a) P{X < 90} ~ 0.1714. 
(b) P{Y < 1075} ~ 0.9894. mn 
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4.8.1 ”几何 随机 变量 
考虑 独立 重复 试验 , 每 次 成 功率 为 p,0 < p < 1, 一 直 进 行 直 到 试验 成 功 . 如 果 
令 X 表示 需要 试验 的 次 数 , 那么 
P{X=n}=(1-p" pp n=1,2,.… (8.1) 
上 式 成 立 是 因为 要 使 得 X 等 于 n, 充分 且 必 要 条 件 是 前 n - 1 次 试验 失败 而 第 m 


次 试验 成 功 . 又 因为 假定 各 次 试验 都 是 相互 独立 的 , 因此 (8.1) 式 成 立 . 
由 于 


> 和 Se _ in-1l 一 p 也 
Px- De = 记 丰 -1: 


这 说 明 试验 最 终 会 出 现成 功 的 概率 为 1. 若 随机 变量 的 分 布 列 由 (8.1) 式 给 出 , 则 
称 该 随机 变量 为 参数 为 p 的 几何 (geometric) 随 机 变量 . 

例 8a 一 个 坛子 里 有 N 个 白 球 和 M 个 黑 球 . 每 次 从 中 取出 一 个 球 , 观察 球 
的 颜色 并 放 回 , 重复 这 个 过 程 , 直到 取出 一 个 黑 球 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 正好 取 球 n 次 ; (b) 至 少 取 球 上 次 . 

解 : 令 X 表示 要 取出 一 个 黑 球 需要 取 球 的 次 数 , 则 X 满足 公式 (8.1), 其 中 
p= M/(M + N), 因此 

(a) 


nl 
M MN"™-! 
信人 (ws) M+N™ (M+N)" 


(b) 
M E/N yn 
PO 2H -HrR (THN) 


n=| 


守 (ms)(ms) /LE zn] 本 (zw) 
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问题 (b) 的 答案 可 以 直接 得 到 , 因为 至 少 需要 次 取 球 意味 前 -- 1 次 拿 到 的 都 是 
白 球 , 亦 即 前 一 1 次 试验 都 失败 . 这 样 , 对 于 一 个 服从 几何 分 布 的 随机 变量 ， 


P(x2N= 0p =( N 


M+N 
例 8b 计算 几何 随机 变量 的 期 望 . 
解 : 令 g = 1 一 p, 我 人 有 
BIX]= Di lp= D1+l)a p= -Dorip+》 or-lp 
i=1 i=1 i=1 i=1 


总 
=》 Jp+1=9》 7J0rip+1=qBEIXI+1 
=0 j=1 


因此 pE[X] = 1, 由 此 得 到 E[X] = 1/p. 也 就 是 说 , 一 个 成 功 的 概率 为 p 的 试验 , 如 
果 独 立 重 复 进行 直到 试验 成 功 , 那么 需要 进行 的 试验 的 次 数 的 期 望 等 于 1/p. 举例 
来 说 , 掷 一 枚 均匀 般 子 , 直到 出 现 一 次 点 数 为 1, 需要 掷 的 次 数 的 期 望 为 6. 四 
例 8c 计算 几何 随机 变量 的 方差 . 
解 : 为 了 计算 Var(X), 先 计 算 E[X3], 记 g = 1 一 p, 我 们 有 


EX = 过 gr!p= Fe -1+1)?g Tp 
i=1 i=1 
= -p+ D2- Da p+ Da p= Dip+2) jgp+1 
i=} i=1 i=1 j=0 j=1 
= gE[X?] +2gE[X]+1 
利用 公式 E[X] = 1/p, 由 上 面 的 公式 得 到 


因此 ， 
ELX3] = 22+2 _ 2 
再 利用 方差 的 公式 得 到 
Var(X) = EL-(ELXJ? = -页 = 久 = 2 站 
4.8.2 ” 负 二 项 分 布 


考虑 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p,0 < p < 1, 试验 一 直 进 行 到 一 共 累 计 
成 功 了 " 次 为 止 . 令 X 表示 此 时 试验 的 总 次 数 , 则 


P{X=n}= (CI)ra -pp n=n,r+1,.… (8.2) 
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公式 (8.2) 之 所 以 成 立 是 因为 , 要 使 得 第 n 次 试验 时 正好 是 第 次 成 功 , 那么 前 
n 一 1 次 试验 中 有 一 1 次 成 功 , 且 第 n 次 试验 必然 是 成 功 ,“ 前 n 一 1 次 试验 中 有 
7 一 1 次 成 功 ”这 一 事件 的 概率 为 
CDre-ar 

而 “第 n 次 试验 成 功 ” 的 概率 为 p. 因为 这 两 事件 相互 独立 , 将 两 个 概率 值 相 乘 就 
得 到 (8.2). 要 证 明 如 果 试验 一 直 进 行 , 那么 最 终 一 定 能 得 到 > 次 成 功 , 只 需 用 分 析 
的 方法 证 明 oo 

和 PK= 相 = 入 -i)ra —p)""=1 (8.3) 
或 者 我 们 可 给 出 如 下 的 概率 论证 的 方法 : 得 到 > 次 成 功 所 需 的 试验 次 数 可 以 分 解 
为 下 十 玖 十 … 十 下 ,其 中 玫 表示 第 一 次 成 功 时 试验 的 次 数 , Y2 表示 第 一 次 成 功 
之 后 , 直到 第 二 次 成 功 时 所 需 的 试验 次 数 ,Y3 表示 第 二 次 成 功 之 后 , 直到 第 三 次 成 
功 所 需 的 试验 次 数 , 等 等 . 因为 试验 是 相互 独立 的 , 且 每 次 成 功 的 概率 都 为 p, 所 以 ， 
钱 ,Y2，,… ,YY 都 为 几何 随机 变量 .而 几何 随机 变量 XY 都 是 以 概率 1 取 有 限 值 , 因 
此 , 并 f1 Yi 一 定 为 有 限 值 . 这 样 (8.3) 式 就 得 到 了 证 明 . 

若 随机 变量 X 的 分 布 列 由 (8.3) 式 给 出 , 那么 称 X 为 参数 为 (r,p) 的 负 二 项 
(negative binomial) 随机 变量 . 注意 几何 随机 变量 就 是 参数 为 (1,p) 的 负 二 项 随机 
变量 . 

接 下 来 的 例子 , 我 们 将 要 利用 负 二 项 分 布 来 得 到 关于 点 的 问题 的 另 一 个 解法 . 

例 8d 进行 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 求 第 > 次 成 功 发 生 在 m 次 
失败 之 前 的 概率 . 

解 : 注意 到 当 且 仅 当 第 > 次 成 功 的 时 刻 不 晚 于 7 十 m 一 1, 才能 保证 在 m 次 失 
败 之 前 出 现 第 ” 次 成 功 . 这 是 因为 , 如 果 在 7 +m - ! 次 试验 之 前 或 此 时 已 经 有 + 
次 成 功 发 生 , 那么 在 m 次 失败 之 前 必然 有 r 次 成 功 , 反之 也 成 立 . 因此 , 利用 公式 
(8.2), 所 求 概率 为 


二 (PDQ -py"" - 


例 8e( 巴 拿 赫 火柴 问题 ) 某 个 抽烟 的 数学 家 一 直 就 随身 带 着 两 盒 火 柴 , 一 盒 放 
在 左边 口袋 , 另 一 盒 放 在 右边 口袋 . 每 次 他 需要 火柴 时 , 都 是 随机 地 从 两 个 口袋 中 任 
取 一 盒 , 并 取出 其 中 一 根 . 假设 开始 时 两 盒 中 都 是 六 根 火柴 , 问 在 他 第 一 次 发 现 其 
中 有 一 个 盒子 已 经 空 了 的 时 候 , 另 一 盒 中 恰好 有 根 火 此 的 概率 有 多 大 ? k = 0, 1， 
> N. 
解 : 令 已 表示 事件 “数学 家 第 一 次 发 现 右边 口 级 里 的 火柴 盒 是 空 的 , 而 此 时 左 
边 口 绕 里 的 火柴 盒 里 还 有 根 火 柴 ”, 这 个 事件 发 生 当 且 仅 当 第 (N +1+ NN 一 k) 
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次 抽取 根 火 柴 时 候 正好 取 中 的 是 右边 口袋, 而 且 是 第 (N + 1) 次 取 中 右边 口袋, 因 
此 , 利用 公式 (8.2)(p=1/2,r=N+1,n=2N 一 k+1), 有 


P(E)= (ee 月 人 ( 人 


另外 , 还 有 同样 概率 的 事件 是 第 一 次 发 现 左边 口袋 里 的 火柴 盒 是 空 的 , 而 此 时 
右边 口 线 火柴 盒 里 恰好 还 有 大 根 火柴 . 而 这 两 个 事件 又 是 互 不 相 容 的 , 因此 所 求 概 


2N — kV /1\2N-s 
2 四 -Co 的 。 


例 8f 计算 参数 为 (r, p) 的 负 二 项 随机 变量 的 期 望 值 和 方差. 
解 : 


B= T(r 


enn on -10) 


人 


了 
本 

一 7 > mm- Ds 7)zrrd —D™ Ut) m=n+l 
r 


其 中 Y 是 一 个 参数 为 (r + 1,p) 的 负 二 项 随机 变量 . 在 上 式 中 令 尺 = 1, 可 以 


得 到 
EIX] = 
了 


在 上 式 中 令 k= 2, 并 利用 负 二 项 分 布 的 随机 变量 的 期 望 的 公式 , 可 以 得 到 
31 -7EY_1l=7f7+l_ 
EIX”] = 3 1] 7 ( 3 1) 
因此 ， 


下 r\?_r(1—p) 
Var(X) =5( -1)-(3) = 半生 中 

从 例 8f 可 以 看 出 : 如 果 进行 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 则 需要 累积 
7 次 成 功 的 总 试验 次 数 的 期 望 值 和 方差 分 别 为 r/p 和 r(1 一 p)/P?. 

由 于 几何 随机 变量 就 是 参数 > = 1 的 负 二 项 随机 变量 , 由 上 面 的 例子 可 得 参数 
为 p 的 几何 随机 变量 的 方差 为 (1 一 p)/p?, 这 样 就 验证 了 例 8c 的 结果 . 

例 8g 连续 掷 一 枚 盘子 , 一 直到 点 数 1 出 现 了 4 次 , 求 投掷 总 次 数 的 期 望 值 
和 方差. 
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解 : 因为 我 们 所 关心 的 随机 变量 X (投掷 总 次 数 ) 服从 负 二 项 分 布 , 参数 + = 4， 
了 = 1/6. 因此 


4x= 
EI[X]=24 Var(X) = 一 6 =120 中 


4.8.3” 超 几何 随机 变量 


一 个 坛子 里 有 N 个 球 , 其 中 mm 个 白 球 , N 一 m 个 黑 球 , 随机 地 (无 放 回 ) 从 中 
取出 大 小 为 n 的 样本 , 令 X 表示 取出 来 的 白 球 数 , 那么 
(7) (7) 
P{X = 计 = 一 -一 -一 i=0,l..,n (8.4) 
(3) 
n 
一 个 随机 变量 X, 如 果 其 概率 分 布 由 公式 (8.4) 给 出 , 那么 X 就 称 为 超 几何 (hype- 
rgeometirc) 随机 变量 . 
注释 ”虽然 我 们 把 超 儿 何 随机 变量 取 值 的 概率 从 0 写 到 了 nn, 但 事实 上 P{X = 
计 等 于 0, 除非 i 满足 n 一 (N 一 m) < i < min(n,m). 然而 , 式 (8.4) 一 般 来 说 是 成 
立 的 , 因为 为 了 方便 , 我 们 规定 了 在 <0 或 + < 时 , (”) 等 于 0. m 


例 8h 栖 居 于 某 地 区 的 动物 个 数 N 是 未 知 的 , 为 了 得 到 对 N 的 大 致 估计 , 生 
态 学 家 们 常常 进行 如 下 的 试验 . 他 们 先 在 这 个 地 区 捕捉 一 些 动物 , 比如 说 mm 个 , 然 
后 标 上 记号 放 掉 它们 . 过 一 段 时 间 , 当 这 些 标 有 记号 的 动物 充分 散布 到 整个 地 区 后 ， 
再 所 一 批 , 比如 说 n 个 . 设 X 为 第 二 批 捉 住 的 n 个 动物 中 标 过 记号 的 动物 个 数 . 如 
果 假 设 两 次 捕捉 期 间 动物 的 总 数 没有 发 生变 化 , 而 且 捉 住 每 一 只 动物 的 可 能 性 是 一 
样 的 , 那么 X 为 一 超 几何 随机 变量 , 满足 
(DD 
P{X=i}=———— =P(N) 
(%) 
n 
其 中 i 为 XX 的 观测 值 . 由 于 P(N) 是 这 个 地 区 事实 上 总 共有 N 个 动物 的 条 
件 下 观测 事件 X 取 值 的 概率 , 故 使 P(N) 达到 最 大 值 的 N 值 应 当 是 动物 总 数 N 
的 合理 的 估计 . 这 样 的 估计 称 为 极 大 似 然 (maximum likelihood) 估计 . 更 多 的 这 种 
估计 的 例子 可 参见 理论 习题 13 和 理论 习题 18. 
求 PB(N) 最 大 值 的 最 简单 的 方法 是 : 首先 注意 到 
P(N) _ (N-m(N-n) 
P(N-1) N(N—-m—n+i) 
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要 使 上 述 比 值 大 于 1, 当 且 仅 当 
(N—-m(N-n)>N(N—-m—nt+i) 
或 等 价 地 , 当 且 仅 当 Ne 
可 见 , P(N) 是 先 上 升 , 然后 下 降 ， 且 在 不 超过 mn/i 的 最 大 整数 处 达到 其 最 大 值 . 
这 个 最 大 整数 就 是 N 的 极 大 似 然 估计 . 例如 , 假定 第 一 次 捕捉 到 了 m = 50 只 动物 ， 
标 上 记号 后 放 掉 . 第 二 次 又 捕捉 了 n = 40 只 动物 , 其 中 标 有 记号 的 有 i = 4 只 , 那 
么 , 我 们 就 可 估计 出 这 地 区 大 约 有 500 只 动物 . (要 注意 上 述 估 计 还 可 以 这 样 求 得 : 
在 这 个 地 区 内 , 标 有 记号 的 动物 所 占 的 比例 为 m/N, 应 当 近 似 地 等 于 第 二 次 捕捉 的 
动物 中 做 过 标记 的 动物 所 占 的 比例 i/n.) mn 
例 si 某 采 购 员 购买 一 种 10 个 一 包 的 电子 元 件 . 从 一 包 中 随机 地 抽查 3 个 ， 
如 果 这 3 个 元 件 都 是 好 的 , 才 买 下 这 一 包 . 假定 含有 4 个 残 次 元 件 的 包 数 占 30%， 
而 其 余 70% 每 包 只 有 一 个 残 次 元 件 . 试问 被 这 个 采购 员 拒绝 的 包 数 占 多 大 比例 ? 
解 : 设 4 表示 “采购 员 买 下 某 一 包 ” 这 一 事件 , 则 


P(A4) = P(4| 这 包 有 4 个 残 次 品 ) x 10 + P(4| 这 包 有 1 个 残 次 品 ) x 古 


Oe ，OG6) ， a 


9) “5 (9) “5 100 
3 3 


从 而 , 将 有 46% 的 包 被 采购 员 拒 绝 . 国 

从 N 个 球 ( 白 球 比例 为 p = m/N) 里 , 无 放 回 随机 抽取 n 个 球 , 那么 取 中 的 
白 球 数 为 超 几何 随机 变量 . 如 果 对 于 n 来 说 , m 和 N 很 大 的 话 , 那么 有 放 回 和 无 
放 回 抽 球 没什么 差别 . 因为 当 m 和 N 很 大 时 , 不 管 前 面 抽 了 多 少 球 , 接 下 来 的 抽 
到 的 是 白 球 的 概率 仍然 近似 等 于 p . 也 就 是 说 , 直觉 认为 , 当 m 和 N 相 比 n 很 大 
时 , X 的 分 布 列 应 该 近似 等 于 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 的 分 布 列 . 为 了 证 明 这 
个 直觉 , 注意 到 如 果 X 为 一 超 几 何 随机 变量 , 那么 对 i< n, 有 


(DP 

全 

m! (N—m)! (N—n)in! 
ml (Nm-ntiln-d)! NI 


_/nNm m-l m-itl Nm N-m-1 N-m-(n-i-l) 
全 大 :ET Ni Ni-l N-i-(n-i-1) 


P{X=i}= 
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~ (rap 


其 中 , 最 后 等 式 成 立 的 条 件 是 p= m/N 且 m 和 N 相对 n 和 i 来 说 都 很 大 . 
例 8j 试 计算 服从 参数 为 (n, N,m) 的 超 几 何 随机 变量 X 的 期 望 和 方差 . 
解 : 


a tt /0 


i=1 


利用 恒等式 


可 以 得 到 
5 OPD/2) 


-Ee /CD -Rat 
其 中 ,了 ee 其 参数 为 (n 一 1,N 一 1,m 一 1). 因此 ， 
在 上 面 的 等 式 中 令 = 1, 有 E[X] = nm/N, 换言之 , 如 果 从 N 个 球 (其 中 m 个 白 
球 ) 中 随机 抽取 n 个 , 那么 其 中 白 球 数 的 期 望 为 nm/NN. 

在 上 面 的 式 子 中 令 k=2, 可 以 得 到 


EIX”] = 邮 sy t= 界 芭 加 汪 +| 


后 一 个 等 式 用 到 了 前 面 关 于 服从 超 几 何 分 布 的 随机 变量 Y 的 期 望 的 计算 结果 . 
又 由 EI[X] = nm/N, 我 们 可 以 推导 出 


vao0= 守 [+ 全 


令 p=m/N, 且 利 用 等 式 


得 到 


va00=npln-Dp-o-Da28+I-m=npt-n0-35) 
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注释 例 8j 已 经 指出 , 从 N 个 球 ( 白 球 的 比例 为 p) 里 随机 无 放 回 抽取 nr 个 球 ， 
那么 抽取 到 的 白 球 数 的 期 望 为 np. 而 且 , 当 N 相对 n 很 大 (这 样 (N 一 n)/(N 一 1) 
近似 等 于 1) 时 , 有 Var(X) ~ np(1 -中 , 也 就 是 说 , B[X] 与 有 放 回 抽 球 情形 下 (此 
时 白 球 数 为 参数 为 ( n, p ) 的 二 项 随机 变量 ) 是 一 样 的 . 而 且 , 如 果 总 的 球 数 很 大 ， 
那么 Var(X) 近似 等 于 有 放 回 的 情形 . 当然 , 这 正 是 我 们 之 前 的 猜测 : 当 坛 子 里 的 
球 数 很 大 时 , 抽取 的 白 球 数 近似 具有 二 项 随机 变量 的 分 布 列 . 中 


4.8.4 《 (Zipf) 分 布 
一 个 随机 变量 称 为 服从 5 分 布 (有 时 也 称 为 Zipf 分 布 ), 如 果 其 分 布 列 如 下 : 
C 


P{X = 月 = Err 


大 一 12 


其 中 a > 0 为 参数 . 因为 概率 之 和 必然 等 于 1, 因此 有 
0 EY hs 
c- [> 
5 分 布 的 名 字 来 源 于 以 下 函数 


-+ 
它 是 数学 中 熟知 的 黎 曼 《 函数 (起 源 于 德国 数学 家 G. F. B. 黎 曼 ). 
5 分 布 曾 被 意大利 经 济 学 家 Pareto 用 来 描述 某 个 给 定 国家 的 家 庭 收 入 的 分 布 . 
然而 , 把 这 一 分 布 运 用 到 更 广泛 的 各 种 不 同 的 领域 , 从 而 推广 其 应 用 的 是 G. K. Zipf， 
因此 又 叫 Zipf 分 布 . 
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随机 变量 的 一 个 十 分 重要 的 性 质 是 : 诸 随机 变量 之 和 的 期 望 值 等 于 它们 的 期 
望 值 的 和 . 本 节 中 我 们 将 证 明 这 个 性 质 , 不 过 我 们 对 样本 空间 作 一 个 限制 , 那 就 是 
样本 空间 S 是 有 限 或 可 数 无 限 集合 . 当然 , 没有 这 个 限制 , 随机 变量 还 是 具有 这 个 
重要 性 质 的 (在 理论 习题 中 将 给 出 证 明 的 纲要 ). 我 们 作 这 样 的 限制 , 不 但 可 使 证 明 
变 得 简要 而 且 可 使 期 望 变 得 更 加 直观 . 因此 , 在 本 节 中 , 我 们 将 假定 样本 空间 5 为 
有 限 或 可 数 无 限 集合 . 

对 于 随机 变量 X, 用 X(s) 表示 当 试 验 结果 为 se 3 时 随机 变量 的 取 值 . 当 
X,Y 是 随机 变量 , 则 它们 的 和 2 = X+Y 也 是 随机 变量 , 并 且 2(s) = X(s)+Y(s). 

例 9a 设 试验 为 抛掷 一 枚 硬币 共 5 次 , 此 时 试验 结果 是 正面 与 反面 的 一 个 序 
列 (长 度 为 5). 设 X 为 前 面 三 次 抛掷 得 到 正面 向 上 的 次 数 , Y 为 后 面 两 次 抛掷 所 
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得 到 的 正面 向 上 的 次 数 . 令 2 = 十 了 , 例如 , 5 = (h,t,h,t,h)( 其 中 h 表示 正面 向 
上 ,t 表示 反面 向 上 )， 


X(s)=2 Y(s)=1 2(s)=X(s)+Y(s)=3 
其 意义 为 : 结果 5 = (h,t,h,t,h) 中 前 3 次 抛掷 得 到 2 次 正面 向 上 , 后 2 次 抛掷 得 
到 1 次 正面 向 上 , 而 Z(s) 刚好 是 5 次 抛掷 得 到 正面 向 上 的 总 次 数 (3 次 ). 中 
记 p(s) = P({s}) 表示 试验 结果 s 的 概率 . 对 于 任何 事件 4, 可 以 写成 有 限 个 
或 可 数 无 限 个 互 不 相 容 的 事件 {s} 之 和 , 利用 概率 公理 可 知 
P(A)= D7(s) 


sEA 


当 4=5 时 上 式 变 成 
1= >》 pls) 


sES 
现在 考虑 随机 变量 X 和 它 的 期 望 BIX]. 由 于 X 的 取 值 为 X(s), 其 中 s 为 试验 结 
果 , E[X] 在 直观 上 可 以 认为 是 X(s) 的 加 权 平均 , 其 权 值 刚好 是 s 出 现 的 概率 p(s). 
现在 证 明 这 个 直观 的 结论 . 
命题 9.1 
E[X] = >》 X(s)p(s) 
sES 


证 明 : 设 X 的 取 值 范围 为 zi,i > 1. 对 每 一 个 i, 令 Si 表示 事件 {X = zi}, 即 
5i = {s: X(s) = zi}. 由 期 望 的 定义 , 通过 一 串 等 式 就 可 以 得 到 命题 的 结论 ， 
E[X]= DziP{X = zi 


= DxiP(S) = Dr 2 Pls) 


i ss€S: 


-et) -区 


X(s)p(s) 
i sa€S: i s€ESe 
= DX(s)p(s) 
asES 
其 中 第 一 个 等 式 是 随机 变量 期 望 的 定义 , 最 后 的 等 式 是 样本 空间 5 为 诸 不 相 容 的 
事件 51,52,… 之 并 . 国 


例 9b 将 一 个 硬币 独立 地 抛掷 两 次 , 假定 正面 向 上 的 概率 为 p, 令 X 表示 正 
面向 上 的 次 数 . 由 于 
P(X =0)= P(t,t) = (1—7)? 
P(X =1)= P(h,t)+ P(t,h) = 2p(1 — 7) 
P(X =2)=P(h,h)=p 
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由 期 望 的 定义 知 
EIX]=0:(1—p)?+1:2p(1—p)+2p? =2p 
而 由 命题 9.1 得 到 
E[X]= X(h,h)p? + X(h,t)p(1 —p)+ X(t h)(1 —p)p+ X(t,t)(l — p)? 
=2p?+p(1—p)+(1—p)p+0=2p 


两 种 计算 方法 得 到 的 结果 相同 . 
现在 我 们 来 证 明 关于 随机 变量 和 的 期 望 的 一 个 十 分 重要 且 有 用 的 性 质 . 
推论 9.2 对 于 随机 变量 X1,… ,Xn, 下 式 成 立 


E b> zx = 六 已 [Xi 
1 i=1 
证 了 明 : 令 2Z = 并, Xi, 利用 命题 9.1 得 
E[2]= > ”2Z(s)p(s) 


ES 


= (Xi(s) + Xa(s) + .++ Xn(s))p(s) 


aES 


= DO Xi(s)p(s) + DL Xa(s)p(s) + :++ DL Xn(s)p(s) 
s€S sa€S 


s€S 
= E[X1] + E[X2]+:……+ E[Xn] 


例 9ce ” 设 抛掷 ” 颗 均 匀 的 般 子 , 求 得 到 点 数 之 总 和 的 期 望 值 . 
解 : 记 X 为 得 到 点 数 之 总 和 , 利用 下 列 X 的 表达 式 来 计算 E[X]: 


x 
i=l 
其 中 X 为 第 i 颗 般 子 出 现 的 点 数 . 由 于 每 颗 般 子 都 是 均匀 的 , 得 到 
E[X] = Di =21/6=7/2 
Fr 
这 样 ， 
EXI=B 此 zx al 35n 


t=l 


例 9d 现 设 一 共有 nn 个 试验 , 其 中 第 i 次 试验 成 功 的 概率 为 pi,i = 1,2,… ,n. 


求 成 功 次 数 的 期 望 值 . 
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解 : 令 
eg 试验 i 成功 
- 0， 试 验 i 失败 
n 次 试验 成 功 次 数 X 具有 下 面 的 表达 式 
x 六 
i=1 

利用 推论 9.2 得 到 

EIX]= 和 ab- = 2 


1 一 1 

注意 , 这 个 结果 不 要 求 各 次 试验 相互 独立 . 而 二 项 试验 是 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 
试验 成 功 概率 为 p; = p, 这 是 本 例 的 一 种 特殊 情况 . 因此 , 利用 本 例 的 结论 可 得 , m 
次 试验 中 成 功 次 数 的 期 望 值 为 np. 我 们 也 可 以 将 超 几 何 随机 变量 进行 分 解 . 设 坛 
子 中 一 共有 N 个 球 , 其 中 有 mm 个 白 球 . 现在 从 坛子 中 无 放 回 地 抽取 几 个 球 . 坛子 
中 的 任意 一 个 球 (N 个 ) 都 有 相同 的 机 会 在 第 i 次 抽 中 , 因此 第 i 次 抽取 抽 中 白 球 
的 概率 为 p = m/N, 尽管 各 次 抽取 互相 不 独立 ， 全 全 
求 , 抽 得 白 球 数 的 期 望 为 np = nm/N. 

例 9e 在 例 9d 中 讨论 了 两 种 特别 的 情况 ， 二 项 及 机 变量 和 超 几 何 随机 变 最 
试 导出 这 两 个 随机 变量 的 方差 . 

解 : 令 X 表示 n 次 试验 中 成 功 的 次 数 (在 超 几 何 随机 变量 的 情况 , 第 i 次 取 
出 白 球 视 为 该 次 试验 成 功 ). 如 上 例 所 示 , X 可 以 写成 X = 于 蕊 ; Xi. 我 们 得 到 


-这 


-从 2 到 | -Dab + Dad (9.1) 


i=1 j#i i=1 j#i 


-Tn+ Ya 


i=1 ji 


上 式 中 最 后 一 个 等 式 用 到 了 X? = Xi. 由 于 Xi,X; 只 取 0, 1 两 个 值 , 我 们 得 到 


1 Xi=1,X;=1 
xx- 其 他 


从 而 
[XiXj] = P{Xi = 1,Xji = 1} = P( 第 i 次 试验 和 第 j 次 试验 都 成 功 ) 
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当 X 是 二 项 随机 变量 时 , Xi 与 X; 相互 独立 , 这 样 
EIXiXj] =p?, iz#j 
再 利用 (9.1) 式 , 可 得 到 
E[X?] =np+n(n— 1)p? 
从 而 
Var(X) = E[X*]— (EIX])* =np+n(n— lp — np =np(l—7) 
当 X 是 超 几 何 随机 变量 的 时 候 , P{X; = 1 Xj; = 1} 可 以 这 样 求 得 : 在 第 i 次 


取得 白 球 情况 下 , 第 ; 次 抽取 时 , 剩 下 的 N 一 1 个 球 具 有 相同 的 机 会 被 抽取 , 而 抽 
到 白 球 的 条 件 概率 为 (m - 1)/(N 一 1). 这 样 
PIXi=L,Xi=1}= PX = PX 1 = 轩 二 3 
利用 (9.1) 式 (pi = m/N) 可 得 
= 六 


nm mm 
E[X?] = Wt")yN-i 


其 方差 为 
Var(X) = 人 +nn-1D 玉 AT 一 (号 ) 


如 例 8j 一 样 , 上 式 可 化 简 为 


veo0=nod-(-3) 


其 中 p=m/N 四 


4.10 ”分布 函数 的 性 质 


回顾 X 的 分 布 函数 FF 之 定义 , F(b) 表示 随机 变量 取 值 小 于 或 等 于 b 的 概率 . 
以 下 是 一 些 有 关 分 布 函数 的 性 质 . 

1. FF 是 一 个 非 降 函 数 , 也 即 , 如 果 a < b, 那么 F(a) < F(b); 

2. lim F(b)=1; 

3. i F(b)= 

4 是 和 连续 的 ， 也 即 , 对 于 任 一 ”和 一 个 递减 且 收敛 于 b 的 序列 bn,n > 1， 
有 lim, F(bn) = F(b). 

“性质 1 成 立 的 原因 是 注意 到 在 4.1 节 中 已 经 指出 , 因为 对 a < b, 事件 {X < a} 
包含 在 事件 {X < 5} 中 , 因此 , 前 者 的 概率 不 可 能 比 后 者 大 . 性 质 2, 3, 4 成 立 都 因 


4.10 “分 布 函数 的 性 质 151 
为 概率 的 连续 性 (2.6 节 ). 例如 , 为 了 证 明 性 质 2, 注意 到 , 如 果 如 递增 到 oo, 那么 
事件 序列 {X < bn},n > 1 为 递增 事件 列 , 它们 的 并 为 事件 {X < co}. 因此 , 利用 
概率 的 连续 性 , 有 lim P{X < bn} = P{X < co} = 1, 这 样 , 性 质 2 就 得 到 了 证 明 . 
性 质 3 的 证 明 类 补 , 留 作 习题 . 为 了 证 明 性 质 4, 注意 到 , 如 果 bs, 递减 到 b, 那 
么 {X < bn},n > 1, 为 递减 事件 序列 , 它们 的 交 为 {X < b}. 因此 , 根据 概率 的 连续 
性 , 可 得 ,jim P{X < bn} = P{X < b}, 这 样 就 证 明了 性 质 4. 
所 有 有 关 X 的 概率 都 可 以 通过 其 分 布 函 数 FF 进行 计算 . 例如 
Pfa<XX<b}=F(b) 一 F(a) ”对 任意 a <b (10.1) 
将 事件 {X < 5} 写成 互 不 相 容 事件 {X < a} 和 {a < X < b} 的 并 也 可 以 得 到 这 
点 , 即 {X<b}={X<a}Uf{a< 义 <) 因此, P{X <b}=P{X <a}+P{a< 
< 蛋 . 这 样 , 公式 (10.1) 就 成 立 了 . 
如 果 要 计算 “X 严格 小 于 b” 的 概率 , 那么 再 次 利用 概率 的 连续 性 可 以 得 到 
P{X < 中 = P (lm {x <b— 1}) = lm.7 (x <b— 1) = lim. F (0- i!) 
注意 P{X < 6} 并 不 一 定 等 于 F(b), 因为 定义 F(b) 事件 为 {z < 9} + {z =}. 
例 10a 随机 变量 X 的 概率 分 布 函 数 如 下 : 
0 Z<0 
z/2 0<z<1l 
F(z)=142/3 1<z<2 
11/12 2<z<3 
1 3 和 z 


F(z) 的 图 像 见 图 4.8, 计算 : 
(a) P{X<3}; (bj P{X=1}; (ce) P{X>1/2}; (d) P{2<X<4). 
FW) 


We 
I=~— 


al- ww 


1 2 3 a 


图 4.8 F(z) 的 示意 图 
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解 : (a) PIX <3}= ,lm P{X <3-2}= umF(s- 二 = 总 
(b) PIX=1}=P{X<1}-P{X<1} 
=P()- lim F(1-2)=3-3=3 
Oe0e>) -etre -1 
() Pl2 <X<4=F() -FQ9)= 古 


小 结 


定义 在 试验 结果 上 的 实 值 函 数 称 为 随机 变量 (random variable). 
如 果 X 是 一 随机 变量 , 那么 如 下 定义 的 函数 F(z) 
F(z) = P{X < z} 
称 为 随机 变量 X 的 分 布 函数 (distribution function). 任意 有 关 X 的 概率 都 可 以 通 
过 下 进行 计算 . 
若 一 个 随机 变量 的 可 能 取 值 的 集合 是 有 限 集 , 或 者 可 数 无 限 集 , 那么 称 该 随机 
变量 为 离散 型 随机 变量 . 如 果 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 那么 函数 
p(z) = P{X=z} 
称 为 X 的 概率 分 布 列 或 分 布 列 . 另外 , 如 下 定义 的 E[X] 
El[X]= >，zp(z) 
z:p(z)>0 
称 为 X 的 期 望 值 (expected value), E[X] 通常 也 称 为 X 的 均值 ( mean) 或 期 望 ( 
expectation). 
设 g(z) 是 一 个 实 值 函数 , 则 对 于 离散 型 随机 变量 X, 关于 Elg(X)] 的 一 个 有 
用 的 计算 公式 为 : 
Elg(X)] = D, g(x)p(z) 


z:p(z)>0 
随机 变量 X 的 方差 ( variance), 记 为 Var(X), 定义 如 下 : 
Var(X) = EI(X ~ BED 


方差 等 于 X 与 它 的 期 望 的 差 的 平方 的 期 望 , 它 度量 了 X 可 能 取 值 的 分 散 程 
度 . 下 面 是 一 个 有 用 的 恒等式 


Var(X) = EL — (ELX])? 


VVar(X) 称 为 X 的 标准 差 (standard deviation). 


本 章 中 , 我 们 介绍 了 一 些 常用 的 离散 型 随机 变量 . 
若 随 机 变量 X 的 分 布 列 为 


Pp(i) = (ria DPD" i=0,,n 
则 X 称 为 参数 为 (n, p) 的 二 项 随机 变量 . 该 随机 变量 可 解释 为 n 次 独立 重复 试验 
中 试验 成 功 的 次 数 , 而 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p. 它 的 均值 和 方差 如 下 
EX]|=np Var(X)=np(1—?p) 
车 随机 变量 X 的 分 布 列 为 
— 和 Mi 
p= i 
则 X 称 为 参数 为 、 的 泊 松 随机 变量 . 如 果 进 行 多 次 (近似 ) 独立 的 试验 , 而 且 每 次 
成 功 的 概率 都 较 小 ， a 泊 松 随机 变量 的 均 
值 和 方差 都 等 于 其 参数 , 也 即 E[X] = Var(X) = 入 . 
若 随机 变量 X 的 分 布 列 为 
Pi)=p1 -pT i=1,2,.. 
则 X 称 为 参数 为 p 的 几何 (geometric) 随机 变量 . 在 独立 重复 试验 序列 中 , 从 开始 


直到 第 一 次 成 功 为 止 的 试验 次 数 就 是 几何 随机 变量 , 其 分 布 参数 p 就 是 每 次 试验 
成 功 的 概率 . 其 均值 和 方差 分 别 为 


EIX] = ; Var(X) = -于 


若 随机 变量 X 的 分 布 列 为 
7(i) = (= 1)zd -PD i=nr+l,.: 


则 X 称 为 参数 为 (r, p) 的 负 二 项 (negative binomial) 随机 变量 . 在 独立 重复 试验 
序列 中 , 从 开始 直到 第 次 成 功 为 止 的 试验 次 数 就 是 负 二 项 随机 变量 . 分 布 列 中 的 
参数 p 就 是 每 次 试验 成 功 的 概率 . 其 均值 和 方差 分 别 为 
T TQ —7) 
BXI=5 Va = 
设 从 一 个 装 有 N 个 球 , 其 中 mm 个 白 球 的 坛子 里 , 随机 抽取 n 个 球 , 其 中 白 球 
的 数目 就 是 参数 为 (n, N,m) 的 超 几 何 随机 变量 . 其 分 布 列 为 


GDN 


p(i) = ii 0,1 


区 
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其 均值 和 方差 分 别 为 


BX]=np Var(X)= -Inp( 7) 


其 中 p=m/N. 


期 望 的 一 个 重要 性 质 是 : 随机 变量 和 的 期 望 等 于 它们 的 期 望 之 和 . 即 
‘BE ba 和 sb 
i=1 


iml 


习 题 


.坛子 里 有 8 个 白 球 , 4 个 黑 球 , 2 个 橙色 的 球 , 随机 从 中 抽取 2 个 . 假设 抽取 的 球 中 每 一 个 


黑 球 能 赢得 2 元 , 每 个 白 球 要 输 掉 1 元 . 令 X 表示 最 后 赢得 的 数目 , 那么 X 的 可 能 取 值 
是 哪些 ? 取 这 些 值 的 概率 是 多 大 ? 


. 撕 2 枚 均匀 的 般 子 . 令 X 等 于 2 枚 盘子 的 点 数 乘积 , 计算 P{X = 习 ),i = 1,2,.… ,36. 
， 毛 3 枚 般 子 . 假定 63 = 216 种 结果 都 是 等 可 能 的 , 记 X 表示 3 枚 盘子 的 点 数 之 和 , 计算 


X 取 各 可 能 值 的 概率 . 


.5 个 男生 和 5 个 女生 依照 他 们 的 测验 成 绩 排名 . 假定 没有 两 个 学 生 的 成 绩 是 相同 的 , 而 且 


所 有 10! 种 可 能 排名 都 是 等 可 能 的 . 令 X 表示 成 绩 最 高 的 女生 在 全 体 同学 中 的 排名 ( 比 
如 , X = 1 表示 第 一 名 是 女生 ). 求 P{X = 计 ,i = 1 2,3,…… ,8,9, 10. 


。 折 一 枚 硬币 n 次 , 令 X 表示 得 到 的 正面 朝 上 数 与 反面 朝 上 数 之 差 . X 的 可 能 取 值 是 哪 


些 ? 


,在 习题 5 中 , 如 果 硬币 是 均匀 的 , 对 于 n = 3, 计算 X 的 分 布 列 . 
. 掷 一 枚 般 子 2 次 , 以 下 随机 变量 的 可 能 取 值 是 哪些 ? 


(a) 两 次 投掷 出 现 的 最 大 值 ; (b) 两 次 投掷 出 现 的 最 小 值 ; 
(c) 两 次 投掷 所 出 现 的 点 数 之 和 ; (d) 第 一 次 投掷 的 值 减 去 第 二 次 投 掷 的 值 ， 


.习题 7 中 , 假设 般 子 是 均匀 的 , 计算 (a) 到 (d) 里 各 随机 变量 可 能 取 值 的 概率 . 
.在 球 是 有 放 回 的 情形 下 重 做 例 1b. 

10. 
11. 


在 例 1d 中 , 计算 在 已 知 我 们 已 经 赢得 钱 的 条 件 下 , 共 赢得 i 元 的 条 件 概率 , i = 1, 2, 3. 

(a) 从 {1,2,… ,103} 中 随机 选 一 个 数 N, 且 选 中 每 个 数 的 概率 都 一 样 . 问 N 能 被 3 整 
除 的 概率 是 多 大 ? 能 被 5 整除 呢 ? 能 被 7 整除 呢 ? 能 被 15 整除 呢 ? 能 被 105 整除 
呢 ? 如 果 103 换 成 10*, 并 且 上 越 来 越 大 , 那么 答案 如 何 变化 ? 

(b) 数论 里 有 默 比 乌 斯 函数 p(n), 它 对 所 有 正 整 数 有 定义 ， 当 n 具有 重复 的 素数 因子 
时 , 定义 p(n) = 0，( 例 如 , 当 n = 12 时 , 其 素 因子 为 2x 2 x 3, 当 n = 49 时 ， 
n 二 7x7, 对 于 这 些 n,y(n) = 0. 现 设 N 为 从 {1,2,… ,10*} 中 随机 取 的 一 个 数 ， 
求 wm, P{A(N) = 0}. 

提示 : 计算 P{y(N) # 0}, 利用 等 式 
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其 中 忆 是 第 i 小 的 素数 (1 不 是 素数 ). 


习 题 155 
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13. 
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16. 


17. 


18. 


在 “ 莫 拉 (Morra) 二 指 ” 赌 中 , 两 赌 徒 各 伸 出 1 或 2 个 手指 , 并 同时 猜 对 方 伸 出 的 手指 数 . 
如 果 两 人 中 只 有 一 人 猜 对 了 , 那么 他 赢得 两 人 伸 出 的 手指 数 之 和 的 钱 (单位 : 元 ). 如 果 两 
人 都 猜 对 了 或 都 没 猜 对 ， 则 谁 也 不 赢 谁 的 钱 ， 现 考虑 某 指定 赌 徒 , 并 设 他 在 一 局 “ 莫 拉 二 
指 ” 赌 中 赢得 的 钱 数 为 X. 
(a) 如 果 两 赌 徒 的 行为 是 独立 的 , 并 且 假设 每 一 赌 徒 将 伸 几 个 手指 以 及 他 猜测 对 方 伸 几 个 
手指 总 共 4 种 情况 是 等 可 能 的 . 试问 X 取 哪些 可 能 值 ? 取 这 些 值 的 概率 各 是 多 少 ? 
(b) 假定 两 财 徒 的 行为 是 独立 的 ， 而 且 每 个 人 猜 对 方 要 伸 几 个 手指 就 决定 自己 伸 几 个 手 
指 , 且 设 每 个 赌 徒 伸 1 或 2 个 手指 是 等 可 能 的 . 试问 X 取 哪 些 可 能 值 ? 取 这 些 值 的 
概率 各 是 多 少 ? 
某 销售 员 计 划 了 两 个 销售 会 来 推销 百科 全 书 . 第 一 个 销售 会 成 交 的 概率 为 0.3, 第 二 个 销 
售 会 成 交 的 概率 为 0.6, 且 相 互 独立 . 销售 的 百科 全 书 有 高 级 版 , 价值 1000 元 , 也 有 平装 
版 , 价值 500 元 , 销售 任 一 种 是 等 可 能 的 . 计算 总 的 销售 值 X 的 分 布 列 . 
5 个 不 同 的 数 随机 分 派 给 1, 2, 3, 4,5 号 共 5 个 人 . 两 人 之 间 比 较 数 的 大 小 , 大 者 获胜 . 最 
初 , 1 号 和 2 号 比较 , 胜 者 再 同 3 号 比较 , 等 等 . 令 X 表示 1 号 在 比较 中 获胜 的 次 数 , 计 
算 P{X =1),i= 0,1,2,3,4. 
美国 篮球 联盟 (NBA) 选秀 大 会 上 包含 有 当年 输赢 记录 最 差 的 11 支 球 队 ， 总 共有 66 个 
球 放 入 坛子 里 , 每 个 球 都 刻写 了 某 个 球 队 的 名 称 . 有 11 个 写 了 最 差 球 队 的 名 称 , 有 10 个 
写 了 倒数 第 二 球 队 的 名 称 , 有 9 个 写 了 倒数 第 三 球 队 的 名 称 ，…… 有 1 个 写 了 倒数 第 11 
的 球 队 的 名 称 ， 从 中 随机 抽取 一 球 , 其 上 面 的 球 队 获得 第 一 轮 选秀 权 , 它 可 以 在 补充 球员 
时 具有 优先 的 选择 权 . 然后 , 再 抽取 一 个 球 , 如 果 它 与 第 一 次 抽取 的 是 不 同 的 球 队 , 那么 
该 球 队 获得 第 二 轮 选秀 权 . (如 果 与 第 一 次 抽取 的 是 相同 的 球 队 , 那么 放弃 并 重新 抽 球 , 直 
到 抽取 到 不 同 的 球 队 为 止 .) 最 后 , 再 抽取 一 个 球 (假设 抽取 的 球 队 与 前 两 次 不 同 ), 其 上 球 
队 获 得 第 三 轮 选 秀 权 . 剩 下 的 第 4 轮 到 第 11 轮 选 秀 权 按 照 科 下 球 队 的 输赢 顺序 颠倒 过 
来 分 配 , 举例 说 , 如 果 记 录 最 差 的 球 队 没有 获得 前 三 轮 选秀 权 , 那么 它 将 获得 第 四 轮 选秀 
权 . 令 X 表示 最 差 球 队 获得 的 选秀 权 轮 数 , 求 X 的 分 布 列 . 
在 习题 15 中 , 设 1 号 球 队 为 最 差 球 队 , 2 号 球 队 为 第 二 差 球 队 , 等 等 . 令 Y 表示 获得 第 
i 轮 选秀 权 的 球 队 号 码 . 因此 , 如 果 第 一 轮 选秀 权 属 于 3 号 球 队 , 那么 Y=3, 计算 以 下 分 
布 列 : (a) Yi; (b) Ya; (¢) Ys. 
假设 X 的 分 布 函数 如 下 : 


0 b<0 
b/4 0<b<1 

F(b0)= 1/2+(6—1)/4 1<b<2 
11/12 2<b<3 
和 3<b 


(a) 计算 P{X =),i=1,2,3，(b) 求 P{3<X<3} 


独立 重复 投掷 一 枚 均匀 硬币 4 次 , 令 X 表示 “正面 朝 上 的 数目 ”, 画 出 随机 变量 X 一 2 
的 概率 分 布 列 . 
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设 X 的 分 布 函数 由 下 式 给 出 : 


0 b<0 
1/2 0<b<1 

FO=j 3/5 1<b<2 
4/5 2<b<3 
9/10 3<b<3.5 
1 b>3.5 


试 求 X 的 分 布 列 . 

一 本 关于 赌博 的 书 中 建议 了 如 下 轮 盘 赌 “ 必 胜 策略 ”. 赌 徒 押 “ 红 ”1 元 , 如 果 结 果 是 “ 红 ” 
(概率 为 18/38), 那 他 拿 走 1 元 利润 , 并 且 离 开 . 如 果 赌 徒 输 掉 了 这 1 元 (概率 为 20/38)， 
他 应 该 在 下 面 两 次 轮 盘 赌 中 , 还 押 “ 红 ”1 元 钱 , 赌 完 两 次 以 后 就 离开 , 记 X 为 这 个 人 终 
止 赌博 时 所 赢 的 钱 数 ， 

(a) 求 P{X > 0}. (b) 您 相信 该 策略 真是 一 个 “ 必 胜 策略 ” 吗 ? 给 出 您 的 解释 . 

(c) 求 E[X]. 

总 共 4 辆 大 客车 载 着 148 名 同学 从 同一 个 学 校 到 足球 馆 ,车 上 分 别 有 40,33,25 和 50 名 
同学 . 随机 抽取 一 名 同学 , 令 X 表示 该 同学 所 在 的 车 上 的 同学 数 ， 同 时 随机 选 一 位 司机 ， 
令 Y 表示 他 驾驶 的 车 上 的 同学 数 . 

(a) E[X] 和 E[Y] 哪个 大 ? 为 什么 ? (b) 计算 E[X] 和 已 [Y] . 

假设 两 个 队 进行 一 系列 比赛 , 一 直到 其 中 有 一 队 赢 了 i 局 , 假设 各 局 比赛 胜 负 是 相互 独立 
的 , 并 且 4 队 获胜 概率 为 p, 求 出 下 列 条 件 下 比赛 的 局 数 的 期 望 值 : 

(a) i=2. (b)i=3. 

向 时 指出 : 在 两 种 情形 下 , 这 个 期 望 在 p = 1/2 时 达到 最 大 . 

假设 你 有 1000 元 以 及 某 商品 , 该 商品 当前 价格 是 每 内 司 2 元 . 假设 一 周 后 该 商品 的 价格 
变 成 每 内 司 1 元 或 者 每 盎司 4 元 , 两 种 情况 的 可 能 性 是 一 样 的 . 

(a) 如 果 你 的 目的 是 使 得 一 周 后 的 期 望 财产 达到 最 大 , 你 将 采取 什么 策略 ? 

(b) 如 果 你 的 目标 是 使 得 你 拥有 该 商品 的 期 望 数 一 周 后 达到 最 大 , 你 又 将 采取 什么 策略 ? 
A 和 B 进行 如 下 赌博 : A 写 下 1 或 2 中 的 一 个 数 , 而 B 要 猜 写 的 是 哪 一 个 , 如 果 A 写 
下 的 数 是 i 且 B 猜 对 了 , 那么 B 从 A 那 获 得 i 元 , 如 果 B 猜 错 了 , 那么 B 将 付 给 A 3/4 
元 . 如 果 B 是 随机 地 猜 , 猜 1 的 概率 为 p, 猜 2 的 概率 为 1 一 p, 计算 B 赢 钱 的 期 望 , 如 果 
(a) A 写 的 是 1; (b) A 写 的 是 2. 

为 使 B 的 期 望 赢 钱 数 的 最 小 值 达到 最 大 , p 应 该 取 什 么 值 , 并 求 出 这 个 极 大 的 极 小 值 . (B 
的 期 望 赢 钱 数 不 仅 依赖 于 p 的 值 , 还 依赖 于 A 的 策略 .) 

现在 考虑 A, 假设 他 也 是 随机 地 决定 , 写 1 的 概率 为 g, 那么 A 的 期 望 损失 是 多 大 ? 如 果 
(c) B 猜 的 是 1; (d) B 猜 的 是 2. 

当 4 取 什么 值 时 , 使 得 A 的 最 大 期 望 损失 达到 最 小 ? 指出 A 的 最 小 的 最 大 期 望 损失 刚好 
等 于 B 的 最 大 的 最 小 期 望 赢 钱 数 ， 这 个 结果 就 是 著名 的 极 大 极 小 定理 ， 它 是 由 数学 家 约 
输 . 冯 诺 依 曼 建 立 的 , 它 也 是 博弈 论 中 的 基本 的 数学 结论 . 这 个 公共 值 称 为 博 讲 者 B 的 
博弈 值 . 
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习 题 157 


抛掷 两 枚 硬币 , 其 中 一 枚 在 抛 丘 时 正面 朝 上 的 概率 为 0.6, 另 一 枚 正面 向 上 的 概率 为 0.7. 
假定 两 次 抛掷 是 相互 独立 的 , 令 X 为 两 次 抛掷 时 正面 向 上 的 次 数 ，(a) 求 出 P{X = 1}; 
(b) 求 E[X]. 

一 个 人 随机 地 从 {1,2,… ,10} 中 选择 一 个 数 , 然后 让 你 猜 这 个 数 . 通过 向 对 方 问 若干 次 
以 “是 ”或 “ 否 ” 为 答案 的 问题 , 你 就 可 以 根据 推理 确定 这 个 数 . 计算 下 列 策略 情况 下 , 需 
要 提问 次 数 的 期 望 值 . 

(a) 第 i 个 问题 是 : “是 i 吗 ? ”, i = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. 

(b) 每 一 个 问题 都 尽 可 能 去 掉 剩 下 数字 的 一 半 .” 

保险 公司 开 出 的 保险 单 规定 , 如 果菜 个 事件 EE 在 一 年 内 发 生 了 , 那么 保险 公司 必须 付出 
一 笔 钱 4. 如 果 保 险 公司 估计 事件 E 在 一 年 内 发 生 的 概率 为 p, 他 应 该 向 顾客 收 多 少 保 
险 费 , 他 的 期 望 收益 才能 达到 4 的 10%? 

一 个 箱子 里 有 20 件 产品 , 其 中 4 件 为 残 次 品 . 从 中 随机 取 3 件 作为 样品 , 计算 样品 中 的 
残 次 品 数量 的 期 望 值 . 

某 个 机 器 停止 工作 有 两 个 可 能 原因 , 检查 第 一 个 可 能 原因 需要 花费 C 元 , 经 查 如 果 确实 
是 这 个 原因 , 那么 还 需要 修理 费用 RR! 元 才能 修好 机 器 ， 类似 地 , 检查 第 二 个 可 能 原因 需 
要 花费 C2 元 , 如 果 确 是 这 种 原因 需要 修理 费用 为 R 元 . 令 p 和 1 一 p 分 别 表示 机 器 停止 
工作 由 第 一 种 和 第 二 种 原因 引起 的 概率 . 在 p, Ci, Ri,i = 1,2 满足 何 种 条 件 下 , 我 们 先 检 
查 第 一 种 原因 再 检查 第 二 种 原因 比 反 过 来 的 次 序 能 使 得 机 器 正常 工作 所 需要 的 花费 的 其 
望 值 小 ? 

注意 : 如 果 第 一 次 检查 发 现 不 是 预期 原因 , 那么 仍 需 检查 第 二 种 可 能 性 . 

某 人 掷 一 枚 均匀 硬币 直到 第 一 次 出 现 反面 朝 上 ， 如 果 反 面 朝 上 出 现在 第 n 次 抛掷 , 他 将 
赢得 2" 元 , 令 X 表示 他 的 赢利 , 指出 E[X] = +oc . 该 问题 就 是 圣彼得堡 悖 论 . 

(a) 你 愿意 付出 100 万 元 玩 一 局 这 个 游戏 吗 ? 

(b) 如 果 每 局 付出 100 万 , 你 可 以 一 直 玩 下 去 , 直到 你 想 停止 该 游戏 , 你 会 玩 吗 ? 

每 天 晚上 , 不 同 的 气象 工作 者 都 将 告诉 我 们 明天 下 雨 的 概率 . 为 了 判断 他 们 的 预测 水 平 ， 
我 们 按 如 下 方式 给 他 们 评分 : 如 果菜 个 人 说 明天 下 雨 的 概率 为 p, 那么 他 (她 ) 的 得 分 为 


1 一 (1 一 p)” 如 果 第 二 天 果然 下 雨 
1 一 有 否则 


我 们 将 要 在 一 个 时 期 内 记录 这 个 分 数 , 并 且 推 断 平均 分 数 最 高 者 为 最 好 的 天 气 预测 者 . 现 
在 假设 某 气象 工作 者 也 了 解 这 点 , 他 (她 ) 当然 想 使 得 其 期 望 分 数 最 大 化 ， 如 果 他 确信 明 
天 下 雨 的 概率 为 p*, 那么 他 (她 ) 应 该 给 出 怎样 的 p 值 才 能 使 得 期 望 分 数 最 大 化 ? 

100 人 要 做 血液 检查 ,以 便 确定 是 否 有 某 种 疾病 ， 然 而 , 医院 采用 这 样 的 办 法 : 将 100 人 
分 成 10 人 一 组 , 将 10 人 的 样本 混在 一 起 进行 检查 . 如 果 检 验 结果 为 阴性 , 那么 这 一 次 测 
试 对 该 组 10 人 已 经 足够 , 若 混合 样本 为 阳性 , 那么 还 要 对 该 组 10 个 样本 逐个 进行 检查 ， 
这 样 就 共 要 检查 11 次 ， 设 每 个 人 得 病 的 概率 为 0.1, 并 且 彼此 相互 独立 . 计算 对 每 一 个 
10 人 小 组 检查 的 平均 次 数 (假定 10 人 组 内 有 一 人 得 病 , 混合 血样 就 会 显示 阳性 ). 


@ 比如 可 以 这 样 提问 , 第 一 个 问题: 这 个 数 大 于 5 吗 ? 如 果 答案 是 , 去 掉 了 前 面 一 半 , 如 果 回 答 否 , 去 掉 


了 后 一 半 , 然后 继续 重复 类 似 的 问题 . 一 一 译 者 注 
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某 卖 报 小 孩 以 10 美 分 买 进 报纸 并 以 15 美 分 卖 出 , 然而 , 不 许 他 退还 没有 卖 出 的 报纸 . 如 
果 卖 的 报纸 的 需求 量 是 参数 为 n = 10,p = 1/3 的 二 项 随机 变量 , 给 出 他 大 约 应 该 进 多 少 
报纸 以 达到 期 望 收益 的 最 大 化 . 


.在 例 4b 中 , 假设 如 果 没有 满足 顾客 的 要 求 ( 即 顾客 买 商品 时 , 商店 缺 货 ), 也 会 导致 每 单 


位 商品 增加 一 个 额外 的 成 本 c( 这 常常 称 为 信誉 成 本 , 因为 商店 无 法 满足 客户 的 要 求 ), 计 
算 该 商店 围 货 s 单位 时 其 期 望 利润 值 , 并 且 计算 能 使 得 期 望 利润 最 大 化 的 。 值 . 
盒子 里 有 5 个 红 弹 子 , 5 个 蓝 弹 子 , 随机 从 中 取 2 个 . 如 果 颜 色相 同 , 那么 赢得 1.10 元 ， 
如 果 颜 色 不 同 , 将 赢得 -1.00 元 (也 即 输 掉 1 元 ), 计算 

(a) 赢得 的 期 望 值 。 (b) 赢得 的 方差 . 

考虑 习题 22, 其 中 i = 2. 计算 玩 游戏 局 数 的 方差 , 并 证 明 当 p= 1/2 时 , 该 值 取得 最 大 值 . 
计算 习题 21 中 Var(X) 和 Var(Y). 

如 果 E[X] = 1 及 Var(X) = 5, 计算 

(a) 已 (2+ X)?]， (b) Var(4 十 3X). 

从 一 个 装 有 3 个 白 球 3 个 黑 球 的 坛子 里 随机 地 取 球 , 然后 放 回 , 再 取 , 一 直 进行 下 去 . 问 
最 先 取出 的 4 个 球 当中 , 恰 有 2 个 是 白 球 的 概率 ? 

一 次 考试 有 5 道 题目 , 同时 每 道 题 列 出 3 个 可 能 答案 , 其 中 有 一 个 答案 是 正确 的 . 某 学 生 
靠 猜测 能 答对 至 少 4 道 题 的 概率 是 多 大 ? 

某 人 自称 有 超 感官 力 .作为 对 他 的 考验 , 将 一 枚 均匀 的 硬币 抛 10 次 , 让 他 事先 预测 抛 得 
的 结果 , 10 次 中 他 说 对 了 7 次 . 如 果 他 没有 超 感官 力 , 他 将 作出 至 少 这 样 好 的 答案 的 概率 
是 多 少 ? 

飞机 在 飞行 中 引擎 出 故障 的 概率 为 1 一 p, 且 各 引擎 独立 . 如 果 飞 机 村 半数 以 上 引擎 工作 
正常 才能 安全 飞行 , 那么 p 为 多 大 值 时 , 5 个 引擎 的 飞机 要 优 于 3 个 引擎 的 飞机 ? 

某 通讯 系统 传送 数字 0 与 1, 但 由 于 静电 干扰 , 传送 的 数字 被 错误 地 接受 的 概率 为 0.2. 假 
定 我 们 要 传送 一 个 由 0 和 1 组 成 的 重要 电报 , 为 减少 出 错 的 机 会 , 我 们 用 00000 代替 0， 
用 11111 代替 1. 如 果 收 讯 者 用 过 半 译 码 法 ( 即 收 到 一 半 以 上 为 0 则 译 码 为 0, 一 半 以 上 
为 1 则 译 码 为 1), 那么 被 传送 的 每 个 信息 译 出 后 是 错误 的 概率 有 多 大 ? 此 处 作 了 何 种 独 
立 性 假设 ? 

某 卫星 系统 由 n 个 元 件 组 成 , 在 某 天 内 如 果 至 少 k 个 元 件 工作 正常 , 那么 卫星 工作 正常 . 
某 下 雨天 ,每 个 元 件 失效 的 概率 都 为 pi， 且 相互 独立 ， 而 天 畏 时 每 个 元 件 失效 的 概率 为 
pz, 也 相互 独立 . 如 果 明 天 下 雨 的 概率 为 a, 那么 明天 卫星 仍 正常 工作 的 概率 是 多 大 ? 

某 学 生 已 准备 好 参加 一 次 重要 的 口试 , 且 对 口试 那天 他 将 处 于 怎样 的 精神 状态 很 关心 . 因 
为 他 估计 , 如 果 他 处 于 最 佳 状态 , 则 其 主考 人 各 自 独立 地 给 他 及 格 的 概率 为 0.8, 若 他 处 于 
很 坏 的 状态 , 上 述 概率 降 到 0.4. 若 假定 有 过 半数 主考 人 给 他 及 格 , 他 的 口试 才 算 合格 , 且 
这 个 学 生 已 感到 他 处 于 很 坏 的 状态 的 可 能 性 比 处 于 最 佳 状 态 的 可 能 性 大 一 倍 ， 问 他 是 邀 
请 5 位 主考 人 还 是 3 位 主考 人 为 好 ? 

假定 某 12 个 人 组 成 的 陪审 团 至 少 有 9 票 有 罪 票 才能 判决 一 被 告 有 罪 , 并 设 陪审 员 对 有 罪 
人 投 无 罪 票 的 概率 为 0.2, 而 对 无 罪人 投 有 罪 票 的 概率 为 0.1, 如 果 各 陪审 员 的 行为 相互 独 
立 , 且 65% 的 被 告 是 事实 上 有 罪 的 . 试 求 此 陪审 团 作出 正确 判决 的 概率 . 被 告 中 被 判 为 有 
罪 的 占 多 大 百分比 ? 
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47. 某 些 军事 法 庭 常任 命 9 名 法 官 , 原告 与 被 告 的 律师 都 有 权 拒 绝 任何 法 官 出 庭 , 被 拒绝 的 法 
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官 即 离 庭 且 不 再 找 人 替换 . 如 果 过 半数 法 官 投 有 罪 票 , 则 被 告 被 宣判 有 罪 , 否则 , 他 就 被 判 

为 无 罪 . 假设 对 一 个 事实 上 有 罪 的 被 告 , 各 法 官 (独立 地 ) 投 有 徘 票 的 概率 为 0.7, 而 对 事 

实 上 无 罪 的 被 告 , 这 个 概率 下 降 到 0.3. 

(a) 当 出 庭 法 官 数 如 下 时 , 一 个 有 罪 的 被 告 被 判 为 有 罪 的 概率 是 多 少 ? 
(i) 9 (ij) 8 (ii) 7. 

(b) 对 一 个 无 罪 的 被 告 重 做 (a). 

(c) 假定 原告 律师 不 行使 拒绝 法 官 出 庭 的 权利 , 并 限定 被 告 律师 至 多 可 拒绝 两 名 法 官 , 如 
果 被 告 律师 有 60% 的 把 握 判断 他 的 当事人 事实 上 是 有 罪 的 , 那么 他 拒绝 几 名 法 官 为 
好 ? 

已 知 某 公司 生产 的 磁盘 为 残 次 品 的 概率 为 0.01, 且 相互 独立 . 该 公司 按 包 出 售 磁盘 , 每 包 

10 张 , 并 且 作 出 保证 : 每 包 里 最 多 有 一 个 残 次 品 磁盘 , 否则 予以 退货 处 理 . 如 果 某 人 买 了 

3 包 , 问 正好 要 退货 1 包 的 概率 是 多 大 ? 

当 掷 硬币 1 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 0.4; 当 掷 硬币 2 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 0.7. 随机 选 一 

枚 硬币 搓 10 次 : 

(a) 10 次 投 撕 中 , 正好 有 7 次 正面 朝 上 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 在 第 一 次 投掷 为 正面 朝 上 的 条 件 下 , 在 10 次 投掷 中 正好 有 7 次 正面 朝 上 的 条 件 概率 
是 多 大 ? 

假设 掷 一 枚 不 均匀 硬币 ,正面 朝 上 的 概率 为 p, 连续 掷 10 次 , 已 知 一 共 6 次 正面 朝 上 , 求 

以 下 事件 的 条 件 概率 : 

(a) 前 三 次 为 H,T,T( 意 味 着 第 一 次 为 正面 朝 上 , 第 二 次 为 反面 朝 上 , 第 三 次 为 反面 朝 上 ); 

(b) 前 三 次 为 T,H,T. 

某 本 杂志 的 一 页 上 的 印刷 错误 的 个 数 的 期 望 为 0.2, 那么 下 一 页 的 印刷 错误 数 为 (a) 0, (b) 

2 的 概率 是 多 大 ? 解释 理由 . 

全 世界 每 个 月 商业 飞机 发 生 坠 毁 事故 的 平均 值 为 3.5, 以 下 事件 的 概率 是 多 大 ? 

(a) 下 个 月 译 少 有 2 起 坠毁 事故 ， (b) 下 个 月 至 多 1 次 坠毁 事故 . 

试 解释 原因 . 

去 年 纽约 州 大 概 举 行 80 000 次 婚礼 . 估计 如 下 概率 值 : 

(a) 至 少 有 一 对 夫妇 他 们 都 出 生 于 4 月 30 日 ， (b) 至 少 有 一 对 夫妇 生日 相同 . 

说 明 你 做 的 假设 . 

某 高 速 公路 上 每 周 丢 弃 车 辆 的 平均 值 为 2.2, 求 以 下 事件 概率 的 近似 值 : 

(a) 下 一 周 没有 丢弃 车 辆 ; (b) 下 一 周至 少 丢弃 两 辆 车 . 

某 打 字 社 雇 了 两 名 打字 员 . 第 一 个 打字 员 打字 时 , 每 篇 文章 出 错 的 平均 数目 为 3, 而 第 二 

个 打字 员 每 篇 文章 出 错 的 平均 数目 为 4.2. 如 果 你 的 文章 等 可 能 地 分 配给 这 两 个 人 , 近似 

估计 没有 出 错 的 概率 . 

至 少 需要 多 少 人 , 这 样 其 中 至 少 有 一 人 与 你 生日 相同 的 概率 超过 1/2? 

假设 某 高 速 公路 上 每 天 事故 数 是 一 参数 为 和 = 3 的 泊 松 随机 变量 

(a) 求 今天 至 少 发 生 3 件 事故 的 概率 ; 

(b) 在 今天 至 少 发 生 了 一 件 事故 的 假定 条 件 下 , 重 做 (a). 


160 第 4 章 随机 变量 


58， 在 下 列 情形 下 , 比较 泊 松 近似 和 二 项 随机 变量 的 概率 : 

(a) P{X = 2?}, 其 中 m=8,p=0.1 (b) P{X =9}, 其 中 n= 10,p= 0.95; 
(c) P{XX=0}, 其 中 n=10,p=0.1; (d) P{X = 分 ,其 中 n=9,p=0.2. 

59. 如 果 你 买 了 50 张 彩票 , 每 张 中 彩 的 机 会 为 1/100, 问 你 将 有 以 下 中 彩 数 的 (近似) 概率 是 
多 少 ? 

(a) 至 少 1 张 ， (b) 正好 1 张 ; (c) 至 少 2 张 . 

60. 给 定 一 年 内 , 人 患 感冒 的 次 数 为 参数 为 = 5 的 泊 松 随机 变量 . 假设 有 种 新 药物 (基于 大 
量 维 生 素 C) 经 过 市 场 验证 , 对 75% 的 人 有 效 , 并 能 将 泊 松 分 布 的 参数 减少 为 = 3, 对 
另外 25% 的 人 不 起 作用 . 如果 某 个 人 服用 了 该 药 , 一 年 内 患 了 2 次 感 骨 , 那么 该 药 对 他 
(她 ) 有 效 的 可 能 性 是 多 大 ? 

61. 一 手 牌 分 到 福 尔 豪 斯 的 概率 约 为 0.0014, 如 果 你 玩 1000 手 牌 , 求 至 少 有 2 手 福 尔 豪 斯 的 
近似 概率 . 

62. 考虑 n 次 相互 独立 的 试验 , 每 次 试验 有 个 可 能 结果 , 其 相应 的 概率 为 pi，… ,pk, 全 1 
pi = 1. 若 所 有 的 p; 都 比较 小 , 指出 n 个 试验 中 , 没有 两 个 试验 结果 相同 的 概率 近似 地 
等 于 exp{-n(n -1 YY p?/2}. 

63. 进入 某 赌场 的 速度 为 每 两 分 钟 一 人 , 试问 : 

(a) 在 12:00 至 12:05 之 间 没有 人 进入 赌场 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 在 这 段 时 间 内 , 至 少 有 4 人 进入 赌场 的 概率 是 多 大 ? 

64. 某 州 每 个 月 的 自杀 率 为 每 100 000 个 居民 中 有 一 个 自杀 . 

(a) 该 州 的 一 个 拥有 400 000 居民 的 城市 , 在 给 定 月 份 内 至 少 有 8 名 自杀 者 的 概率 是 多 
大 ? 

(b) 一 年 内 至 少 有 两 个 月 , 每 月 至 少 有 8 名 自杀 者 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 记 当 前 的 月 份 为 1, 第 一 次 超过 8 名 自杀 者 的 月 份 为 i,i > 1 的 概率 是 多 大 ? 
你 作 了 哪些 假设 ? 

65. 某 军营 有 500 士兵 , 每 人 得 某 种 疾病 的 概率 为 1/103, 且 相互 独立 . 为 了 方便 , 将 500 份 

血样 混在 一 起 进行 检测 . 

(a) 求 混合 的 血液 星 阳性 的 近似 概率 (这 样 至 少 有 一 名 士兵 种 有 此 疾病 ). 

现 假定 血液 旺 阳性 . 

(b) 这 种 情况 下 , 多 于 1 人 患 此 疾病 的 概率 有 多 大 ? 

再 设 其 中 一 人 琼斯 知道 自己 患 有 该 疾病 - 

(c) 琼斯 认为 多 于 1 人 患 此 病 的 概率 有 多 大 ? 

由 于 混合 样本 为 阳性 , 医生 决定 每 一 个 人 都 要 测试 . 前 面 i 一 1 个 人 为 阴性 , 第 i 人 为 琼 
斯 , 检查 为 阳性 . 

(d) 作为 i 的 函数 , i 后 面 有 人 患 此 病 的 概率 是 多 大 ? 

66. 由 n 对 夫妇 组 成 的 2n 个 人 随机 (任何 一 种 顺序 都 是 等 可 能 的 ) 坐 在 一 张 圆桌 上 . 记 Ci 
为 “第 ;对 夫妻 坐 在 一 起 ”= 1,… ,n. 

(a) 求 P(C)， (b) 对 j 冯 记 求 P(Ci|Ci). 
(c) 当 很 大 时 , 近似 计算 没有 一 对 夫妻 坐 在 一 起 的 概率 . 
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重复 计算 上 面 的 问题 , 如 果 要 求 男女 间隔 坐 . 
为 了 对 付 10 枚 导弹 的 袭击 , 发 射 了 500 枚 拦截 导弹 . 拦截 导弹 随机 地 选择 导弹 作为 目标 ， 
而 且 是 等 可 能 的 . 如果 拦截 导弹 命中 目标 的 概率 是 0.1, 且 相 互 独立 , 利用 泊 松 范例 近似 
计算 所 有 导弹 被 成 功 拦截 的 概率 . 

掷 一 枚 均匀 硬币 10 次 , 用 以 下 方法 计算 存在 一 个 长 度 为 4 的 正面 朝 上 序列 的 概率 : 

(a) 利用 课文 中 导出 的 公式 ; (b) 利用 课文 中 导出 的 递 推 公式 ; 

(c) 与 用 泊 松 近似 得 到 的 结果 进行 对 比 . 

在 时 刻 0 时 投掷 一 枚 正面 朝 上 概率 为 p 的 硬币 , 设 它 落地 后 也 正面 朝 上 . 根据 参数 为 入 
的 泊 松 过 程 选 定时 刻 失 起 硬币 并 抛掷 (两 次 抛 拓 之 间 硬币 就 放 在 地 上 ). 那么 在 时 刻 t 硬 
币 为 正面 朝 上 的 概率 是 多 大 ? 

提示 : 到 时 刻 t 没有 额外 的 投掷 的 条 件 下 , 其 条 件 概率 是 多 大 ? 如 果 有 额外 投掷 ,其 条 件 
概率 又 是 多 大 ? 

考虑 轮 担 赌 中 的 一 个 轮 盘 , 有 38 个 数字 一 一 从 1 到 36 还 有 0 以 及 00. 如 果 史密斯 经 
常 押 注 在 1 到 12 之 间 , 试 求 以 下 概率 : 

(a) 史密斯 将 要 输 掉 开 始 的 5 局 (b) 他 第 一 次 赢 钱 将 是 第 4 次 下 注 . 

两 个 球 队 进行 一 系列 比赛 , 先 赢得 4 场 比赛 的 球 队 获得 最 终 胜 利 ， 假 设 其 中 一 球 队 的 水 
平 比 另 一 球 队 稍 强 , 其 赢得 每 一 场 胜利 的 概率 为 0.6, 且 各 场 的 胜 负 相 互 独立 ， 求 强 队 获 
得 最 终 胜利 时 比赛 的 场 数 为 i 的 概率 , i = 4, 5, 6,7. 并 与 在 3 局 两 胜 的 比赛 中 获胜 的 概 
率 进 行 比较 . 

考虑 习题 72, 如 果 两 队 势 均 力 敌 , 每 场 比赛 每 队 获 胜 的 概率 为 1/2, 计算 比赛 结束 时 比赛 
场 数 的 期 望 值 . 

某 记者 有 一 份 要 采访 的 人 的 名 单 , 假设 该 记者 需要 采访 5 人 , 且 任 一 个 人 (独立 地 ) 同意 
被 采访 的 概率 为 2/3， 那么 名 单 上 的 人 数 为 (a)5 人 (b)8 人 时 , 他 能 达到 采访 人 数 要 求 的 
概率 为 多 大 ? 

对 于 (b) 来 说 , 该 记者 采访 到 其 名 单 上 的 (c)6 人 (d)7 人 时 才刚 好 达到 采访 人 数 要 求 的 概 
率 为 多 大 ? 

连续 搓 一 枚 均匀 硬币 , 直到 出 现 第 10 次 正面 朝 上 为 止 . 令 X 表示 反面 朝 上 出 现 的 次 数 ， 
计算 X 的 分 布 列 . 

求解 以 下 情形 的 巴 拿 蘑 火柴 问题 ( 例 8e): 在 开始 时 左边 的 火柴 盒 有 NN; 要 火柴 右边 的 
火柴 盒 有 Na 根 火柴 . 

在 巴 拿 赫 火柴 问题 中 , 求 以 下 事件 概率 : 第 一 个 盒子 取 空 时 (这 个 时 刻 与 发 现 盒子 为 空 合 
的 时 刻 是 不 一 样 的 !), 另 一 个 盒子 还 有 大 根 火 柴 . 

坛子 里 有 4 个 白 球 , 4 个 黑 球 , 随机 从 中 抽取 4 个 球 , 如 果 2 黑 2 白 , 那么 停止 抽 球 . 否 
则 , 将 这 些 球 放 回 再 次 抽取 4 个 , 直到 抽取 的 4 个 球 中 正好 有 2 个 白 球 , 那么 此 时 我 们 正 
好 做 了 n 次 抽取 的 概率 是 多 大 ? 

假设 一 批 100 个 零件 中 有 6 个 残 次 品 , 其 他 94 个 是 合格 品 ， 如 果 随 机 从 中 抽取 10 个 ， 
记 X 为 其 中 “ 残 次 品 数 ”, 求 (a) P{X =0}, (b) P{X > 2}- 

流行 于 内 华 达州 赌场 的 一 种 赌博 叫 “ 凯 诺 ”, 其 赌 法 如 下 : 赌场 从 1 至 80 号 中 随机 地 取出 
20 个 号 码 , 赌 徒 再 从 这 80 个 号 码 中 任 取 1 至 15 个 号 码 . 如 果 赔 徒 取 出 的 号 码 中 有 一 定 
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81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


比例 个 数 的 号 码 与 赌场 所 取出 的 号 码 相同 , 则 他 取胜 , 赢得 的 钱 数 是 赌 徒 取 号 码 的 个 数 与 
其 中 配 上 对 的 号 码 个 数 的 函数 ， 例 如 , 赌 徒 只 取 一 个 号 码 时 , 若 此 号 码 在 赌场 所 取 的 20 
个 号 码 中 , 则 他 每 下 注 1 元 赌注 赢 2.2 元 . (由 于 此 时 赌 徒 的 获胜 概率 为 1/4, 所 以 公平 的 
赢得 钱 数 显然 应 是 每 1 元 赌注 赢 3 元 .) 当 峙 徒 取出 2 个 号 码 时 , 若 这 2 个 号 码 都 在 赌场 
所 取 的 20 个 号 码 之 中 , 则 每 下 1 元 赌注 赢得 12 元 . 
(a) 此 时 公平 的 赢 钱 数 应 是 多 少 ? 

令 Pk 表示 赌 徒 取出 n 个 号 码 之 中 恰 有 k 个 在 赌场 取出 的 20 个 号 码 之 中 的 概率 . 
(b) 求 出 Pk. 


(c) 在 凯 诺 赌 中 , 最 典型 的 赌 法 是 财 徒 取 10 个 号 码 , 这 种 情况 下 赌场 付出 的 钱 数 如 下 表 . 
试 计算 期 望 赢得 的 钱 数 . 


押 注 10 个 号 码 赢得 钱 数 


猜 对 个 数 每 一 元 赌注 赢得 钱 数 
0~4 -1 
5 1 
6 17 
7 179 
8 1299 
9 2599 
10 24 999 


在 例 8i, 具有 i 个 残 次 品 的 包 被 拒绝 的 概率 有 多 大 ? 计算 i = 1 及 i = 4 时 的 拒绝 概率 . 
如 果 已 知 一 个 包 被 拒绝 了 , 那么 这 个 包含 有 4 个 残 次 品 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

购买 者 按 包 购 买 某 晶体 管 , 一 包 20 个 , 其 购买 方式 如 下 : 随机 检查 该 包 里 4 个 , 如 果 4 个 
全 是 合格 品 , 那么 接受 这 包 , 否则 就 拒绝 . 如 果 每 包 里 的 零件 是 否 为 残 次 品 是 相互 独立 的 ， 
且 概 率 为 0.1, 那么 拒绝 的 包 数 的 比例 是 多 大 ? 

一 个 省 里 有 3 条 高 速 公路 , 每 天 在 高 速 公 路 上 发 生 的 事故 数 是 泊 松 随机 变量 , 其 参数 分 别 
为 0.3, 0.5 和 0.7. 找 出 今天 在 高 速 公路 上 发 生 事故 总 数 的 期 望 值 . 

有 10 个 球 要 放 到 5 个 盒子 中 去 . 每 个 球 都 是 独立 地 被 放 入 盒子 中 , 而 放 入 第 i 个 盒子 的 
概率 都 是 pi, 并 ;Pi = 1. 

(a) 当 10 个 球 放 完 以 后 , 5 个 盒子 中 可 能 有 些 盒子 仍然 是 空 的 . 求 空 例子 数 的 期 望 值 . 
(b) 当 10 个 球 都 放 入 盒子 中 去 以 后 , 求 只 含 1 个 球 的 盒子 数 的 期 望 值 . 

一 共有 k 种 优惠 券 , 每 收集 到 一 张 优惠 券 时 ， 这 张 优惠 券 是 第 i 种 优惠 券 的 概率 为 Pi 
二 4 ,pi = 1. 各 次 收集 是 相互 独立 的 , 现在 假定 已 经 收集 到 n 张 优惠 券 , 问 收集 到 优惠 
券 的 种 类 数 的 期 望 值 是 多 少 ? 


理论 习题 


. 有 NN 种 不 同 的 优惠 券 , 每 次 收集 的 种 类 都 是 相互 独立 的 , 而 且 收 集 到 第 i 种 的 概率 为 


Pi = 1,2,… ,N， 令 工 表示 某 人 为 了 每 个 种 类 至 少 收集 到 一 张 需要 的 总 张 数 ,计算 


四 rm a 
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10. 


11. 


12. 


P{T=n}. 
提示 : 利用 类 似 例 le 的 方法 . 


.如 果 X 的 分 布 函数 为 F, 那么 eX 的 分 布 函数 是 什么 ? 
如果 X 的 分 布 函数 为 F, 那么 随机 变量 aX + 8 的 分 布 函数 是 什么 ? 其 中 a, 6 是 常数 ， 


a#0. 


.对 取 值 为 非 负 整数 的 随机 变量 N, 证 明 


EIN] = DB P{N > 计 . 
提示 : 沁 作 1 P{N > 让 = 工 世 从 ; P{N = 人. 然后 交换 求 和 次 序 . 


.对 一 个 取 值 非 负 整数 的 随机 变量 N, 证 明 


iP(N > = (BLN) - BLN). 


i=0 


提示 : 二 3oiP{N > = 站 作 0i 忆 从 s+3 P{N = 月 , 然后 交换 求 和 次 序 . 


, 设 义 满足 


P{X=1}=p=1- P{X = -1} 
求 cc 尖 1 使 得 EleX] =1. 


， 设 X 为 一 随机 变量 , 期 望 值 为 ,方差 为 o>. 求 以 下 随机 变量 的 期 望 和 方差 : 


Y=2*-t 
. 设 X 满足 
P(X=a)=p=1- P(X =%b) 

求 Var(X). 

.利用 二 项 概率 
P{X = 让 = ( 网 )ma -pT, i=0,n 
i 
导出 二 项 展开 公式 


(z+Y)"= 二 ( x ) zy 


i=0 \ + 

其 中 z,y 为 非 负 数 . 提示 : 令 p = 
设 X 为 服从 参数 为 (n, p ) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , 证 明 : 

1 pt 

[x 二 n+l)p 

考虑 m 重 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p. 证 明 大 次 成 功 , n 一 次 失败 的 共 nl/[kl(n 一 
月 ] 种 可 能 排列 方式 都 是 等 可 能 的 . 
nn 个 元 件 排 成 一 排 , 每 个 元 件 工作 正常 的 概率 为 p, 且 各 元 件 相互 独立 ， 问 没有 两 个 相 邻 
的 元 件 都 工作 不 正常 的 概率 是 多 大 ? 
提示 : 以 工作 不 正常 的 元 件 的 个 数 作为 条 件 , 利用 第 1 章 例 4c 的 结果 . 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


X 为 服从 参数 为 (n,p) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , p 取 何 值 时 能 使 P{X = k} 取 最 大 值 ? 
大 = 0, 1,.… ,n. 这 是 关于 一 个 统计 方法 的 例子 , 是 当 观 察 到 X = 时 , 估计 未 知 参数 p 
的 一 种 统计 方法 . 如 果 我 们 假定 n 已 知 , 通过 选择 使 得 P{X = k} 最 大 来 估计 p, 这 就 是 
所 亩 的 极 大 似 然 估计 方法 . 
一 个 家 庭 有 n 个 孩子 的 概率 为 ap",n > 1, 其 中 a < (1 一 p)/p. 
(a) 没有 孩子 的 家 庭 的 比例 是 多 大 ? 
(b) 如 果 孩 子 是 男孩 或 女孩 的 概率 相等 , 且 各 孩子 的 性 别 是 相互 独立 的 . 那么 有 k 个 男孩 
(可 能 还 有 若干 女孩 ) 的 家 庭 比 例 是 多 大 ? 

考虑 n 次 独立 重复 投掷 一 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p. 证 明 有 偶数 个 正面 朝 上 的 概 
率 为 [1 + (q 一 p)"]/2, 其 中 gq = 1 一 p. 此 题 , 要 先 证 明 再 利用 如 下 等 式 : 

[n/2] 


(和 )pre = Bl(p+ q)" +(q—p)"] 


ed 
其 中 [n/2] 是 不 超过 n/2 的 最 大 整数 . 将 本 题 与 第 3 章 的 理论 习题 16 进行 比较 . 
令 X 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 证 明 P{X = 计 随 着 i 的 增加 , 先是 单调 
递增 , 然后 再 单调 递减 , 当 i 取 值 为 不 超过 和 的 最 大 整数 时 , 它 取得 最 大 值 . 
提示 : 考虑 P{X = 讨 /P{X =i 一 1}. 
令 X 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 . 
(a) 证 明 : 
P{X 为 偶数 } = 3 +e 2] 

利用 理论 习题 15 的 结果 以 及 泊 松 分 布 和 二 项 分 布 之 间 的 关系 证 明 . 
(b) 直接 利用 e- + ex 的 展开 式 来 证 明 上 述 等 式 . 
令 X 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 和 取 何 值 时 P{X = kj} 取 最 大 值 (k > 0). 
如 果 X 为 服从 参数 为 A 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 证 明 


E[X"] = AE[((X +1)™] 


利用 该 结果 计算 B[X3]. 

考虑 n 枚 硬币 , 每 枚 硬币 正面 朝 上 的 概率 都 是 p, 且 相 互 独 立 . 假设 n 较 大 , 而 p 较 小 ， 
令 和 = np. 假设 将 这 n 枚 硬币 一 起 抛掷 , 一 直到 至 少 有 一 枚 硬币 正面 朝 上 为 止 , 否则 继 
续 掷 这 n 枚 硬币 .也 即 , 停 下 来 的 时 候 至 少 有 一 枚 硬币 正面 朝 上 . 令 X 表示 停 下 来 时 正 
面 朝 上 的 出 现 的 总 枚 数 .下 列 关 于 P{X = 1} 的 近似 计算 的 理由 哪个 是 正确 的 ? 所 有 情 
形 中 , Y 都 是 一 个 服从 参数 为 ^ 的 泊 松 随机 变量 . 

(a) 因为 迫 n 枚 硬币 时 , 正面 朝 上 出 现 的 次 数 近似 于 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 因此 


P{X=1}~P{Y=1}=Xe™* 
(b) 因为 搓 n 枚 硬币 时 , 正面 朝 上 出 现 的 次 数 近似 于 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 , 而 且 此 
数 为 正 时 才 会 停止 , 因此 


和 Xe 
PIX=1} PlY =1lY >0) = Tx 


ec 和 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


(c) 因为 至 少 出 现 一 枚 正面 朝 上 , 当 其 他 n 一 1 枚 都 不 是 正面 朝 上 时 X = 1. 又 因 
枚 硬币 出 现 的 正面 朝 上 的 枚 数 近似 服从 参数 为 (n" - 1)p ~ 和 的 泊 松 分 布 , 因此 


P{X=1sPIY=0}=e 
随机 抽取 了 n 人 , 令 Eis 表示 事件 “第 i 人 和 第 ; 人 生日 相同 ”, 假定 一 个 人 的 生日 在 
365 天 任 一 天 的 可 能 性 是 一 样 的. 计算 : 
(@) P(BsslB12); (b) P(E1slB12); (©) P(BaslBi2nN Es). 
关于 (2) 个 事件 i; 的 独立 性 , 你 从 上 能 得 出 什么 结论 ? 


坛子 里 有 2n 个 球 , 其 中 两 个 标号 1, 两 个 标号 2, .…, 两 个 标号 n. 每 次 无 放 回 地 随机 从 
中 取出 2 个 , 令 T 表示 取出 来 的 两 个 球 第 一 次 同 号 时 的 取 球 次 数 ，( 如 果 根 本 没有 出 现 过 
两 球 同 号 , 那么 T = o0), 对 0 < a < 1, 我 们 要 证 明 


lim P{T > an} =e °/? 


为 了 证 明 这 点 , 令 Mi 表示 在 前 上 次 取 球 后 取出 来 的 号 码 相 同 的 球 对 数 , k= 1,… ,n、 
(a) 说 明 当 n 很 大 时 , Mi 可 认为 是 k 次 (近似 ) 独立 重复 试验 中 试验 成 功 的 次 数 . 
(b) 当 n 很 大 时 , 求 P{Mx = 0} 的 近似 值 . 
(c) 利用 随机 变量 Mi 的 值 表示 事件 {T > an}. 
(d) 给 出 P{T > an} 的 公式 , 求 极限 概率 . 
考虑 有 n 个 人 (mn 至 少 取 值 在 80 ~ 90 之 间 ), 在 近似 计算 没有 3 个 人 同一 天 生日 的 概率 
时 , 一 个 比 在 文中 得 到 的 要 好 的 泊 松 近似 如 下 : 令 表示 事件 “至 少 有 3 人 生日 在 第 i 
天 ” ,i= 1 ,365. 
(a) 计算 P(Ei); (b) 给 出 没有 3 人 同一 天 生日 的 概率 的 近似 值 ; 
(c) 当 n= 88( 可 以 证 明 n = 88 为 使 得 概率 超过 1/2 的 最 小 n 的 值 ) 时 , 计算 上 述 概 率 . 
连续 掷 n 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p. 考虑 事件 “试验 序列 中 出 现 连续 上 次 正面 朝 
上 ”的 概率 已. 以 下 是 计算 这 个 概率 的 另 一 个 方法 . 
(a) 证 明 , 对 于 上 < m, 在 试验 序列 中 出 现 连续 的 人 次 正面 朝 上 的 充 要 条 件 是 : 
(i) 在 前 面 n 一 1 次 撕 硬 币 试验 结果 序列 中 , 已 经 出 现 连续 的 次 正面 向 上 的 子 序 
列 , 或 者 
(ii) 在 前 面 n -大 -- 1 次 搓 硬 币 的 试验 结果 序列 中 , 没有 出 现 连 续 k 次 正面 朝 上 的 子 
序列 , 但 第 n 一 k 次 掷 硬币 时 正面 朝 下 , 第 n 一 上 + 1,… ,n 次 都 是 正面 向 上 . 
(b) 利用 (a) 建立 已 , 与 Pa_1 的 递 推 关系 . 从 及 = p* 开始 , 利用 该 递 推 公式 可 得 Pi， 
然后 P+2, 等 等 , 直到 已. 
假设 在 某 个 时 间 内 事件 发 生 的 次 数 为 参数 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 如 果 每 个 事件 被 统计 到 
的 概率 为 p, 且 各 个 事件 是 否 被 统计 是 相互 独立 的 , 指出 被 统计 到 的 事件 的 数目 为 参数 为 
Xp 的 泊 松 随机 变量 , 并 给 出 一 个 直观 解释 . 作为 上 述 理论 的 应 用 , 假设 某 个 地 区 的 铀 的 矿 
点 数 为 参数 为 = 10 的 泊 松 随机 变量 . 如 果 , 给 定 一 个 时 间 段 内 , 每 个 矿 点 被 发 现 的 概 
率 为 1/50, 且 相互 独立 . 求 以 下 事件 的 概率 : 
(a) 这 段 时 间 内 正好 发 现 1 个 矿 点 ; (b) 这 段 时 间 内 至 少 发 现 1 个 矿 点 ; 
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26. 


27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


33. 
34. 
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(c) 这 段 时 间 内 最 多 发 现 1 个 矿 点 . 


证 明 ; i 
> 


i=0 


提示 : 利用 分 部 积分 . 
如 果 X 为 一 几何 随机 变量 , 给 出 分 析 的 证 明 : 


P{X=n+klX>n}=P{X=k} 


利用 几何 随机 变量 的 定义 直观 地 说 明 上 式 成 立 的 原因 . 
令 X 为 参数 为 (r, p) 的 负 二 项 随机 变量 , 令 Y 为 参数 为 (n, p) 的 二 项 随机 变量 , 指出 


P{X >n}=P{Y <r} 
提示 : 可 以 有 两 种 方法 完成 证 明 . 一 种 用 分 析 的 方法 , 上 式 等 价 于 下 列 恒等式 


os rl 
天 CL A i 
srt 和 
另 一 种 是 利用 随机 变量 的 概率 解释 ， 即 考虑 进行 一 系列 成 功率 均 为 p 的 独立 试验 , 用 试 
验 结果 表示 事件 {X > n} 和 {Y < 

设 X 为 一 超 几何 随机 变量 , 计算 P{X = 大 +1}/P{X = 人. 

坛子 里 装 有 标 有 号 码 1 到 N 的 球 . 假设 随机 无 放 回 地 抽取 n 个 球 , n < N . 令 Y 表示 
抽取 的 球 中 最 大 号 码 . 

(a) 求 Y 的 分 布 列 . 

(b) 导出 E[Y] 的 表达 式 , 然后 利用 费 马 组 合 恒等式 (参见 第 1 章 理论 习题 11) 予以 简化 . 
坛子 里 有 m 十 m 个 芯片 , 分 别 标 有 号 码 1,2,… ,n 十 m. 从 中 取出 n 个 . 如 果 令 X 表示 
抽取 的 芯片 中 , 其 号 码 大 于 留 在 坛子 中 芯片 的 最 大 号 码 的 数量 , 求 X 的 分 布 列 . 
坛子 里 有 n 个 芯片 . 某 男孩 连续 有 放 回 地 随机 从 中 抽取 , 一 直 进行 下 去 , 直到 他 取出 一 个 
前 面 曾经 取出 过 的 芯片 为 止 . 令 X 表示 此 时 的 抽取 次 数 , 计算 其 分 布 列 . 

利用 (7.5) 式 推导 (7.6) 式 . 

从 一 nn 个 元 素 的 集合 里 , 随机 选择 一 个 非 空子 集 ， 假定 所 有 的 非 空子 集 被 选中 的 可 能 性 
是 一 样 的 . 令 X 表示 选中 的 子 集 的 元 素 的 个 数 . 利用 第 1 章 理论 习题 12 给 出 的 恒等式 ， 
证 明 

n.2"-2— n(n+1)2"? 


Ex- FE 


Var(X)= 


TS 
2 人 
证 明 , 当 n 很 大 时 ， 

Var(X) ~ 工 
上 式 的 意义 是 当 一 oo 时 Var(z)/(n/4) 一 1. 比较 这 个 结果 与 Var(Y), 其 中 Y 是 离散 
集 {1,… ,n} 上 的 均匀 随机 变量 , 即 P{Y 王 讨 王 1/mi 一 1 
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35. 


坛子 里 最 初 有 一 个 红 球 , 一 个 蓝 球 . 每 次 随机 取 一 个 球 , 将 该 球 放 回 坛子 的 同时 还 放 进 另 
一 个 同 颜色 的 球 . 令 X 表示 第 一 次 抽取 到 蓝 色 的 球 时 所 抽取 的 次 数 ， 比 如 , 如 果 第 一 次 
拿 出 了 红 球 , 第 二 次 拿 出 的 是 蓝 球 , 那么 X=2. 


(a) 求 P{X >,i> 1. 
(b) 证 明 , 最 终 能 取出 蓝 球 的 概率 为 1. (也 即 , 证 明 P{X < o0} = 1.) (c) 计算 E[X]. 


. 设 X 的 取 值 范围 为 {z:}, Y 的 取 值 范围 为 {y;}, 2 = XX 十 Y 的 取 值 范 围 为 {zk}. 记 4k 


为 满足 ri +y; = zk 的 指标 (i,j) 的 集合 , 即 Ak = {(i,j) : zi 十 yi = zk}- 
(a) 证 明 


PIX+Y=#}= 》 PIX=2Y =W} 
(Lj)EAk 


(b) 证 明 


EX+Y]=), 》 (rity)P{X=zY=y} 
k (ij)EAR 


(0) 利用 (b) 中 的 公式 证 明 
EIX+Y]=) D(z +)P{X = zr0Y =y} 
类 


(d) 证 明 


P(X=z)= DP{X=z,Y =w) 
了 


P(Y =y)=D PIX=z0Y =y} 


(e) 证 明 
E[X +Y]= E[X] + ElY] 


自 检 习题 


,考虑 某 个 棒球 运动 员 在 他 接 下 来 的 3 次 击 打 中 所 获得 的 分 数 , 令 X 表示 此 随机 变量 , X 


的 可 能 取 值 为 0, 1, 2, 3, 如 果 P{X = 1} = 0.3,P{X =2}=0.2, 且 P{X=0}= 
3P{X = 3}, 求 E[X]. 


.假设 X 的 取 值 为 0, 1,2 之 一 , 如 果 对 某 个 常数 c 有 P{X = 计 = cP{X =i-1}%i=1,2, 


求 E[X]. 


投掷 一 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p, 连续 投 搓 直 到 正面 或 反面 朝 上 出 现 两 次 , 求 投 


掷 总 次 数 的 期 望 . 


。 某 个 社区 由 m 个 家 庭 组 成 , 其 中 有 ;个 孩子 的 家 庭 有 ni 个 : 于 :ma = m. 随机 挑选 一 


个 家 庭 , 令 X 表示 该 家 庭 的 孩子 数 . 再 随机 从 学 7_ in: 个 孩子 中 随机 挑选 一 个 孩子 , 令 
Y 表示 该 孩子 所 在 的 家 庭 里 的 孩子 数 , 证 明 : E[Y] > E[X]. 


. 假设 P{X =0}=1- P{X = 1}. 如 果 E[X] = 3Var(X), 求 P{X = 0}. 
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6. 箱子 里 有 两 枚 硬币 抛掷 其 中 一 枚 硬币 ,正面 朝 上 的 概率 为 0.6， 抛 振 另 一 枚 硬币 ,正面 
朝 上 的 概率 为 0.3， 随机 地 从 箱子 中 拿 出 一 枚 硬币 并 抛 搓 ,， 在 不 知道 拿 的 是 哪 一 枚 硬币 的 
情况 下 , 你 可 以 押 至 多 10 元 的 注 : 如 果 是 正面 朝 上 , 你 将 赢得 你 押 的 数量 ; 如 果 是 反面 朝 
上 , 你 就 输 掉 押 注 . 然而 , 假设 有 一 位 内 幕 人 , 他 想 卖 给 你 信息 , 告诉 你 到 底 是 选中 了 哪 枚 
硬币 , 这 个 信息 卖 C 元 . 如 果 你 买 了 这 个 信息 , 你 的 期 望 回报 是 多 少 ? 注意 到 如 果 你 买 了 
它 , 然后 押 注 z 元 , 那么 最 后 你 可 能 赢得 z - C 元 , 或 ~z - C 元 ( 即 你 输 掉 x + C 元 )， 
那么 应 该 为 这 条 信息 支付 多 少 呢 ? 

7. 一 个 慈善 家 在 一 张 红 纸 上 写 了 一 个 数字 z, 给 一 个 公证 人 看 后 , 把 纸 片 翻 过 来 放 在 桌子 上 . 
公证 人 然后 掷 一 枚 均匀 的 硬币 , 如 果 是 正面 朝 上 , 他 在 一 张 蓝 纸 上 写 下 2z, 如 果 是 反面 朝 
上 , 写 下 z/2, 然后 将 纸 也 翻 过 来 放 在 桌子 上 . 在 不 知道 z 的 值 , 也 不 知道 掷 硬币 的 结果 
的 情况 下 , 你 可 以 选择 翻 开 红 纸 还 是 翻 开 蓝 纸 . 看 了 翻 开 纸 上 的 数值 后 ， 你 可 以 决定 是 要 
这 张 翻 开 的 纸 上 写 的 数值 作为 奖励 , 还 是 要 另外 一 张 纸 上 写 的 数值 (此 时 不 知道 大 小 ) 作 
为 奖励 ,比如 , 如果 你 决定 翻 开 蓝 纸 , 看 了 数值 为 100, 这 时 你 可 以 选择 100 作为 你 的 奖 
励 , 也 可 以 选择 红 纸 上 的 数值 (50 或 200) 作为 奖励 . 设想 你 希望 奖励 的 期 望 值 最 大 . 

(a) 指出 没有 理由 先 翻 开 红 纸 , 因为 如 果 这 样 做 的 话 , 那么 不 管 红 纸 上 的 值 是 多 大 , 最 好 
还 应 该 再 翻 开 蓝 纸 ; 

(b) 令 y 为 一 个 固定 的 非 负数 , 考虑 如 下 策略 : 翻 开 蓝 纸 , 如 果 上 面 的 数值 至 少 是 y, 那么 
就 接受 这 个 奖励 ; 如 果 比 y 小 , 那么 再 翻 开 红 纸 . 如 果 慈 善 家 写 的 是 z, 令 Ry(z) 表 
示 你 执行 该 策略 最 后 获得 的 奖励 数 , 计算 EE[R,(z)]. 注意 到 E[Ro(z)] 是 慈善 家 写 的 
是 z, 而 你 执行 “始终 选择 蓝 纸 ” 这 一 策略 所 获得 的 期 望 奖 励 . 

8. 令 B(n,p) 表示 服从 参数 为 (n, p) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , 说 明 : 
P{B(n,p) <i} =1- P{B(n,1—p)<n-i-1} 

提示 : 将 “成 功 的 次 数 小 于 或 等 于 i” 写 成 与 之 等 价 的 关于 失败 次 数 的 陈述 . 

9. 如 果 X 是 一 个 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 , 期 望 为 6, 方差 为 2.4, 求 P{X = 5}. 

10. 一 个 坛子 里 有 n 个 球 , 标号 从 1 到 n， 如 果 依 次 随机 地 有 放 回 地 取出 m 个 球 , 计算 
P{X = 上 ,k= 1,… ,m, 其 中 X 表示 抽取 的 m 个 球 里 最 大 的 号 码 . 
提示 : 先 计算 P{X < 及 

11. A 队 和 B 队 进行 一 系列 比赛 , 先 胜 三 局 者 为 比赛 的 获胜 者 . 假设 每 局 A 队 获 胜 的 概率 为 
p, 且 各 局 相互 独立 . 求 下 列 条 件 概率 : 
(a) 已 知 A 队 赢 了 第 一 局 , 求 它 最 终 获胜 的 条 件 概率 ; 
(b) 已 知 A 最 终 获 胜 , 求 它 赢 了 第 一 局 的 条 件 概率 . 

12. 某 个 地 方 足球 队 将 要 参加 5 场 比赛 , 如 果 它 在 本 周末 的 比赛 中 取得 了 胜利 , 它 将 升 入 一 个 
更 高 的 级 别 中 进行 后 四 场 比赛 , 如 果 它 本 周末 的 比赛 输 掉 了 , 它 就 要 降 到 一 个 更 低 的 级 别 
中 进行 后 四 场 比赛 . 在 高 级 别 比赛 中 , 该 队 每 场 比赛 获胜 的 概率 为 0.4, 且 各 场 相互 独立 . 
在 低级 别 比赛 中 , 该 队 每 场 比赛 获胜 的 概率 为 0.7, 且 各 场 相互 独立 . 如果 该 队 赢得 本 周 
末 比 赛 的 概率 为 0.5, 那么 它 在 后 来 的 4 场 比赛 中 至 少 获胜 3 场 的 概率 是 多 大 ? 

13. 一 个 7 人 陪审 团 里 的 每 个 成 员 作出 正确 决定 的 概率 为 0.7, 且 相互 独立 . 如 果 最 后 的 决定 
采取 少数 服从 多 数 的 原则 , 那么 陪审 团 作出 正确 决定 的 概率 是 多 大 ? 假设 已 知 陪审 团 的 4 
人 意见 相同 , 那么 陪审 团 作出 正确 决定 的 概率 是 多 大 ? 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


某 个 地 区 平均 来 说 , 每 年 会 遭遇 5.2 次 飓风 刘 击 , 那么 今年 遭遇 飓风 袭击 的 次 数 为 3 次 或 
者 更 少 的 概率 是 多 大 ? 

某 个 种 类 的 昆虫 产 在 一 片 树叶 上 的 虫 卵 的 数目 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 . 然而 , 这 样 的 随 
机 变量 的 取 值 只 有 当 它 为 正 整数 时 才能 知道 , 因为 如 果 是 0 的 话 , 我 们 不 会 记录 这 个 数 ， 
因为 我 们 不 知道 这 片 树叶 上 是 否 有 昆虫 , 令 Y 表示 观测 到 的 虫 卵 数 , 这 样 


P{Y =i} = P{X =ilX >0} 


其 中 X 是 一 个 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 求 E[Y]. 

有 n 个 男孩 和 n 个 女孩 , 每 人 都 随机 且 独 立地 选择 一 名 异性 . 如 果 正 好 有 一 名 男孩 和 女 

孩 互 相 选 中 了 , 那么 他 们 将 被 配 成 一 对 . 给 女孩 编 上 号 码 , 令 G; 表示 事件 “号 码 为 i 的 

女孩 被 配 成 了 一 对 ”, 令 Po = 1 - P(UZ, Gi) 表示 没有 任何 一 对 配 成 的 概率 ， 

(a) P(Gi) 是 多 大 ? (b) P(GilG;) 是 多 大 ? (ec) 当 n 足够 大 时 , 求 PB 的 近似 值 . 

(d) 当 n 足够 大 时 , 求 Pi 的 近似 值 , 它 是 正好 配 成 了 大 对 的 概率 . 

(e) 利用 关于 事件 和 的 概率 的 容 斥 恒等式 来 计算 Po. 

有 n 对 夫妇 组 成 的 2n 个 人 , 随机 地 被 分 成 n 组 , 每 组 两 人 . 给 妇女 编 上 号 码 , 令 Wi 表 

示 事 件 “ 第 i 个 妇女 正好 与 她 丈夫 分 在 一 组 ”. 

(a) 求 P(Wi). 

(b) 对 i 闫 jj 求 P(WilWi). 

(c) 当 足够 大 时 , 求 没有 妇女 与 她 丈夫 分 在 一 组 的 概率 的 近似 值 . 

(d) 如 果 在 分 组 的 时 候 规 定 必须 是 一 个 男人 一 个 女人 成 为 一 个 组 , 那么 上 述 问题 有 怎样 的 
答案 ? 

某 个 赌场 的 顾客 在 玩 轮 盘 赌 时 , 每 次 押 5 元 在 “ 红 ”, 直到 她 一 共 赢 了 4 次 . 

(a) 她 一 共 押 了 9 次 的 概率 是 多 大 ? ”(b) 她 停 下 来 时 赢得 的 期 望 是 多 大 ? 

注释 : 每 次 押 注 , 她 将 以 18/38 的 概率 赢得 5 元 , 以 20/38 的 概率 输 掉 5 元 . 

有 三 个 朋友 去 喝 咖啡 , 他 们 决定 用 拂 硬币 的 方式 来 确定 谁 买单 : 每 人 掷 一 枚 硬币 ,如 果 有 

人 的 结果 与 其 他 两 人 不 一 样 , 那么 由 他 买单 . 如 果 三 枚 硬币 的 结果 是 一 样 的 ,那么 就 重 掷 

一 轮 . 一 直 这 样 下 去 , 直到 确定 了 由 谁 来 买单. 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 正好 进行 了 三 轮 就 确定 了 由 谁 来 买单 ; 

(b) 进行 了 4 轮 以 上 才 确 定 了 由 谁 来 买单 . 


如 果 X 是 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 的 随机 变量 , 证 明 E[1/X] = = 


提示 : 需要 计算 形 如 并 2 ,at/i 的 表达 式 的 值 . 要 做 到 这 一 点 , 可 利用 ai/i= 后 zi idz， 
然后 交换 积分 和 求 和 的 顺序 . 
假设 
P{X=a}=p, P{X=t}=1-p 
(a) 证 明 (X 一 5b)/(a 一 5) 服从 伯 努 利 分 布 ; (b) 计算 Var(X). 
你 每 局 比赛 获胜 的 概率 为 p, 你 计划 玩 5 局 , 但 是 如 果 你 赢 了 第 5 局 , 你 就 会 继续 玩 , 直 
到 你 输 掉 一 局 . 
(a) 求 一 共 玩 的 局 数 的 期 望 。(b) 求 一 共 输 掉 的 局 数 的 期 望 . 
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23. 


24. 


25. 


26. 


坛子 里 开始 有 N 个 白 球 M 个 黑 球 , 每 次 无 放 回 地 随机 取出 一 个 , 求 在 取出 m 个 黑 球 之 
前 已 经 取出 n 个 白 球 的 概率 , n < N,m < M. 

将 10 个 球 放 到 5 个 盒子 中 去 . 每 次 放 球 时 与 其 他 球 的 放置 是 相互 独立 的 .每 个 球 放 到 盒 
子 i 的 概率 为 pi, 已 pi = 1. 记 Xi 为 第 i 个 盒子 中 所 放 的 球 数 . 

(a) Xi 的 分 布 是 什么 ? ( 尽 可 能 具体 ) 

(b) 对 于 i 关 j,Xi 十 Xi 是 什么 类 型 的 随机 变量 . 

(c) 求 P{Xa + Xa + Xas = 7}. 

对 于 配对 问题 ( 见 第 2 章 例 5m)， 

(a) 求 所 配 的 对 数 的 期 望 值 . 

(b) 求 所 配 的 对 数 的 方差 . 

设 X 为 几何 随机 变量 , 其 参数 为 p, 并 设 a 是 X 为 偶数 的 概率 . 

(a) 利用 a = 并 2 P{X = 2i} 求 出 a 的 值 . 

(b) 利用 条 件 X = 1 或 X > 1 求 出 a 的 值 . 


第 5 章 连续 型 随机 变量 
51 简 介 


在 第 4 章 我 们 讨论 了 离散 型 随机 变量 , 这 类 随机 变量 的 可 能 取 值 的 个 数 或 者 
是 有 限 的 , 或 者 是 可 数 无 限 的 . 然而 , 还 存在 一 类 随机 变量 , 它们 的 可 能 取 值 是 无 
限 不 可 数 的 . 比如 以 下 的 两 个 例子 : 火车 到 达 某 个 车 站 的 时 间 以 及 某 个 晶体 管 的 寿 
命 . 我 们 称 X 为 一 个 连续 型 ~ (continuous) 随机 变量 , 如 果 存 在 一 个 定义 在 实数 轴 
上 的 非 负 函 数 f, 使 得 对 于 任 一 个 实数 集 B”, 下 式 成 立 

P{X eB}= /ad (GD 
函数 f 称 为 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 
(probability density function), 或 者 密度 函 
数 (参见 图 5.1). 

换 句 话说 ，(1.1) 式 说 明了 X 属于 B 
的 概率 可 以 通过 对 概率 密度 函数 在 集合 
B 上 积分 得 到 . 既然 X 必 取 某 个 值 ， 
此 f 一 定 满足 


1= P{Xe(-co,oo)} = 局 jf(z)dz 


所 有 关于 X 的 概率 都 可 以 通过 /进行 计 。 图 51 pst py 人 
算得 到 . 例如 , 令 B = [ao 通过 (1.1) 式 
可 以 得 到 

Pla<x<H=/ az (12) 


在 上 式 中 令 a ==b, 可 以 得 到 
P{X=a}= [rear =0 
也 就 是 说 , 对 于 一 个 连续 型 随机 变量 , 它 取 任何 固定 值 的 概率 都 等 于 0. 因此 , 对 于 


Q@ 有 时 也 称 为 绝对 连续 型 (absolutely continuous). 
@ 事实 上 ，(1.1) 式 仅仅 对 可 测 集 B 成 立 . 当然 , 很 幸运 , 现实 中 的 集合 都 是 可 测 集 . 
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一 个 连续 型 随机 变量 , 有 
P{X<a}=P{X <a}= Fo)= . yas 
例 la 假设 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 其 密度 机 数 为 
_ 222 
= 人 2z2) a 


(a) C 的 值 是 多 少 ? (b) 求 P{X >1}. 
解 : (a) 既然 是 一 个 概率 密度 函数 , 那么 一 定 有 /f(z)dz = 1, 这 意味 着 


2 2z3 2=2 
cf (47 一 2z2)dz =1 或 者 C [= 一 等 ] 由 =1 
这 样 C = 3/8, 因此 (b) P{X > 1} = /f(z)dz = 3 f(az 一 2z2)dz = 四 


例 tb“ 某 人 台 计 算 机 在 死机 前 连续 运行 的 时 间 (单位 : 小 时 ) 是 一 个 连续 型 随机 
变量 , 其 密度 函数 为 
f(s) = me 和 


0 Z<0 


以 下 事件 的 概率 是 多 少 ? 
(a) 该 计算 机 在 死机 前 运行 的 时 间 在 50 个 小 时 到 150 小 时 之 间 ; 
(b) 运行 时 间 不 超过 100 小 时 . 
解 : (a) 因为 


1- 人 road- 人/ e-z/l00dz 
这 样 可 得 
1= 一 A(100)e-*/%|=100A 或 入 
因此 , 电脑 在 死机 前 运行 了 50 到 150 小 时 的 概率 为 


| —z/100, —z/100|150 
P{50<X<150)= | 10° "d= -eso 
50 


ee 
100 


=@-1/2 — e-3/2 ~ 0.384 
(b) 类 似 地 : 
wy 100|100 1 
P{X < 100} =/ 00 dr =—e /| =1-e!o~0.633 
0 


也 就 是 说 , 电脑 在 连续 使 用 100 小 时 以 前 , 大 约 63.3% 的 可 能 会 死机 . a 
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例 lc 收音 机 的 某 种 电子 管 的 寿命 是 一 随机 变量 , 其 概率 密度 函数 为 


0 rz<100 
f(z) = 1 100 


假定 收音 机 里 有 5 个 电子 管 , 并 且 这 些 电 子 管 的 寿命 是 相互 独立 的 , 在 150 小 时 内 ， 
这 台 收 音 机 的 5 个 这 样 的 电子 管 里 正好 有 2 个 需要 更 换 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 令 E; 表示 “在 给 定时 间 内 第 i 个 电子 管 需要 更 换 ”(i = 1,2,… ,5)， 


P(E:)= [ ee =100 | aa = 3 
利用 事件 及 之 间 的 独立 性 , 可 得 所 求 概率 为 
人 全 (3 = 茹 _ 
分 布 函数 F 与 密度 函数 f 之 间 的 关系 可 以 表示 为 
F(a) = PKe(-oo,dj= ”fajdz 
对 上 式 两 边 求 导 , 得 到 


2F(0) = f(0) 
也 即 , 密度 函数 是 分 布 函数 的 导数 . 从 (1.2) 式 还 可 以 得 到 一 个 关于 概率 密度 函数 
更 直观 的 解释 : 
ate/2 
P{a- 3 <X<at 外 = / f(z)dz ~ ef(a) 

其 中 < 是 一 个 小 数 , 且 f(-) 在 z = a 处 连续 . 换 句 话说 , X 取 值 于 以 点 a 为 中 心 ， 
长 度 为 e 的 小 区 间 内 的 概率 近似 等 于 ef(a). 通过 这 一 点 , 我 们 可 以 看 出 , f(a) 是 
随机 变量 取 值 于 点 a 附近 的 可 能 性 的 一 个 度量 . 

例 1d 设 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 Fx, 密度 函数 为 fx, 求 
Y = 2X 的 密度 函数 . 

解 : 用 两 种 方法 求解 fy. 第 一 种 是 直接 求 分 布 函数 , 然后 求 导 ， 

Fy(a)= P{Y < a} = P{2X < a} = P{X < a/2} = Fx(a/2) 

求 导 得 到 : 


另 一 方法 是 , 注意 到 
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两 边 除 以 < 就 可 以 得 到 与 前 面相 同 的 结果 . mn 


5.2 ”连续 型 随机 变量 的 期 望 和 方差 


在 第 4 章 , 我 们 定义 了 离散 型 随机 变量 的 期 望 值 如 下 
EIX]= DzP{X =z} 
如 果 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 f(z), 那么 由 
f(z)dr ~ Pfz<X<z+dzl} 对 于 很 小 的 dz 
很 容易 看 出 , 可 用 类 似 的 方法 定义 连续 型 随机 变量 的 期 望 值 为 
EIX] = 人 f(a 
例 2a 随机 变量 X 的 密度 函数 为 
2z ”如 果 0<z<1l 
了 { 0 ”其 他 

求 E[X]. 

解 : 

五 [X] = /zsrodz=/ 227dz =3 a 
0 
例 2b 随机 变量 X 的 密度 函数 为 
f(s) 1 如 果 0<z<1l 
z) = 
0 ”其 他 

求 Elex]. 

解 : 令 Y = ex. 我 们 从 计算 Fy, 也 即 Y 的 分 布 函数 开始 . 对 于 1<z < e, 有 

Fy(z)=P{Y <7z}= P{e* <7z}=P{X<Inz}= fre dy=Inz 
0 


对 Fy(z) 求 导 , 我 们 可 以 推导 出 Y 的 概率 密度 函数 如 下 : 
fy(z) = 1<r<e 


因此 ， 
Ble- B= 三 zedz= 太 -se-1 天 


尽管 上 例 中 的 方法 是 计算 随机 变量 X 的 函数 的 期 望 值 的 常用 的 方法 , 但 正如 
离散 型 情形 一 样 , 还 存在 另 一 种 方法 , 下 面 的 命题 就 类 似 于 第 4 章 的 命题 4.1. 
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命题 2.1 设 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 概率 密度 函数 为 f(z), 那么 对 
于 任 一 实 值 函数 9, 有 


CO0l-= gf) ar 


在 例 2b 中 利用 命题 2.1 可 得 
Be = [ cas-e-1 因为 f(z)=1,0<z<1 
o 


这 个 结果 与 例 2b 中 的 结果 是 一 致 的 . 

命题 2.1 的 证 明 比 离散 情形 下 更 复杂 , 我 们 仅 在 随机 变量 9(X) 非 负 的 条 件 下 
证 明 本 命题 ,(g(X) 为 一 般 的 情况 下 的 证 明 , 作为 我 们 给 出 证 明 的 后 续 部 分 , 见 理 
论题 2 和 3.) 我 们 需要 以 下 引 理 . 


引 理 2.1 对 于 一 个 非 负 随机 变量 Y, 有 


gm= [Pt > wav 


证 明 : 本 证 明 中 , 我 们 假定 Y 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 fy. 此 


时 有 
[rr>we=/ / fy(s) drdy 
此 处 利用 了 事实 P{Y > 纺 = J 应 (z) dz, 交换 上 式 的 积分 次 序 , 可 以 得 到 
[ Pp{Y >y}dy= / “( / “ay) fr(e) dz = / “fy(z) dz = EIY] 口 
命题 2.1 的 证 明 : 对 于 任 一 函数 g, 其 中 g(z) > 0, 根据 引 理 2.1, 有 
abCOl= [ Plo > w= Oey 


-人 pe / "yf(e) dz = 人 je 
这 样 , 命题 就 得 到 了 证 明 . 
例 2c 一 根 长 度 为 1 的 棍子 在 点 U 处 断 开 , 其 中 服从 (0,1) 人 
求 包含 点 p 的 那 一 截 的 长 度 的 期 望 值 0 < p < 1). 
解 : 令 Lo(U) 表示 包含 p 的 那 一 截 的 长 度 ， Lo(U) 具有 下 列表 达 式 ( 见 图 5.2 
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的 图 解 ) 


1-VU- 


0 万 vU i 
图 5.2 包含 p 点 的 部 分 : (al U <p，(b)U>p. 


因此 , 利用 命题 2.1 有 
ElLs(U)] = f Lo(w)du = fe — wdu+t [ue 


3 3 +3- 372+) 
既然 p(1 -p) 在 p = 1/2 时 取 最 大 值 , 这 样 , 当 p 是 棍子 的 中 点 时 , 包含 p 点 的 那 
一 截 的 长 度 的 期 望 取得 最 大 值 ,这 一 点 很 有 意思 . 


例 2d 假设 你 去 赴约 , 如 果 早 到 。 分 钟 , 那么 将 要 花费 cs 元 , 如 果 晚 到 s 分 
钟 , 那么 将 要 花费 ks 元 .又 假设 从 你 所 在 地 点 到 约会 地 点 路 途 所 要 花 的 时 间 为 一 
个 随机 变量 , 其 概率 密度 函数 为 /, 如 果 要 使 得 花费 的 期 望 值 最 小 , 你 应 该 什么 时 
候 出 发? 
解 : 令 X 表示 路 途 所 花 时 间 , 如 果 你 在 约会 前 分 钟 出 发 ,那么 你 的 花费 CL(X) 
的 公式 为 
coco0-{ c(t 一 X) 如果 X<t 
k(X 一 bt 如 果 X>t 
因此 ， 
CO t Oo 
soo = cara = { ees) d+ { Klee 


. A 训 四 
< 人 dr- 人/ fojaz+k 人 zjodz- 邓 人 Flo) 
对 上 式 求 导 可 得 
号 5ICOOl = ctf(t) +cF(t) — ctf(t) — ktf(t) + ktf(t) — k[1 — F(t)] 
=(k+OF(t) 一 
令 上 式 等 于 0, 便 可 得 到 , 在 约会 前 t* 分 钟 出 发 可 以 使 得 花费 的 期 望 值 最 小 , 其 中 
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t 满足 : 
大 
大 十 c 
类 似 于 第 4 章 中 的 方法 , 我 们 可 以 利用 命题 2.1 证 明 以 下 推论 . 


F(t*) = 


推论 2.1 如 果 c 和 ?都 是 常数 , 那么 ElaX +b] = aE[X]+b 


本 推论 的 证 明 完 全 类 似 于 离散 型 随机 变量 情形 下 的 证 明 . 不 同 之 处 仅仅 在 于 
求 和 换 成 了 积分 , 分 布 列 换 成 了 密度 函数 . 
连续 型 随机 变量 的 方差 的 定义 也 同 离散 型 情况 是 一 样 的 , 也 即 , 如 果 X 是 一 
个 连续 随机 变量 , 期 望 值 为 y, 那么 X (任何 类 型 的 随机 变量 ) 的 方差 定义 如 下 : 
Var(X) = E[(X — 1)°] 


另外 一 个 公式 就 是 ， 
Var(X) = BEC- (EIX]) 

该 公式 的 证 明 方法 同 离散 型 情形 也 是 一 样 的 . 

例 2e 求 例 2a 里 的 随机 变量 X 的 Var(X). 

解 : 我 们 先 来 计算 E[X?]， 

[X3] = 六 22f(z) dz = /amd = 3 
一 oo 0 

由 B[X] = 2/3, 可 以 得 到 Var(X) = (3) = 看: 四 
类 似 于 离散 型 情形 , 还 可 以 证 明 : 对 于 常数 a 和 b, 有 


Var(aX +6b) = a?Var(X). 
有 几 类 比较 重要 的 连续 型 随机 变量 , 它们 在 概率 的 应 用 中 经 常 出 现 , 接 下 来 的 
几 节 将 要 介绍 它们 . 
5.3 ”均匀 分 布 的 随机 变量 


一 个 随机 变量 称 为 服从 (0,1) 区 间 上 的 均匀 分 布 (uniformly distirbuted), 如 果 


它 的 密度 函数 为 
f(z) 1 0<z<1 (3.1) 
ZT)= 
0 其 他 
显然 , f(z) > 0, 且 /人 “f(z)dz = 局 dz = 1, 上 式 为 一 个 概率 密度 函数 . 因为 
仅 当 ze (0,1) 时 才 有 f(z) > 0, 因此 , X 必然 取 值 在 (0,1) 之 间 . 而 且 , 既然 f(z) 
对 于 任意 z e (0,1) 为 常数 , 则 X 在 (0,1) 间 任 何 值 附 近 取 值 的 概率 都 是 相等 的 . 
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要 证 明 这 点 , 注意 到 对 于 任意 0<a<b<1, 有 
P{lag X<b} = /foe 
也 就 是 说 , X 属于 (0,1) 的 任 一 子 区 间 的 概率 等 于 该 子 区 间 的 长 度 . 
一 般 来 说 , 我 们 称 X 为 区 间 (a, 6) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 , 如 果 它 的 密 
度 函数 如 下 1 
7 回 = FE 如 果 a<z< 有 8 
0 其 他 


利用 F(a) = “f(z) dz, 我 们 可 由 上 式 得 到 区 间 (a, 8) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 
的 分 布 函数 为 


(3.2) 


0 aga 
a—-a 
F(a)= DG a<a<p 
1 a>B 
图 5.3 显示 的 就 是 f(a) 和 F(a). 
f(a) F(a) 
1 
1 
Ho 
1 1 a La 
o 8 oa 及 
(a) f(a) (b) F(a) 


图 5.3 (a, 68) 上 均匀 分 布 的 密度 函数 f(a) 和 分 布 函 数 F(a) 


例 3a 令 X 在 (a,6) 上 服从 均匀 分 布 , 求 (a) E[X]; (b) Var(X). 
解 : (a) 
机 6 zs Pb-—o Wn 
sm 
也 就 是 说 , 在 某 个 区 间 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 的 期 望 等 于 该 区 间 的 中 点 的 值 . 
(b) 为 了 计算 Var(X), 先 计算 E[X?]， 
i FB-o3 Ft+abto 
五 [X3] = 人 Fa” = = 


3(8—a) 3 
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因此 
Var(X) = 8+ Sn + 吧 (a + -8 = 
这 样 , 在 某 个 区 间 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 的 方差 等 于 区 间 长 度 的 平方 除 以 12. @ 
例 3b 如 果 X 服从 (0,10) 上 的 均匀 分 布 , 计算 如 下 概率 : 
(a) X<3; (b)X>6; (c)3<X<8. 


: 
解 : @ Px<3=/ 二 dz= 攻 


P(X>6} = 三 二 ae- 井 (© P{3 <X s=-/ 二 二。 蛋 
0 0 SH TE 


例 3c 公共 汽车 从 早上 7 点 钟 开始 , 到 达 某 一 车 站 的 时 间 间 隔 为 15 分 钟 . 也 
就 是 说 , 汽车 到 达 的 时 间 为 7 点 ,7 点 15, 7 点 30, 7 点 45, 等 等 . 如 果 某 个 乘客 到 
达 车 站 的 时 间 服 从 7 点 到 7 点 半 之 间 的 均匀 分 布 , 求 以 下 事件 的 概率 : 

(a) 他 等 公共 汽车 的 时 间 不 超过 5 分 钟 ; 

(b) 他 等 公共 汽车 的 时 间 超 过 10 分 钟 . 

解 : 令 X 表示 从 7 点 到 该 乘客 到 达 车 站 的 时 间 差 (分 钟 ), 这 样 X 就 是 一 个 区 
间 在 (0, 30) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 乘客 等 待 时 间 不 超过 5 分 钟 , 当 且 仅 当 
他 到 达 时 间 为 7 点 10 分 到 7 点 15 分 之 间 , 或 者 7 点 25 到 7 点 30 之 间 . 因此 (a) 
所 求 概率 为 

1 


15 30 
1 1 
P{10<X<15}+P{25<X < 30 =/ 襄 +/ mdr== 
{ Ee } ww 25 30 3 


类 似 地 , 他 等 待 时 间 超过 10 分 钟 , 当 且 仅 当 他 到 达 时 间 为 7 点 到 7 点 5 分 之 间 , 或 
者 7 点 15 到 7 点 20 之 间 , 因此 (b) 所 求 概率 为 
PlO<X<5}+P{15<X<20)} =3 中 


接 下 来 的 例子 是 法 国 数学 家 贝 特 朗 于 1889 年 首先 考虑 的 问题 , 通常 称 为 贝 特 
朗 悖 论 . 它 说 明 , 早期 概率 论 中 的 概率 这 个 概念 来 源 于 几何 概率 . 

例 3d 考虑 随机 地 从 圆 中 取 一 根 弦 , 该 弦 的 的 长 度 大 于 该 圆 内 接 正 三 角形 的 
边 长 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 上 述 问题 其 实 是 无 解 的 , 因为 随机 取 弦 的 定义 并 不 明确 . 下 面 将 用 两 种 不 
同 的 方法 来 重新 闻 述 这 个 问题 . 

第 一 种 方法 : 蓄 的 位 置 可 由 它 到 圆心 的 距离 确定 , 此 距离 的 变化 范围 为 0 到 7， 
其 中 r 为 圆 的 半径 . 这 样 , 当 弦 与 圆心 的 距离 小 于 r/2 时 , 弦 长 将 大 于 圆 内 接 等 边 
三 角形 的 边 长 . 因此 , 假设 随机 地 取 弦 意味 着 弦 到 圆心 的 距离 D 服从 0 到 7 的 均 
匀 分 布 , 因此 , 该 弦 的 长 度 大 于 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 的 概率 为 


PP< 守 -从 -3 
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第 二 种 方法 是 这 样 考虑 随机 取 弦 : 通 
[并 过 弦 的 一 端 作 切 线 , 那么 弦 与 切线 之 间 的 
夹 角 9 的 变化 范围 为 0? 到 180°, 它 决定 了 
4 弦 的 位 置 ( 见 图 5.4). 而 且 , 当 9 在 60° 到 
120° 之 间 时 , 弦 的 长 度 大 于 圆 内 接 等 边 三 
角形 的 边 长 . 因此 , 假设 随机 的 弦 意味 着 9 
在 0° 到 180° 之 间 均 匀 分 布 , 因此 在 这 种 
假定 下 所 求 概率 为 


图 5.4 随机 取 弦 P{60 <0<120} = 10 -60_1 


180 3 


注意 到 进行 这 样 的 随机 试验 时 , 正确 答案 可 能 是 1/2, 也 可 能 是 1/3. 假设 桌 上 
画 了 好 多 平行 线 , 平行 线 之 间 的 距离 为 2r, 现 将 一 个 直径 为 2r 的 圆 盘 往 桌 上 扔 , 那 
么 , 这 个 圆 盘 必 定 与 某 条 平行 线 相交 , 该 平行 线 与 贺 盘 相交 形成 一 条 弦 . 这 条 弦 的 
长 度 决定 于 圆 盘 的 圆心 在 平面 上 的 位 置 . 此 时 , 这 条 弦 的 长 度 分 布 与 第 一 种 情况 相 
适应 , 因此 , 弦 的 长 度 大 于 内 接 正 三 角形 边 长 的 概率 为 1/2. 如 果 在 桌子 上 画 一 个 
半径 为 的 圆 , 在 圆周 上 取 一 点 , 记 为 4, 在 4 点 上 钉 一 根 可 以 任意 绕 4 点 转动 的 
针 , 这 个 针 与 圆周 总 会 相交 而 得 到 一 条 弦 , 而 这 条 弦 的 长 度 分 布 就 与 第 二 种 情况 相 
同 , 其 长 度 大 于 内 接 正三 角形 边 长 的 概率 为 1/3. 国 


5.4” 正 态 随机 变量 


我 们 称 X 为 服从 参数 为 上 和 o? 正 态 分 布 的 随机 变量 , 或 者 就 简单 称 为 正 态 
随机 变量 , 如 果 X 的 密度 函数 为 
i 


f(z) = 可 erC- /2 -oo<z<o% 
no 


该 密度 函数 是 一 条 关于 jp 对 称 的 钟 型 曲线 (如 图 5.5). 


0399 | 


， - PE 
-3 -37 -1 0 1 2 3 kh- p+209 


(a p=0.0=1 (b) 任意 的 ,02 
图 5.5 ” 正 态 分 布 密度 函数 
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1733 年 , 法 国 数学 家 亚伯拉罕 . 棣 莫 弗 引入 了 正 态 分 布 , 并 将 它 用 在 近似 计算 
二 项 随机 变量 当 n 很 大 时 的 取 值 概率 . 这 个 结果 后 来 被 拉 普 拉 斯 和 其 他 一 些 数 学 
家 做 了 推广 , 现在 被 概括 为 一 条 概率 论 定理 一 一 中 心 极限 定理 . 这 点 将 要 在 第 8 
章 介绍 . 中 心 极限 定理 是 概率 论 中 两 个 重要 的 结果 之 一 ", 它 给 出 了 实际 中 出 现 的 
许多 随机 变量 服从 正 态 分 布 的 理论 根据 .下列 都 是 一 些 服从 正 态 分 布 的 例子 : 一 
个 成 人 的 身高 , 一 个 气体 分 子 在 任意 给 定 方向 上 的 运动 速度 , 测量 物体 质量 时 的 误 
差 等 . 


为 了 证 明 f(z) 的 确 是 一 个 密度 函数 , 我 们 要 证 明 


a a 
3 / e--mz/aozdz = 1 
VENO J-o0 


作 替换 ! = (z - |)/c 可 得 


1_ /ep gs ol /ow 
V2no [.: 和 友人 “ay 
因此 , 我 们 必需 证 明 


本 2 
/ ev /2dy = V2nx 


令 IT= er /2dy, 那么 


ji 大 evray 广 em/2dz = 广 人 erw te /dydz 
Be es 


我 们 通过 将 变量 转换 为 极 坐标 形式 来 求解 上 面 的 二 重 积分 (也 即 令 = = 7cos9,y = 
rsing, 且 dydz = rdgdr)， 
r= [Fr er-r/ardgdr = 2 三 re-""/2dr = -2rerr /| = 2r 


因此 , 7 = V27, 这 样 结论 就 得 到 了 证 明 . 
另外 一 个 关于 正 态 分 布 的 重要 结论 是 : 如 果 X 是 一 个 服从 参数 为 人 和 vc 的 
正 态 分 布 的 随机 变量 , 那么 Y = aX +b 也 服从 正 态 分 布 , 其 参数 为 ww 十 和 a?o?. 
为 了 证 明 这 点 , 假设 a。> 0(a < 0 时 证 明 类 似 ). 令 Fy 表示 Y 的 分 布 函数 , 那么 
Fy(s)=P{Y <z}=PlaX +b<z}=P{X< 二 =Fx (2) 
其 中 Fx 为 X 的 分 布 函数 . 求 导 可 得 Y 的 密度 函数 为 


Ps ee 2 
foi )- BP?{- (ST -0 /co 
= P50) /2 


@ 另 一 个 是 强大 数 定律 . 
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这 样 就 证 明了 , Y 确实 服从 参数 为 ou + 5 和 a2o2 的 正太 分布. 

上 述 结论 的 一 个 重要 应 用 就 是 , 如 果 X 是 一 个 参数 为 (J, o?) 的 正 态 分 布 随机 
变量 , 那么 Z = (X -- 站/c 就 是 一 个 服从 参数 为 (0, 1) 的 正 态 分 布 . 这 样 的 随机 变 
量 称 为 标准 正 态 随机 变量 . 

接 下 来 证 明 , 正 态 分 布 的 参数 , 和 o? 分 别 代表 了 它 的 期 望 和 方差 

例 4a X 是 一 服从 参数 / 和 o? 的 正 态 分 布 的 随机 变量 , 求 E[X] 和 Var(X). 

解 : 先 从 计算 标准 正 态 分 布 随机 变量 Z = (X - p)/o 的 期 望 和 方差 开始 , 有 


Sn eg 2 1 2 
El[2] = dz = 一 rz /2dz = -一 -ee-z /2|" = 
A ne 


因此 ， 
Var(2) = E[27] = 让 / ae dz 


通过 分 部 积分 (w = z,dv = ze-*/?) 得 到 


1 oo oo 
Var(Z) = (me EE +/ edz) = 碟 / ez/2dz =1 
一 oo -oo 


V2r 
由 X=j+o2 得 到 
BE[X]=A+oE[Z]=A 及 Var(X) = o2Var(Z) = o2 a 
按照 传统 的 记 法 , 一 般 将 标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 记 为 更 (z), 也 即 


对 于 一 个 非 负数 z, @(z) 的 值 在 表 5.1 已 经 给 出 . 对 于 一 个 负数 zx, @(z) 的 值 
可 以 通过 (4.1) 式 计算 得 到 
®(-7z) = 1— (7z) 一 co<Z<oo (4.1) 
公式 (4.1), 可 以 利用 标准 正 态 密度 函数 的 对 称 性 得 到 , 证 明 留 作 习 题 . 该 公式 表明 ， 
如 果 2 是 一 个 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 那么 
P{Z < -7z} = P{Z > 7} 一 oo <Z<oo 
因为 当 X 服从 参数 为 4 和 o? 的 正 态 分 布 时 , 2 = (X - /)/c 服从 标准 正 态 分 布 ， 
因此 , X 的 分 布 函数 可 以 写成 : 
mp < -P(e 5) -0() 
例 4b 如 果 X 服从 正 态 分 布 , 参数 为 上 = 3 和 co? = 9, 求 
(a) P{2<X<5}; (b) P{X>0}; (c) P{IX 一 3| > 6}. 
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表 5.1 更 (z): 标准 正 态 分 布 密度 曲线 下 z 左 侧 的 面积 


.00 02 .03 07 
.0 .5000 .5080 5120 .5279 
i .5398 5478 .5517 .5675 
1) .5793 5871 .5910 .6064 
.3 6179 .6255 .6293 .6443 
4 .6554 .6628 .6664 .6808 
5 .6915 .6985 .7019 .7157 
,6 .7257 7324 .7357 .7486 
7 .7580 7642 .7673 .7794 
8 .7881 7939 .7967 .8078 
.9 .8159 .8212 .8238 .8340 
1.0 .8413 .8461 .8485 .8577 
1.1 .8643 .8686 8708 .8790 
42 .8849 .8888 8907 .8980 
1.3 .9032 .9066 .9082 .9147 
1.4 9192 9222 .9236 .9292 
1.5 .9332 9357 9370 .9418 
1.6 .9452 .9474 .9484 .9525 
2 .9554 ,9573 .9582 .9616 
1.8 .9641 .9656 .9664 .9693 
1.9 .9713 .9726 .9732 .9756 
2.0 .9772 .9783 .9788 .9808 
2.1 ,9821 .9830 9834 .9850 
2.2 .9861 .9868 9871 .9884 
2.3 .9893 9898 9901 .9911 
2.4 .9918 .9922 .9925 ,9932 
2.5 .9938 .9941 .9943 .9949 
2.6 .9953 9956 .9957 .9962 
2.7 .9965 9967 .9968 .9972 
2.8 .9974 .9976 .9977 .9979 
2.9 .9981 9982 .9983 ,9985 
3.0 .9987 9987 .9988 .9989 
3.1 .9990 .9991 .9991 .9992 
3.2 .9993 .9994 .9994 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9996 .9996 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 
2—-3 XX-3 5-3 
解 : (a) P{2 < XX<5}= P{ 二 ~ < } 4 Ce 
2 和 2 1 
2() -oC -=e() -Eo -aam 
(b) P{X > 0}= =P{S> 3 = 3 31- plz> 1}=1-®(-1)=®(1)~0.8413 
(©) P{IX -3|>6}=P{X>9}+P{X < -3} 
一 已 { 翅 XX— 3 9— =)} +P { 污 < 二 3 


=P{Z >2}+P{2 < -2} 
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=1— ®(2) + ®(-2) =2[1— (2)] ~ 0.0456 中 

例 4c 进行 一 次 考试 , 如 果 所 有 考生 所 得 的 分 数 可 近似 地 表示 为 正 态 密度 函 
数 ( 换 句 话说 , 各 级 考分 的 频率 图 近似 地 呈现 正 态 密 度 的 钟 形 曲线 . ), 则 通常 认为 
这 次 考试 (就 合理 地 划分 考生 成 绩 的 等 级 而 言 ) 是 可 取 的 . 教师 经 常用 考试 的 分 数 
去 估计 正 态 参数 / 与 o2, 然后 把 分 数 超过 jy +o 的 评 为 4 等 , 分 数 在 4 到 +o 
之 间 的 评 为 B 等 , 分 数 在 j. 一 o 到 上 之 间 的 评 为 C 等 , 分 数 在 1 一 20 到 jo 之 
间 评 为 D 等 , 分 数 在 /一 2o 以 下 者 评 为 F 等 . (有 时 称 这 种 方法 为 “曲线 上 ”划分 
等 级 法 ) 由 于 


P{X>p+0}= P{2 £ >1}=1- &(1) ~0.1587 


P{y<X<p+0o}= P{0< < 


2 更 (1) — (0) ~ 0.3413 


Pfy—-o<X<W}= P{-1< 


“上 <0} = 8(0)— &(-1) ~ 0.3413 


P{p-2c <X<p-o}= < Es 1}= (2) — (1) ~ 0.1359 


P{X<p-20}= P{ £ < 2} = &(-2) ~ 0.0228 


所 以 , 近似 地 说 , 这 次 考试 中 , 能 获得 4 等 的 占 16%, B 等 的 占 34%, C 等 的 占 34%， 
DD 等 的 占 14%, 成 绩 很 差 的 占 2%. mn 

例 4d 某 和 人 被 指控 为 一 个 新 生 儿 的 父亲 . 此 案 鉴 定 人 作证 时 指出 : 母亲 的 怀 
孕期 ( 即 从 受孕 到 婴儿 出 生 的 时 间 ) 的 天 数 近似 地 服从 正太 分布 , 其 参数 为 人 = 270， 
o? = 100. 被 告 提供 的 证 词 表明 , 他 在 孩子 出 生前 290 天 出 国 , 而 于 出 生前 240 天 
才 回 来 . 如 果 被 告 事实 上 是 这 孩子 的 父亲 , 试问 那 位 母亲 确 有 与 证 词 相符 的 、 过 长 
或 过 短 的 怀孕 期 的 概率 是 多 少 ? 

解 : 设 X 表示 怀孕 期 的 天 数 , 并 假定 被 告 是 这 孩子 的 父亲 , 那么 孩子 生 于 与 
证 词 相符 的 时 间 内 的 概率 是 


P{X > 290 或 X< 240} = P{X > 290} + P{X < 240} 
X—270 X—270 
=7{ 10 >2}+P{ 10 <-3} 
一 1 一 更 (2) +1 一 更 (3) ~ 0.0241 上 
例 4e 考虑 从 A 地 到 B 地 通过 电信 传送 一 个 二 值 信号 , 0 或 1. 然而 , 数据 通 
过 电信 传送 过 程 中 会 遇 到 噪声 干扰 . 为 了 减少 传送 出 错 的 概率 , 当 传 送 的 信息 为 1 
时 , 将 传送 值 2, 传送 信息 是 0 时 , 就 传送 值 -2. 如 果 z,z = 士 2 为 在 A 地 传送 的 
数值 , R 为 在 B 地 接收 到 的 数值 , (R = z+ N, N 为 噪声 干扰 ), 当 信号 在 B 处 接收 
后 , 按 如 下 解码 规则 . 
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如 果 RR 0.5, 则 认为 是 1; ”如 果 RR < 0.5, 则 认为 是 0. 

如 果 噪声 服从 正 态 分 布 , 我 们 将 要 计算 N 为 标准 正 态 随 机 变量 情形 下 的 出 错 
概率 . 

共有 两 类 错误 . 其 一 是 信息 1 被 错误 地 认为 是 0; 另 一 类 是 信息 0 被 错误 地 认 
为 是 1. 第 一 类 错误 会 在 下 列 情形 发 生 : 如 果 信息 是 1, 且 2+N < 0.5, 而 第 二 类 错 
误会 在 下 列 情形 发 生 : 信息 是 0, 且 -2+ NN > 0.5. 因此 ， 


P{ 错 误 | 信息 是 1} = P{N < -1.5} = 1 一 更 (1.5) < 0.0668 


P{ 错 误 | 信息 是 0} = P{N > 2.5} = 1 一 ®(2.5) < 0.0062 图 
二 项 分 布 的 正 态 近 似 
概率 论 里 一 个 重要 结论 , 称 为 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 . 说 明 当 n 很 大 时 ， 
参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 可 用 正 态 随机 变量 来 近似 . 正 态 分 布 的 期 望 与 方差 与 
二 项 随机 变量 的 期 望 和 方差 相同 (np, np(1 一 p)). 棣 莫 弗 在 1733 年 证 明了 p = 1/2 
的 特殊 情形 . 尔后 , 在 1812 年 , 拉 普 拉 斯 对 一 般 的 p 进行 了 证 明 . 更 一 般 的 叙 
述 是 : 我 们 可 以 如 下 将 二 项 随机 变量 标准 化 , 先 减 去 其 均值 np, 然后 再 除 以 标准 
差 Vnp(1 一 D), 那么 经 过 标准 化 的 随机 变量 (均值 为 0, 方差 为 1) 的 分 布 函数 当 
n 一 oo 时 收敛 到 标准 正 态 分 布 函数 . 


棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 ”在 ” 次 独立 重复 试验 中 , 设 每 次 成 功 的 概率 
为 p, 记 成 功 的 次 数 为 sw, 则 对 任何 a< 5 有: 当 一 co 时 
Sn 一 miD 
Pp{o < 6b} — $(b) — (a) 
由 于 上 述 定理 仅 是 第 8 章 研究 的 中 心 极限 定理 的 一 个 特殊 情形 , 故 这 里 不 再 
证 明 . 
大 家 看 到 , 对 于 二 项 分 布 , 我 们 已 经 有 了 两 个 可 能 的 近似 : 当 n 较 大 而 p 较 小 
时 , 泊 松 近似 是 一 个 很 好 的 近似 ; 另外 , 可 以 证 明 , 当 np(1 一 p) 较 大 时 , 正 态 近 似 相 
当 好 , 见 图 5.6. [一 般 来 说 , 当 np(1 一 p) > 10 时 , 正 态 近似 就 相当 好 .] 
例 4f 以 X 表示 抛 40 次 均匀 硬币 出 现 正面 的 次 数 . 试 求 X = 20 的 概率 . 运 
用 正 态 近 似 法 , 再 与 精确 解 比较 . 
解 : 为 了 利用 正 态 近 似 , 注意 到 因为 二 项 分 布 是 离散 整数 值 随机 变量 , 而 正 态 
分 布 为 连续 型 随机 变量 , 因此 最 好 在 正 态 近似 前 将 P{X = 计 写 为 P{i-1/2<X< 
i 十 1/2}[ 这 也 称 为 连续 性 修正 (continuity correction)]. 这 样 
P{X =20} = P{19.5 < X < 20.5} 
19.5—20 .X-20 .20.5—20 
P(r 
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X—20 
~ P{ -0.16 < .16\ ~ ®(0.16) — B(- 
{ i <0.16} (0.16) — (0.16) ~ 0.1272 
而 精确 解 为 
40 1\40 
P{X =20}= li) x 
{X = 20} (20)(5) 0.1254 站 
(10, 0.7) (20, 0.7) 
0.20 
0.15 
0.10 
0.05 
0.00 
0 过 10 15 20 
5 x 
(30, 0.7) (50, 0.7) 
0.14 
0.12 
0.10 
0.08 
0.06 
0.04 
0.02 
0.00 
0 和 9 10 15 20 25 30 0 10 20 30 40 50 


图 5.6 二 项 分 布 (n,p) 的 概率 分 布 列 随 着 n 的 增 大 越 来 越 趋 于 正 态 分 布 


例 4g 某 学 院 计 划 招 收 150 名 一 年 级 新 生 . 根据 以 往 的 经 验 , 接 到 录取 通知 
的 人 当中 ,平均 只 有 30% 的 人 报到 入 学 , 故 学 院 给 450 名 学 生发 录取 通知 书 . 试 求 
这 所 学 院 入 学 新 生 超过 150 名 的 概率 . 

解 : 记 X 为 入 学 新 生 人 数 , 那么 X 为 以 n = 450,p = 0.3 为 参数 的 二 项 随机 
变量 . 利用 连续 性 修正 及 正 态 近似 , 可 得 

X—450x0.3 、150.5 一 450x 0.3 
V450x03x07”V450x0.3x07 

这 样 , 在 接 到 录取 通知 的 人 当中 , 入 学 者 超过 150 名 的 可 能 性 不 超过 6%. (这 
里 我 们 做 了 怎样 的 独立 性 假设 ?) 中 

例 4h 为 测定 能 降低 血液 中 胆固醇 含量 的 某 种 食品 的 有 效 性 , 营养 学 家 让 100 
个 人 吃 这 种 食品 . 经 充分 长 的 时 间 后 , 化 验 他 们 的 胆固醇 含量 . 如 果 至 少 有 65% 的 
人 在 吃 了 这 种 食物 以 后 胆固醇 含量 降低 , 则 进行 这 项 试验 的 营养 学 家 就 决定 承认 这 
种 食品 . 如 果 这 种 食品 事实 上 对 胆固醇 含量 不 起 作用 , 试问 这 位 营养 学 家 承认 它 的 


P{X > 150.5} = r{ }=! — $(1.59)~0.0559 
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概率 是 多 大 ? 

解 : 我 们 假定 这 种 食品 对 降低 胆固醇 含量 不 起 作用 , 而 一 个 人 在 吃 了 这 种 食品 
后 碰巧 胆固醇 降低 的 概率 为 1/2. 这 样 , 若 以 X 表示 胆固醇 降低 了 的 人 数 , 则 当 这 
种 食品 不 影响 胆固醇 含量 时 , 营养 学 家 承认 它 的 概率 是 


100 
100\ /1\1% XX 一 100x3 
儿子) =P{X>645}=P1 ti > 2.9 
总 -Pr 
~ 1— ®(2.9) ~ 0.0019 a 

例 委 纽约 市 有 52% 的 居民 支持 禁止 公共 场合 吸烟 . 随机 抽取 n 个 纽约 市 民 ， 
问 支持 这 项 禁令 的 人 数 超过 50% 的 概率 有 多 大 , 如 果 

(a) n=11; (b)n=101; (c) n= 1001. 
要 想 该 概率 值 超过 0.95, n 需要 多 大 ? 

解 : 令 N 表示 纽约 市 居民 人 数 . 要 回答 上 述 问题 , 我 们 必须 首先 理解 样本 大 
小 为 n 的 随机 抽样 就 是 从 N 个 人 当中 按 如 下 方式 抽取 n 人; 使 得 (六 ) 种 个 


人 的 子 集 被 抽 到 的 可 能 性 都 是 一 样 的 . 这 样 , 记 Sn 为 样本 里 支持 禁令 的 人 数 , 它 
是 一 个 超 几何 随机 变量 . 也 即 ,Sn 的 分 布 与 从 装 有 N 个 球 的 坛子 里 抽取 n 个 球 ， 
其 中 取出 的 白 球 数 的 分 布 是 一 样 的 (其 中 0.52N 的 球 为 白 球 ). 但 因为 N 和 0.52N 
对 于 n 来 说 都 是 很 大 的 数 , 根据 二 项 分 布 对 超 几 何 分 布 的 近似 ( 见 4.8.3 节 ) 可 知 ， 
也 即 Sn 的 分 布 与 参数 为 n 和 p = 0.52 的 二 项 分 布 是 很 接近 的 . 再 利用 正 态 分 布 
对 二 项 分 布 的 近似 可 得 


0.52n 0.5n — 0.52n 
p{— S05m > 
P{Sn > 0.5n} = (> ts} 
Sn — 0.52n 
_p{_ Sn-052mn ~、 ~ (0.04 
P(e > -oR} ~ #0.04VA) 


因此 ， 
惠 (0.1328) = 0.5528 如 果 n=11 
P{Sn > 0.5n} 《更 (0.4020) = 0.6562 如 果 n=101 
年 (1.2665) = 0.8973 ”如果 n= 1001 
为 了 使 得 该 概率 大 于 0.95, 我 们 需要 亚 (0.04VFmi) > 0.95. 因为 B(z) 为 一 单调 递增 
函数 , 且 @(1.645) = 0.95, 因此 0.04VF > 1.645, 也 即 n > 1691.266. 因此 , 样本 大 
小 至 少 为 1692. 中 


关于 正 态 分 布 的 历史 注 记 
正 态 分 布 是 法 国 数学 家 亚伯拉罕 - 棣 莫 弗 在 1733 年 引入 的 . 他 利用 正 态 分 布 
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求 出 了 有 关 抛 撕 硬 币 试验 中 随机 事件 的 概率 的 近似 值 .当时 称 正 态 分布 为 指数 钟 
形 曲 线 . 1809 年 , 德国 著名 数学 家 高 斯 以 正 态 分 布 作为 主要 工具 预测 天 文学 中 星体 
的 位 置 , 这 时 才 展 现 了 正 态 分 布 的 应 用 价值 . 此 后 , 正 态 分 布 就 称 为 高 斯 分 布 . 

在 十 九 世 纪 后 半 叶 , 大 部 分 统计 学 家 认为 大 部 分 数据 的 直方 图 都 具有 高 斯 钟 形 
曲线 的 形状 . 事实 上 , 大 家 认为 正常 的 数据 集合 应 该 具有 这 种 形状 . 由 英国 统计 学 
家 卡尔 . 皮尔 森 开始 , 将 高 斯 曲线 简称 为 正 态 曲线 . (中心 极限 定理 为 许多 数据 具 
有 正 态 分 布 的 事实 提供 了 合理 的 解释 , 我 们 将 在 第 8 章 讲述 这 一 定理 .) 

亚伯拉罕 . 棣 莫 弗 (1667 一 1754) 

现在 统计 学 已 经 普及 , 统计 学 家 具有 很 好 的 工作 环境 . 然而, 统计 学 的 诞生 地 
却 是 在 18 世纪 初 的 伦敦 , 一 所 黑暗 的 、 及 脏 的 赌 写 , 称 为 屠夫 咖啡 屋 的 地 方 . 亚 伯 
拉 罕 . 棣 莫 弗 是 一 个 来 自 天 主教 法 国 的 耶稣 教 难民 , 为 生计 , 他 要 为 各 种 赌博 计算 
赔钱 的 概率 . 

虽然 亚伯拉罕 棣 莫 弗 在 咖啡 屋内 谋生 存 , 但 他 是 一 位 著名 的 数学 家 , 他 发 现 
了 正 态 曲线 . 他 还 是 皇家 学 会 的 会 员 , 并 且 是 著名 科学 家 牛顿 的 朋友 . 

统计 学 家 卡尔 . 皮尔 森 想象 棣 莫 弗 在 屠夫 咖啡 屋内 工作 的 情景 “我 想象 标 莫 
弗 坐 在 喇 啡 屋内 脏 脏 的 小 桌 边 , 旁边 坐 着 一 位 破产 的 赌 徒 , 而 牛顿 从 嘲 杂 的 人 群 走 
向 棣 莫 弗 的 小 桌 边 , 拉 出 他 的 朋友 . 在 艺术 家 的 想象 中 , 这 是 一 幅 多 么 伟大 的 艺术 
杰作 啊 。” 

卡尔 . 弗 里 德里 克 . 高 斯 (1777 一 1855) 

高 斯 , 正 态 曲 线 的 最 早 应 用 者 之 一 , 是 一 位 伟大 的 数学 家 . 著名 的 数学 史学 家 
E. T. Bell 在 1954 年 的 著作 《数学 人 物 》(Men of Mathematics) 中 , 有 一 章 名 为 
“数学 王子 ”中 提 到 了 三 位 数学 家 , 阿 基 米 德 、 牛 顿 和 高 斯 .“ 他 们 三 位 是 在 最 伟大 
数学 家 之 列 , 我 们 不 可 以 以 通常 眼光 来 评价 他 们 的 贡献 的 大 小 . 他 们 在 纯 数学 和 应 
用 数学 领域 内 推波助澜 . 阿 基 米 德 特别 推崇 纯 数 学 , 牛顿 恰恰 是 把 他 的 数学 发 现 应 
用 于 科学 研究 , 而 高 斯 宣称 无 论 是 纯 数学 还 是 应 用 数学 对 他 而 言 都 是 一 样 的 .” 
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如 果 随 机 变量 的 密度 函数 如 下 : 对 于 和 > 0, 有 
je 当 z>0 
I f 当 z<0 
那么 称 该 随机 变量 为 参数 为 和 的 指数 分 布 的 随机 变量 (或 简称 为 指数 随机 变量 ). 
指数 随机 变量 的 分 布 函数 如 下 : 。 
F(a)=P{X <a}= [ Me vdr=-e “| =1-e” a>0 
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下 面 将 要 说 明 参 数 A 就 等 于 期 望 值 的 倒数 . 
例 5a 令 X 为 一 参数 为 和 的 指数 随机 变量 , 计算 (a) E[X], (b) Var(X). 
解 : (a) 因为 密度 函数 为 


因此 , 对 于 n>0, 有 
Te 一 AZ， 
EIX"] = [ rT"Ne dr 
分 部 积分 (Xe-xzdz = dv,u = zn), 可 以 得 到 
EIX"] = -zr"e 9 十 [ eenzn-ldz 
二 0+ 3/ 和 Xe-xzzn-ldz = 和 BIDX"- 
令 n=1, 及 n=2, 可 以 得 到 
BDI- 六 BCI= 220= 总 
(b) 因此 
2 1\2 1 
VaroO = 元- (X) = 大 
即 指数 分 布 的 期 望 值 等 于 参数 和 的 倒数 , 而 方差 等 于 期 望 的 平方 . a 
在 实践 中 , 指数 分 布 经 常 作为 某 个 事件 发 生 的 等 待 时 间 的 分 布 而 出 现 . 比如 ， 
地 震 发 生 的 时 间 间 隔 (从 现在 开始 计算 ), 一 场 新 的 战争 爆发 时 间 间 隔 , 从 现在 开始 
到 你 接 到 一 个 误 拨 的 电话 的 时 间 间 隔 , 等 等 , 这 些 都 是 实践 中 的 指数 随机 变量 . ( 关 
于 这 种 现象 的 理论 解释 可 参考 4.7 节 .) 
例 5b 假设 某 个 电话 的 通话 时 长 (单位 : 分 钟 ) 为 参数 为 和 = 1/10 的 指数 随 
机 变量 . 假设 某 人 正好 在 你 之 前 到 达 电 话 亭 , 求 以 下 事件 概率 : 
(a) 你 的 等 待 时 间 超 过 10 分 钟 ; (b) 你 的 等 待 时 间 在 10 到 20 分 钟 之 间 . 
解 : 令 X 表示 该 人 通话 时 长 , 那么 所 求 概率 为 : 
(a) P{X >10} =1— F(10) =e-! ~ 0.368 
(b) P{10 < X <20} = F(20) — F(10) =e-! —e-? ~ 0.233 中 
我 们 称 一 个 非 负 随机 变量 X 是 无 记忆 的 ( memoryless), 如 果 


P{X>s+tlX>t}=P{X>s} 对 所 有 的 s,t > 0 成 立 (5.1) 


如 果 我 们 令 X 为 某 个 设备 的 寿命 , 上 式 说 明了 在 已 知 该 设备 已 经 使 用 t 小 时 的 条 
件 下 寿命 至 少 为 s +t 的 概率 , 与 开始 时 寿命 至 少 为 。 小 时 的 概率 是 一 样 的 . 换 句 
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话说 , 如 果 该 设备 在 使 用 t 小 时 后 还 能 使 用 , 那么 “剩余 的 ”寿命 同一 开始 时 的 寿 
命 的 分 布 是 一 样 的 ( 即 就 好 像 该 设备 对 已 经 使 用 了 t 小 时 没有 记忆 似 的 ). 
条 件 (5.1) 又 等 价 于 
P{X>s+t,X>t} 
P{X >t} 


=P{X>s} 
或 者 
P{X>s+t}=P{X > ss}P{X >t} (5.2) 


当 X 服从 指数 分 布 时 , 公式 (5.2) 是 成 立 的 (e-*(s+0 = e-*se-Xt). 因此 , 指数 随机 
变量 是 无 记忆 的 . 

例 5c 某 个 邮局 有 两 个 职员 , 假设 当 史密斯 先生 走 进 邮局 时 , 他 发 现 两 个 职员 
正在 分 别 接待 琼斯 女士 和 布朗 先生 . 史密斯 先生 被 告知 , 一 旦 处 理 完 琼斯 或 者 布朗 
的 事情 , 就 立即 接待 他 . 如 果 职 员 给 每 位 顾客 的 服务 时 长 都 服从 参数 为 ^ 的 指数 分 
布 , 那么 三 人 中 , 史密斯 先生 是 最 后 一 个 办 完事 情 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 从 史密斯 先生 开始 接受 服务 时 考虑 , 此 时 , 琼斯 女士 和 布朗 先生 中 有 一 个 
已 经 离开 , 另 一 个 仍 在 继续 接受 服务 . 然而 , 因为 指数 分 布 是 没有 记忆 的 , 因此 , 仍 
在 接受 服务 的 顾客 (琼斯 女士 或 布朗 先生 ) 的 办 事 时 长 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 ， 
这 与 此 时 刚 开始 服务 是 一 样 的 . 因此 , 由 对 称 性 可 得 , 剩 下 的 一 个 人 在 史密斯 先生 
之 前 完成 服务 的 概率 为 1/2. a 

可 以 证 明 , 不 仅 是 指数 分 布 具有 无 记忆 性 , 而 且 指 数 分 布 是 唯一 具有 无 记忆 性 
的 分 布 . 为 了 证 明 这 点 , 假设 X 是 无 记忆 性 的 , 且 令 F(z) = P{X > z}. 那么 , 利用 
公式 (5.2), 可 以 得 到 (s+t) = FF(s)F(t), 即 F(-) 满足 函数 方程 g(s 十 t) = g(s)g(t). 
然而 , 已 经 证 明 该 函数 方程 的 唯一 的 非 平凡 右 连续 解 就 是 ” 

g(z) =e (5.3) 
又 因为 分 布 函数 总 是 右 连续 的 , 因此 我 们 有 


F(z)=e* 或 者 F(z)=P{X<z}=1-e 入 


Q@ 可 以 如 下 证 明 (5.3) 式 : 如 果 g(s 十 t) = g(s)g(t), 那么 


名 1 1 1 
-s+ -7() 
重复 以 上 计算 可 以 得 到 g(m/n) = gm(1/n). 而 且 ， 
ge 1 nf1 lm 
sg) =s(F+2+ t+) = (2) 或 (2) = (00) 
因此 ,g(m/n) = (g(1))”". 因为 9 是 右 连续 的 ， 可 以 得 出 g(z) = (g(1))*， 又 因 g(1) = 
(9( 扑 )” > 0, 我 们 可 以 得 到 g(z) = e- ,其 中 入 = 一 In(g(D)). 
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这 样 , 就 证 明了 X 服从 指数 分 布 . 

例 5d 假设 汽车 在 电池 用 完 之 前 跑 的 英里 数 服从 均值 为 10 000 英里 的 指数 
分 布 , 如 果 某 人 要 计划 开始 一 个 5000 英里 的 旅行 , 那么 他 不 用 更 换 电池 就 能 跑 完 
全 程 的 概率 是 多 大 ? 如 果 不 服 从 指数 分 布 呢 ? 


解 : 由 指数 分 布 的 无 记忆 性 可 以 得 到 , 电池 剩 下 的 寿命 (以 1000 英里 为 单位 ) 
服从 参数 为 = 1/10 的 指数 分 布 . 因此 , 所 求 概率 为 


P{ 剩 余 寿命 > 5} = 1 一 F(5) =e 5*=e-!/? = 0.604 
然而 , 如 果 剩余 寿命 天 的 分 布 不 是 指数 分 布 , 那么 对 应 概率 为 


P{ 寿 命 > t+5| 寿 命 >t}= 局 分 访 
其 中 上 就 是 旅行 前 电池 已 经 使 用 的 寿命 . 因此 , 如 果 不 是 指数 分 布 , 那么 在 计算 所 
求 概率 之 前 还 需要 了 解 其 他 信息 (也 即 t). mn 


指数 分 布 的 一 个 变形 是 一 种 取 值 或 正 或 负 , 但 是 绝对 值 服从 参数 为 XA > 0) 
的 指数 分 布 . 这 样 的 随机 变量 也 称 为 拉 普 拉 斯 随机 变量 ?, 它 的 密度 函数 为 


f(z) = md 一 oo<z< oo 
其 分 布 函数 如 下 : 
< 
1 和 exzdz 1 Ar 
2 e: 7Z<0 
Flz)= 414， = 412 
和 7 
2 和 》e'“= dz 十 二 和 Xe dz T= >0 
os 2 2 


例 5e 我 们 来 重新 考 虚 例 4e, 从 A 地 传送 一 个 二 值 信息 到 B 地 . 当 信息 为 1 
时 , 传送 2, 当 信 息 为 0 时 传送 -2. 然而 , 通信 噪声 N 不 再 是 标准 正 态 随机 变量 ， 
而 是 参数 为 = 1 的 拉 普 拉 斯 随机 变量 . 假设 如 果 在 B 地 收 到 RR, 信息 如 下 解码 : 

如 果 尽 > 0.5, 那么 认为 是 1; 

如 果 RR< 0.5, 那么 认为 是 0. 
这 种 情形 下 , 如 果 噪 声 为 参数 和 =1 的 拉 普 拉 斯 随机 变量 , 那么 两 类 错误 的 概率 如 
下 

P{ 错 误 | 信息 是 1} = P{N < -1.5} = jo” ~ 0.1116 


P{ 错 误 | 信息 是 0} = P{N > 2.5} = 5 ~ 0.041 


将 此 结论 与 例 4e 对 比 , 可 以 发 现 , 噪声 为 参数 为 = 1 的 拉 普 拉 斯 随机 变量 时 的 
错误 概率 要 大 于 为 正 态 随机 变量 时 的 概率 . mn 


GO 有 时 也 称 为 双 指数 型 随机 变量 
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危险 率 函 数 


考虑 一 个 正 连 续 型 随机 变量 X, 我 们 将 它 解释 为 某 个 零件 的 寿命 , 具有 分 布 函 
数 已 以 及 分 布 密度 f. 危险 率 (Hazard rate, 有 时 也 称 为 失效 率 , failure rate)A(t) 定 
义 如 下 : 


Xt) = 把 其 中 =1-FF 
为 了 解释 A(t), 考虑 该 零件 已 经 使 用 了 t 小 时 , 我 们 来 求 它 不 能 继续 使 用 dt 小 时 的 
概率 , 也 即 求 P{X e (t,t 十 dt)|X > 妇 . 利用 条 件 概 率 公式 ， 
P{Xe(tt+dt),X >t} _P{Xel(t,t+dt)} f(t) 
P{X > 可 P{X>t} F(t) 

因此 , A(t) 表示 了 “年 龄 ”为 t 的 零件 不 能 继续 使 用 的 条 件 概率 强度 . 

现在 假设 寿命 服从 指数 分 布 , 那么 , 利用 它 的 无 记忆 性 , 可 以 得 到 对 于 一 个 “年 
龄 ”为 t 的 零件 , 它 剩 下 的 生存 时 间 同 一 个 新 零件 是 一 样 的 . 因此 , At) 必然 是 一 
个 常数 . 这 点 可 以 检验 如 下 


P{X el(t,t+dt)|X >t}= dt 


一 人 
9- 般 =- 竺 -= 
因此 , 指数 分 布 的 危险 率 函 数 是 一 个 常数 ， 由 危险 率 函数 的 定义 可 知 , 由 分 布 可 以 
计算 它 的 危险 率 函数 , 反 过 来 , 由 危险 率 函数 也 可 以 唯一 地 确定 它 的 分 布 函数 . 为 
证 明 这 一 点 , 将 Mt) 的 公式 EC 
dt 


MW= 7 Ft) 


两 边 积分 可 得 2 
In(1 ~ F(t)) = -/ A(t)dt 十 大 
0 
或 4 
1— F(t)= etexp{ 一 / Xat} 
0 
令 t=0 可 得 k=0, 因此 
t 
F(t)=1 -exp{ = [ Xat} (5.4) 
0 
因此 , 一 个 正 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 可 由 其 危险 率 函 数 确 定 . 比如 说 , 如 
果 随 机 变量 具有 线性 危险 率 函数 , 即 如 果 
A(t) = ae 十 呈 


那么 其 分 布 函数 为 ; 
F(t)=1—e /2 
求 导 可 得 3 
f(t) =(a+ bt)e— (ett /2) t>0 


当 a =0 时 , 上 述 即 为 熟知 的 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 的 密度 函数 . 
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例 5f 人 们 经 常 听 到 , 各 个 年 龄 段 吸烟 者 的 死亡 率 是 非 吸烟 者 死亡 率 的 2 倍 ， 
这 是 什么 意思 ? 是 不 是 说 对 于 同年 龄 的 非 吸烟 者 和 吸烟 者 来 说 , 前 者 活 到 一 个 给 定 
时 间 的 概率 是 后 者 的 两 倍 ? 


解 : 令 和 ,(t) 表示 年 龄 为 上 的 吸烟 者 的 危险 率 , 而 和 a(t) 表示 年 龄 为 t 的 非 吸 
烟 者 的 危险 率 , 上 述 的 含义 等 价 于 Xs(b = 2Xn(t). 
一 个 年 龄 为 4 的 非 吸烟 者 能 活 到 年 龄 B 的 概率 (4 < B) 为 


P{ 年 龄 为 4 的 非 吸烟 者 能 活 到 年 龄 B} 
二 P({ 非 吸烟 者 的 寿命 > B| 非 吸烟 者 的 寿命 > A} = 1 一 全 (3) 


RN) 
B 
:wy) 利用 (5.4) 


exp{ 去 三 Xn(Wat} 


= exp{ 二 大 Mn(bdt} 


而 根据 相同 的 原因 , 对 应 的 吸烟 者 的 概率 为 
P{ 年 龄 为 4 的 吸烟 者 能 活 到 年 龄 B} 


B B B 2 
往 exp{ -人 sDat} = exp{ 二 2 人 An(bdt} = [exp{ -人 sat)dt)}] 

也 就 是 说 , 对 于 两 个 年 龄 相同 的 人 来 说 ,其 中 一 个 吸烟 , 另 一 个 不 吸烟 , 那么 
吸烟 者 能 存活 到 一 个 给 定年 龄 的 概率 是 非 吸烟 者 的 相应 概率 的 平方 (而 不 是 一 半 ). 
举例 来 说 , 如 果 Xu(t) = 1/30,50 <t < 60, 那么 一 个 50 岁 的 非 吸烟 者 能 活 到 60 岁 
的 概率 是 e-1/3 = 0.7165, 而 吸烟 者 的 相应 概率 为 e-2/3 < 0.5134. a 


5.6 ”其 他 连续 型 分 布 
5.6.1 工分 布 
如 果 随 机 变量 具有 密度 函数 
Xe-xz(Xz)c-1 
Ja TG) "> 
0 <0 


其 中 (a) 是 工 函数 , 则 称 该 随机 变量 具有 工 分 布 , 其 参数 为 (a, 入 ,a > 0, 入 > 0. 工 
函数 的 定义 如 下 : 


FT(a) = f: eyy" ldy 
o 
分 部 积分 可 以 得 到 
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十 
T(a) = -eryye-!| 十 / ev(a— Dy -2dy 


= @-y edy = (aDr(e-y) (6.1) 
0 
对 于 整数 w 比如 说 a = mw, 可 以 重复 利用 公式 (6.1) 得 到 
T(n)=(n- Drn-1)=(n-1)(n—2)r(n— 2) 

=…=(m -lm 一 2)…3.2F0) 

又 因 T(1) = /er-*dz = 1, 所 以 可 以 得 到 T(n) = (n 一 1)!. 
当 a 为 一 正 整数 时 , 比方 说 a = m, 参数 为 (a, A) 的 工 分布 在 实践 中 经 常 作为 

某 个 事件 总 共 要 发 生 n 次 的 等 待 时 间 的 分 布 而 出 现 . 尤其 是 , 当 n 个 事件 是 随机 
发 生 的 , 且 满 足 4.7 节 的 三 个 条 件 , 那么 可 以 证 明 要 等 待 总 共 n 个 事件 发 生 的 时 间 
为 服从 参数 为 (n, A) 的 工分 布 随机 变量 . 为 了 证 明 这 点 , 令 Th 表示 第 ”个 事件 发 
生 的 时 间 , 并 注意 到 7 小 于 或 等 于 t 的 充 要 条 件 是 在 时 刻 以 前 至 少 发 生 了 个 
事件 , 即时 间 区 间 [0,4] 内 发 生 的 事件 数 N(t) > n. 因此 


PC < = PINO > =PNO -N= 
J j=n 
其 中 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 在 [0,4] 内 发 生 的 事件 数 服从 参数 为 Xt 的 泊 松 分 布 
对 上 式 求 导 得 到 ,的 密度 函数 如 下 
eM)ITIA CMe NOt 
f(t) = 入 人 入 一 


ee j=n 


is 和- se pb Me-*(M)i _ Xe-*(Mt)"-! 


各 六 (m1) 

因此 , Th 服从 参数 为 (n, 和 ) 的 工 分布 . 注意 当 n = 1 时 , 该 分 布 退 化 为 指数 分 布 . 

入 = 1/2,a =n/2 的 工分 布 (n 为 一 个 正 整 数 ) 称 为 自由 度 为 n 的 x?( 读 作 “ 卡 
方 ”) 分 布 . 在 n 维 空间 中 试图 击 中 某 一 靶子 , 其 中 各 坐标 的 偏差 相互 独立 且 为 标 
准 正 态 分 布 , 则 偏差 的 平方 和 服从 自由 度 为 n 的 x? 分 布 . x? 分 布 与 正 态 分 布 关系 
密切 , 我 们 将 在 第 6 章 予 以 详细 解释 . 

例 6a 令 X 为 一 服从 工分 布 的 随机 变量 , 其 参数 为 a 入 ,计算 

(a) E[X]; (b) Var(X). 

解 : (a) 


ey 1 /= 天 四 
aod- Ti 人/ Are-* (Az) ‘n= st | exz(Azjadz 


ue 利用 公式 (6.1) 


Ma) 一 入 
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(b) 先 计算 E[X 引 , 再 利用 方差 的 计算 公式 可 得 Var(X) = 总 . 详细 证 明 留 作 
习题 . 国 


5.6.2 ” 威 布尔 分 布 


威 布尔 分 布 在 工程 实践 中 有 着 广泛 的 应 用 . 最 初 , 这 种 分 布 是 在 解释 疲劳 数据 
时 提出 的 , 但 现在 它 的 应 用 已 经 扩展 到 许多 其 他 工程 问题 中 . 特别 地 , 在 有 关 生 存 
现象 的 领域 中 , 它 有 广泛 的 应 用 . 例如 , 当 某 对 象 适 合 “ 最 弱 链 ”模型 时 , 此 对 象 的 
寿命 就 服从 威 布尔 分 布 . 也 就 是 说 , 考虑 一 个 有 许多 部 分 组 成 的 对 象 , 并 假定 当 它 
的 任何 一 部 分 毁坏 时 此 对 象 的 寿命 就 终止 . 在 这 样 的 条 件 下 , 已 经 (从 理论 上 和 实 
践 上 ) 证 明 威 布尔 分 布 为 这 个 对 象 的 寿命 的 分 布 提供 了 一 个 很 好 的 近似 . 

威 布尔 分 布 的 分 布 函 数 具 有 如 下 形式 : 


0 T&Lv 
F(z) = 6.2 

i We 
如 果 一 个 随机 变量 的 分 布 函数 具有 如 上 形式 , 那么 称 它 为 具有 参数 wa 和 6 的 威 
布尔 随机 变量 . 对 其 求 导 可 得 到 密度 函数 为 


je € z&v 
7)= be 

$F) of{-(S)} =>， 
5.6.3” 柯 西 分 布 


一 个 随机 变量 称 为 服从 参数 为 0, -oo < 9 < oo 的 柯 西 分 布 , 如 果 其 密度 函数 
如 下 


1 1 
1 -I 
例 6b 假设 有 一 束 罕 罕 的 光线 围绕 着 某 一 个 中 心 旋转 , 而 这 个 中 心 位 于 y 轴 
上 离 坐标 原点 一 个 单位 处 , 当 光线 停止 旋转 时 , 这 束 光 指 向 z 轴 上 一 点 X( 若 光线 
并 不 指向 X 轴 , 则 重新 进行 试验 ). 如 图 5.7 所 示 , X 由 y 轴 与 光线 的 夹 角 9 确 
定 . 9 的 分 布 是 (-x/2,n/2) 上 的 均匀 分 布 , 这 样 , X 的 分 布 可 由 下 式 进行 计算 
F(z) = P{X <z} = Pftang<zj= P{g< arctanz} = 3 元 : arctanz 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 因为 9 在 (x/2,1/2) 上 服从 均匀 分 布 , 分布 函 数 


a-(-7w/2) 1 a 
-一 


一 oo<Z<oo 


因此 , X 的 密度 函数 为 


J@= 站 Flo)- -oo<z<o 


1 
(1 十 z2) 
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这 样 , 我 们 可 以 看 到 X 服从 柯 西 分 布 ”. mn 


5.6.4 有 分布 
如 果 一 个 随机 变量 的 密度 函数 如 下 , 那么 称 它 服从 B 分 布 : 


1 a—1/] _ 7)b-—1 
flo) = Blad)” (1—z) 0<z<1 
0 其 他 
其 中 
本 a-1f1 _ zx)o-1l 
Bla,b) -/ ze (1 一 z) dr 


有 分 布 通常 用 来 为 取 值 于 某 有 限 区 间 [c,d] 的 随机 现象 建立 模型 . 当然, 如果 
令 c 为 原点 , 而 d - e 为 度量 单位 , 那么 可 将 取 值 区 间 转 化 为 [0, 1]. 

当 a = 时 , 8 分 布 的 密度 函数 关于 z = 1/2 对 称 , 随 着 公共 值 a 的 增 大 , 取 值 
于 1/2 附近 的 权重 会 越 来 越 大 ( 见 图 5.8). 当 5 > a 时 , 密度 函数 向 左 偏 斜 (也 即 取 
小 值 的 可 能 性 更 大 ); 当 a。 > 5 时 , 密度 函数 向 右 偏 斜 ( 见 图 5.9). 

B(a,b) = 局 z*-1(1 一 z)*-1dz 称 为 8 函数 . 可 以 证 明 , 8 函数 与 函数 之 间 
存在 以 下 关系 : 


— T(o)T(b) 
B(a,b) = T+ (6.3) 
利用 (6.1) 式 和 (6.3) 式 , 易 证 , 如 果 X 为 一 参数 为 a 和 5b 的 6 随机 变量 , 那么 
a ab 
BX]= ar5 VX) rarot 


注释 “(6.3) 式 的 证 明 将 会 在 第 6 章 例 7c 中 给 出 . 


@ 可 用 下 面 的 方法 证 明 等 式 号 (arctan z) = 1/(1+ 7): 令 y= arctanz 那么 tany 二 zx 因此: 


-i a dy _ d /siny\ dy _ /costy+sin2y) dy 
Le (Cs =( oo 3» 


或 者 
dy_ cos2y i 1 总 
dr sin2y 十 cos2y tan2y+l1 7z2+1 
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x 


wx 


图 5.8 参数 为 (a,b) 的 6 分 布 , 其 中 a=b 图 5.9 参数 为 (a,5) 的 B 分 布 ， 
其 中 aha+b)=1/20 


5.7 ”随机 变量 函数 的 分 布 


当知 道 一 个 随机 变量 的 概率 分 布 后 , 经 常会 感 兴趣 于 求 它 的 一 些 函数 的 分 布 . 
比如 , 假设 我 们 已 经 知道 了 X 的 分 布 , 需要 计算 9(X) 的 分 布 . 要 做 到 这 一 点 , 需 
要 将 事件 9(X) < y 表达 为 X 属于 某 集合 的 形式 , 我 们 将 通过 一 些 例子 阐述 这 点 . 

例 7a 令 X 为 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 我 们 可 以 如 下 得 到 随机 变 
量 Y = X" 的 分 布 . 对 于 0<y<1, 有 


Fy(y) = P{Y <yW} = PX" <) = PX SW"}= Fx(y") = 
这 样 ,Y 的 密度 函数 为 
1 in-1 0<ygl1 
y=1n - 
0 其 他 
例 7b 如 果 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 fx, 那么 Y = X? 的 分 
布 可 以 如 下 得 到 , 对 于 vy > 0, 有 
By) = PY <y = PX? <Y)} = PI-VI <X < VO = Fx(VD) ~ Fx(-V9) 
求 导 可 得 : fy(w) = 24x(VD) +fx(-VD),y > 0 - 


例 7c 如 果 X 具有 密度 函数 fx, 那么 Y = |X| 的 密度 函数 可 以 如 下 得 到 , 对 
于 y> 0, 有 


Fy(y) =P{Y <y}=P{X|I<Y} =P{-y< XY} = Fx(y) — Fx(-y) 
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因此 , 对 其 求 导 可 得 : fy(y) = fx(y)+ fx(-y),y > 0. 人 
以 上 例 7a 到 例 7c 中 使 用 的 方法 可 用 来 证 明定 理 7.1. 


定理 7.1 令 义 为 一 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 fx. 假设 g(z) 为 一 严 
格 单调 (递增 或 递减 ) 且 可 微 (因此 必 连 续 ) 函数 , 那么 随机 变量 Y = g(X) 
的 密度 函数 为 


fx[g-1(y) 忆 9-1(y)| 如果 存在 某 z, 使 得 y = 9(z) 
fr(y)= dy 
如 果 对 一 切 z,y  g(z) 
其 中 g-1(y) 人 g(z) =y 的 z 值 . 
我 们 在 g(z) 为 递增 函数 的 情形 下 证 明定 理 7.1. 
证 明 : 假设 对 某 些 z 来 说 , 有 = g(z). 那么 , 令 Y = g(X)， 
Fy(y) = P{g(X) <y} = P{X <g (= Fx(g  (y)) 


求 导 可 得 
fr(y)= fx (g (9 0) 
由 于 g-!(y) 非 降 , 因此 导数 非 负 . 
车 y # g(z Det 那么 Fy(y) 等 于 0 或 1 0 
Fy(y) =1, 均 有 fy(y) = 
例 7d 设 X 为 一 Fd 其 密度 函数 为 f, 令 Y = X", 计 算 Y 的 
密度 函数 fy(y). 
解 : 令 g(z) = z", 那么 
gr) = 
d 1 
wt )} = 
利用 定理 7.1, 可 得 1 
fr(y) = a f(y") 
当 n=2 时 ， i 
fr(y)= 381 (VY) 
这 与 例 7b 的 结论 是 一 致 的 ( 因 X > 0). 国 


小 结 


一 个 随机 变量 X 称 为 连续 型 的 , 如 果 存 在 一 个 z 的 非 负 函 数 7( 称 为 密度 函 
数 ), 满足 : 对 于 任 一 集合 B, 有 


P{XeB}= 人 f(z)dz 
如 果 X 是 连续 型 的 , 那么 其 分 布 函数 在 f(z) 的 连续 点 处 可 导 , 且 
是 Fa = f(z) 
连续 型 随机 变量 X 的 期 望 值 定义 如 下 ， 
E[X] = / a 
对 于 任 -函数 9， 有 一个 有 用 的 恒等式 ， 
Elo) = 三 seoyodz 
正如 离散 型 情形 一 样 ,随机 变量 X 的 方差 定义 为 如 下 : 
Var(X) = EI(X - BIO 
随机 变量 X 称 为 服从 区 间 (a,5) 上 的 均匀 分 布 , 如 果 其 密度 函数 为 
f(s) = | 过- agr<b 
0 其 他 
其 期 望 和 方差 分 别 是 


= 让 Var(X) = 
随机 变量 X 称 为 服从 参数 为 人 4 和 o? 的 正 态 随机 变量 , 如 果 其 密度 函数 为 


f(z) = 二 eC 一 oo<z<oo 
oO 


EIX] Co 


可 以 证 明 
4=EX]) 0o?=Var(X) 


如 果 X 服从 均值 为 jy、 方差 为 o? 的 正 态 分 布 , 那么 如 下 定义 的 2: 


了 = 并 二 4 
o 


也 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 , 其 均值 为 0, 方差 为 1. 这 样 的 随机 变量 称 为 标准 正 
态 随机 变量 . 有 关 X 的 概率 可 以 通过 标准 正 态 随机 变量 Z 进行 计算 , 而 2 的 分 布 
函数 可 以 通过 查 表 5.1 或 从 网 站 上 得 到 . 

参数 为 (n, p) 的 二 项 分 布 , 当 n 足够 大 时 , 可 以 近似 为 均值 为 np, 方差 为 
np(1 一 p) 的 正 态 分 布 . 

一 个 随机 变量 称 为 参数 为 的 指数 随机 变量 , 如 果 其 密度 函数 为 如 下 形式 : 
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f(z) = {~ r>0 
0 


其 他 
其 期 望 值 和 方差 分 别 为 : 
E[X] = RR Var(X) = 立 
一 个 只 有 指数 随机 变量 才 具 有 的 重要 性 质 是 无 记忆 性 ， 也 即 对 于 正 数 s 和 t, 有 


P{X>s+tlX>t}=P{X>s} 


如 果 X 表示 某 个 零件 的 寿命 , 那么 无 记忆 性 就 说 明了 对 任意 t, 年 龄 为 t 的 零件 的 
剩余 寿命 同一 个 新 的 零件 的 寿命 的 分 布 是 一 样 的 . 

令 X 为 一 个 非 负 连 续 型 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 F, 密度 函数 为 f, 那么 函数 

__f 
MO -TF >0 

称 为 下 的 危险 率 函 数 , 或 者 失效 率 函 数 . 如 果 我 们 认为 X 是 某 个 零件 的 寿命 , 那 
么 对 于 一 个 很 小 的 值 dt, A(t) dt 近似 为 年 龄 为 t 的 零件 在 dt 时 间 内 会 失效 的 概率 . 
如 果 下 是 参数 为 和 的 指数 分 布 , 那么 


XM) =A t>0 

另外 , 指数 分 布 是 唯一 的 失效 率 为 常数 的 分 布 . 
一 个 随机 变量 称 为 参数 为 (a, A) 的 下 随机 变量 , 如 果 其 密度 函数 等 于 
f(z) < Me (Ar)°—! 


T(a) 
T(a) 称 为 函数 , 定义 为 


rz>0 


= 和 一 za 一 1 
T(a) =/ e zc dr 
T 随机 变量 的 期 望 和 方差 分 别 如 下 : 
BEIXI]=% Var0O) = 部 
随机 变量 称 为 服从 参数 为 (0,5) 的 6 分 布 , 如 果 其 密度 函数 为 
f(z)= Bn” 0 -2)"”! Ogzgl1 
常数 B(a,b 的 定义 如 下 : 


B(a,b) = I ze-1(1 一 zZ)* dr 
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有 随机 变量 的 期 望 和 方差 分 别 为 


BEIX= 一 Var(X)= 


a ab 
a+b 


(a+b)?(a+b+1) 


习 题 
1. 令 X 是 一 随机 变量 , 其 密度 函数 为 


f(a) = Cl(1-2) -1<z<1 
0 其 他 


(a) C 的 值 是 多 少 ? (b) 求 X 的 分 布 函数 . 


2， 一 个 系统 由 一 个 元 件 和 它 的 营 换 元 件 组 成 , 若 这 个 元 件 的 寿命 为 随机 变量 XX, X 的 密度 函 
数 由 下 式 给 出 (单位 为 月 ): 
T= 1 >0 
0 


rg0 
问 这 个 系统 能 维持 5 个 月 的 概率 有 多 大 ? 
3. 考虑 函数 
f(z) = C(2z -zs) 0<z<$ 
其 他 
了 能 是 一 个 概率 密度 函数 么 ?如 果 是 , 求 C. 如 果 f(z) 为 如 下 的 函数 呢 ? 


C(2z—7?) 0<z<$ 
f(z)= 
0 其 他 


4， 设 随机 变量 X 表示 某 个 电子 设备 的 寿命 单位: 小 时 ), 其 密度 函数 如 下 : 


(a) 求 P{X > 20}; 。(b) X 的 分 布 函数 是 什么 ? 
(0) 6 个 类 似 的 设备 中 , 至 少 有 三 个 寿命 超过 15 小 时 的 概率 是 多 大 ? 其 中 作 了 什么 假设 ? 
5. 一 个 加 油 站 每 周 补给 一 次 油 . 如 果 它 每 周 的 销售 量 (单位 : 千 加 仓 ) 为 一 随机 变量 , 其 密度 


函数 为 
f(a) 5(1—z) 0<z<1 
z) = 
0 其 他 
试问 油 钠 需 要 多 大 , 才能 把 一 周 内 断 油 的 概率 控制 为 0.01? 
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6. 如 果 X 的 密度 函数 如 下 , 求 E[X]: 
1 -e-z/2 


(a) f(z) = { 
0 


(b) f(a) = c(1—2) -1<z<1 
其 他 0 其 他 


5 


(0) f(z) = 位 
0 rg<5 
7. XX 的 概率 密度 函数 如 下 


rz>5 


f(s) = atbr? 0<z<1 
0 其 他 


如 果 E[X] = 3, 求 a 和 。. 
8. 某 种 电子 管 的 使 用 寿命 (单位 : 小 时 ) 是 一 个 随机 变量 , 其 密度 函数 为 


f(z)=ze” z>0 
求 电 子 管 的 寿命 的 期 望 值 . 
9. 考虑 第 4 章 的 例 4b, 但 现在 假设 季度 需求 量 为 一 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 /, 指出 
最 优 储存 量 s” 应 满足 下 面 的 条 件 : 
F(s*) = ps 
其 中 b 是 每 个 单位 销售 量 的 利润 ,4 是 每 一 个 未 销售 单位 的 损失 ，F 是 每 季 需 求 量 的 分 布 
函数 . 
10. 从 早上 7 点 开始 , 每 隔 15 分 钟 都 有 一 趟 列车 开 往 A 地 , 而 从 7:05 开始 , 每 隔 15 分 钟 有 
一 趟 列车 开 往 B 地 . 
(a) 如 果 某 位 乘客 到 达 车 站 的 时 间 服 从 在 7 点 到 8 点 之 间 的 均匀 分 布 . 他 到 达 车 站 以 后 ， 
无 论 下 一 趟 进 站 的 是 开 往 A 地 还 是 开 往 B 的 , 他 立刻 上 那 一 列车 . 问 他 乘 上 开 往 A 
地 的 列车 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 如 果 该 乘客 达到 达 车 站 的 时 间 服 从 7:10 到 8:10 之 间 的 均匀 分 布 呢 ? 
11. 从 长 为 工 的 线段 上 随机 选 一 点 ,计算 短 的 那 一 截 相 对 于 长 的 那 一 截 的 比例 小 于 1/4 的 概 
率 . 
12. 一 辆 长 途 汽车 运行 在 相距 100 英里 的 A 和 B 两 城市 之 间 . 如 果 汽 车 抛锚 的 话 , 抛锚 地 点 
距 A 的 距离 应 该 服从 (0, 100) 的 均匀 分 布 . 又 已 知 共 有 三 个 汽车 服务 站 , 分 别 设 在 城市 
A、 城 市 B 以 及 两 城 之 间 的 中 点 . 有 人 建议 这 三 个 服务 站 应 该 分 别 设 在 离 城市 A 距离 25， 
50, 75 英里 处 , 这 样 的 设置 效率 更 高 , 你 同意 吗 ? 为 什么 ? 
13. 你 于 10 点 到 达 公共 汽车 站 , 并 且 已 知 汽车 到 达 的 时 间 在 10 点 和 10 点 半 之 间 均 匀 分 布 . 
(a) 你 等 待 时 间 超过 10 分 钟 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 如 果 10:15 时 , 汽车 还 没有 来 , 那么 你 至 少 还 要 等 待 10 分 钟 的 概率 是 多 大 ? 
14. 令 X 为 (0, 1) 上 均匀 随机 变量 , 利用 命题 2.1 计算 E[X"], 并 利用 期 望 的 定义 验证 该 结 
论 . 
15. 如 果 X 为 服从 参数 为 上 = 10 和 o? = 36 的 正 态 随 机 变量 , 求 
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16. 


1 


18. 
19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


(a) P{X >5}; (b)P{4<X<16}; (c) P{X <8}; 

(d) P{X <20}; (e) P{X > 16}. 

某 个 地 区 的 年 降雨 量 (单位 : 英寸 ) 服从 参数 为 y = 40 和 o = 4 的 正 态 分 布 . 那么 从 今年 
开始 , 10 年 以 内 , 每 年 的 降雨 量 不 超过 50 英寸 的 概率 有 多 大 ? 你 作 了 什么 假设 ? 

某 人 向 某 个 目标 射击 , 如 果 击 中 目标 1 英寸 范围 内 , 那么 获得 10 分 ; 如 果 击 中 目标 1 英 
寸 到 3 英寸 之 间 , 获得 5 分 ; 如 果 果 击 中 目标 3 英寸 到 5 英寸 之 间 , 获得 3 分 . 如 果 击 中 
点 与 靶 心 的 距离 服从 (0, 10) 上 的 均匀 分 布 , 求 获得 分 数 的 期 望 值 . 

假设 X 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 均值 为 5. 如 果 P{X > 9} = 0.2, 求 方差 的 近似 值 . 

令 X 为 一 正 态 随 机 变量 , 均值 为 12, 方差 为 4. 求 满足 条 件 P{X > c} = 0.10 的 c 值 . 
在 某 社 区 内 , 有 65% 的 人 支持 提高 教育 税 . 如 果 随 机 抽取 100 人 , 估算 以 下 事件 概率 : 
(a) 至 少 50 人 支持 该 建议 ， (b) 支持 该 建议 的 人 在 60 人 到 70 人 ( 含 ) 之 间 ; 

(c) 少 于 75 人 支持 该 建议 . 

假设 25 岁 男 人 的 身高 (单位 : 英寸 ) 是 参数 为 yy = 71, o? = 6.25 的 正 态 随 机 变量 . 那么 
身高 超过 6 英尺 2 英寸 的 比例 有 多 大 ? 在 身高 皆 超 过 6 英尺 的 成 人 俱乐部 里 , 身高 超过 6 
英尺 5 英寸 的 比例 有 多 大 ? 

有 一 种 锻造 的 铜 铝 合金 零件 , 其 上 有 一 开口 . 开口 宽度 具有 正 态 分 布 , 期 望 六 = 0.9( 英 寸 )， 
0 = 0.003. 产品 的 工艺 标准 为 0.9000 士 0.005. 

(a) 零件 的 废品 率 为 多 少 ? 

(b) 车 容许 的 废品 率 为 0.01, o 应 控制 在 多 大 才能 满足 这 个 要 求 ? 

掷 一 枚 均匀 人 般 子 1000 次 , 求 点 数 6 出 现 的 次 数 在 150 到 200 次 ( 含 ) 之 间 的 概率 的 近似 
值 , 如 果 点 数 6 正好 出 现 了 200 次 , 求 点 数 5 出 现 的 次 数 小 于 150 次 的 概率 . 

某 半导体 工厂 生产 的 计算 机 芯片 的 寿命 服从 正 态 分 布 , 参数 为 py = 1.4 x 105 小 时 , o = 
3 x 105 小 时 . 求 一 批 100 个 芯片 内 , 包含 至 少 20 个 芯片 , 其 寿命 都 小 于 1.8 x 105 的 概率 
的 近似 值 . 

某 工厂 生产 的 每 个 元 件 都 以 0.95 的 概率 被 接收 , 且 各 元 件 是 否 被 接收 是 相互 独立 的 ( 即 不 
是 成 批 接收 ). 问 下 一 批 150 个 元 件 内 最 多 10 件 不 被 接受 的 概率 的 近似 值 . 

某 工厂 生产 两 种 硬币 , 一 种 是 均匀 硬币 ， 另 一 种 在 抛 搓 时 正面 朝 上 的 概率 为 55%. 现 有 一 
枚 该 工厂 的 硬币 , 但 是 不 知道 是 哪 一 种 . 为 了 确认 是 哪 一 种 , 我 们 进行 如 下 统计 检验 : 指 这 
枚 硬币 1000 次 , 如 果 正 面 朝 上 的 次 数 超过 525 次 ( 含 ), 那么 我 们 认为 该 硬币 不 是 均匀 的 ， 
否则 , 就 认为 它 是 均匀 的 . 如 果 该 硬币 确实 是 均匀 的 , 我 们 将 会 得 到 错误 结论 的 概率 是 多 
大 ? 如 果 该 硬币 不 是 均匀 的 呢 ? 

在 10 000 次 独立 地 兢 硬币 过 程 中 , 如 果 正 面 朝 上 的 次 数 超过 5800 次 , 那么 有 理由 认为 这 
枚 硬币 不 是 均匀 的 . 试 解释 之 . 

人 和 群 中 有 12% 的 人 为 左 撤 子 , 估算 在 一 个 有 200 人 的 学 校 中 , 左 撤 子 人 数 超过 20 的 概率 
的 近似 值 . 在 这 个 问题 中 , 你 作 了 什么 样 的 假设 ? 

某 股价 波动 模型 认为 , 如 果 目 前 的 股价 为 s, 那么 一 个 周期 后 , 股价 变 成 us 的 概率 为 p, 变 
成 ds 的 概率 为 1 一 p. 假设 各 周期 的 股价 波动 是 相互 独立 的 , 试 估算 未 来 1000 个 周期 后 ， 
股价 上 涨 30% 的 概率 , 其 中 ww = 1.012,d = 0.990,p = 0.52. 
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30. 


31. 


32. 


33. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 
41. 


一 个 存储 部 件 分 为 两 个 区 域 , 白 区 和 黑 区 . 当 随 机 地 从 白 区 读 取 数 据 , 所 得 到 的 数据 长 度 

可 用 一 个 正 态 随机 变量 表示 , 其 期 望 5 = 4, 方差 为 o? = 4. 当 随 机 地 从 黑 区 读 取 数 据 , 所 

得 到 的 数据 长 度 的 参数 为 上 = 6,o? = 9. 现在 随机 地 从 存储 器 读 取 一 个 数据 , 其 长 度 为 5. 

现 设 黑 区 所 占 的 比例 为 a. 当 我 们 取得 数据 长 度 为 5 时 , 说 数据 来 自白 区 , 或 黑 区 , 都 会 有 

一 定 的 犯错 误 概率 . 当 a 多 大 时 , 两 种 犯错 误 的 概率 一 样 大 ? 

(a) 某 救火 站 设 在 一 段 长 为 4, 4 < oo 的 路 上 . 如 果 着 火 点 均匀 分 布 在 区 间 (0, 4) 上 , 那 
么 救火 站 应 该 设 在 何 处 , 使 得 到 着 火 点 的 期 望 距离 最 小 . 也 即 , 计算 a, 使 得 E[|X 一 al] 
达到 最 小 值 , 其 中 = e (0, 4) 为 着 火 点 . 

(b) 现 假设 该 段 路 的 长 度 为 无 限 长 一 一 从 原点 0 一 直 延伸 到 oc, 如 果 着 火 点 距离 原点 的 距 
离 X 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 , 那么 救火 站 应 该 设 在 何 处 , 如 果 我 们 要 使 得 E[|X 一 al 
极 小 化 ? 

修理 某 机 器 所 需 的 时 间 (单位 : 小 时 ) 是 参数 为 和 = 1/2 的 指数 随机 变量 , 试问 

(a) 修理 时 间 超 过 2 小 时 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 车 已 持续 修理 了 9 小 时 , 总 共和 需要 10 小 时 才能 修好 的 概率 是 多 大 ? 

收音 机 工作 时 间 (单位 : 年 ) 服从 参数 为 和 = 1/8 的 指数 分 布 , 琼斯 买 了 一 台 收音 机 , 问 8 

年 以 后 它 仍 能 工作 的 概率 是 多 大 ? 


。 琼 斯 估计 , 一 辆 汽车 在 报废 之 前 能 行驶 的 里 程 (单位 : 千 英里 ) 是 以 和 = 1/20 为 参数 的 指 


数 随机 变量 , 史密斯 有 一 辆 自称 是 只 行驶 过 10 000 英里 的 旧 车 , 如 果 琼 斯 买 下 这 辆 汽车 ， 
按 她 的 上 述 估计 , 至 少 还 能 行驶 20 000 英里 的 概率 是 多 大 ? 若 将 指数 分 布 这 一 假设 改 为 
(0, 40) 上 的 均匀 分 布 , 上 述 概率 又 是 多 大 ? 

对 于 一 个 年 龄 为 t 的 男性 吸烟 者 来 说 , 患 肺癌 的 危险 率 函 数 X(t) 为 


和 (t) = 0.027 + 0.000 25(t—40)? t+>40 


假定 一 个 40 岁 的 男性 吸烟 者 没有 患 肺癌 , 那么 他 活 到 如 下 岁数 仍 不 患 肺癌 的 概率 是 多 大 ? 
(a) 50 岁 。 (b) 60 岁 . 

假设 某 个 元 件 的 寿命 分 布 的 失效 率 函数 为 A(t) = ta,t > 0. 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 寿命 将 超过 2 年 ; (b) 寿命 在 0.4 年 到 1.4 年 之 间 ; 

(c) 某 个 已 经 用 了 1 年 的 元 件 , 还 能 使 用 1 年 . 

如 果 X 服从 (一 1,1) 上 均匀 分 布 , 求 

(a) _P{IX| > 二 ; (b) 随机 变量 |X| 的 密度 函数 . 

如 果 Y 服从 (0,5) 上 的 均匀 分 布 , 那么 方程 4c? + 4zY +Y 十 2 = 0 的 两 个 根 都 为 实数 的 
概率 有 多 大 ? 

如 果 X 是 一 个 指数 随机 变量 , 其 参数 为 和 = 1, 求 随机 变量 Y 的 密度 函数 , 其 中 Y = InX. 
如 果 X 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 , 求 Y = ex 的 密度 函数 

计算 RR 二 4sinb 的 分 布 函数 , 其 中 A 为 一 给 定常 数 , 9 服从 (一 z/2,r/2) 上 均匀 分 布 . 这 
样 的 随机 变量 R 出 现在 弹道 学 理论 中 . 如 果 一 枚 炮弹 从 原点 开始 发 射 ， 仰 角 为 a, 速度 为 
v, 则 命中 点 RR 可 以 表示 为 R= (v?/g) sin 2a, 其 中 9 为 地 球 引 力 常数 , 等 于 9.8 米 / 秒 2. 
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理论 习题 
. 平衡 状态 的 气体 分 子 的 速度 是 一 个 随机 变量 , 其 密度 函数 为 


pe ee 
0 3<0 


其 中 b= m/2kT, k,T 和 mm 分 别 表示 波 尔 兹 曼 常数 , 绝对 温度 以 及 分 子 的 质量 . 求 常数 
a 的 值 . 


. 证 明 : 到 本 
ElY] = 上 P{Y > va-/ P{Y < —y}dy 
提示 : 证 明 
。 
Po < -w= zf)ar 
k 经 
/ P{Y > oay= 人 zz)dz 
0 0 
. 如果 X 的 密度 函数 为 ,证明 
BOOl= 三 sjtodz 
提示 : 利用 理论 习题 2, 先 从 等 式 
zlbol= {Plot) > Wav- 人 Plo) < -dy 
开始 , 然后 利用 本 书 中 当 9(X) > 0 的 情况 下 的 证 明 方法 继续 下 去 . 


4. 证 明 推论 2.1. 
5. 对 于 一 个 非 负 随机 变量 Y, 有 


ElY]= 人 P{Y > t}at 
利用 此 结论 来 证 明 : 对 于 非 负 随机 变量 X, 有 
EIX"] = 人 “nzn-LP{X > zjdz 
提示 : 从 
ElX"] = 人 Pp{X" > tjat 
开始 , 然后 作 变量 替换 t = z”. 


。 定义 一 系列 事件 瓦 ,0 < a < 1, 满足 : 对 任意 a。 有 P(E。) = 1 但 P( 门 Bo) = 0. 
提示 : 令 X 为 (0,1) 上 均匀 分 布 , 利用 X 定义 每 个 E。. 
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” 


» 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


称 
SD(X) = VVar(X) 
为 XX 的 标准 差 . 若 X 的 方差 为 o?, 求 SD(aX 十 吕 . 
令 X 为 取 值 为 0 到 c 之 间 的 随机 变量 , 也 即 P{0 < X < cj = 1, 证 明 : 


Var(X) < 节 
提示 : 先 证 明 
已 [X?] < cBE[X] 
然后 利用 它 证 明 
Var(X) < ce*[a(1 — oa)] 其 中 a = 2 


设 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 证 明 : 对 于 z > 0, 有 

(a) P{Z > zj = P{Z < -zji (b) P{lIZ21> zj = 2P{2 > zji; 

(ec) P{lZ| < z} = 2P{2 < z} 一 1. 

令 f(z) 表示 参数 为 上 4 和 o? 的 正 态 随机 变量 的 密度 函数 , 证 明 六 - c 和 /+ c 为 该 函数 
的 拐点 , 也 即 证 明 : 当 z=jp-o 或 z=p+o 时 f"(z)=0. 

令 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 9 为 可 微 函数 , 其 导 函 数 为 9/. 

(a) 证 明 Elg'(2)] = E[Zg(2)] 

(b) 证 明 E[2"+] = mB[Z" 

(o) 求 EL29] 

设 X 是 参数 为 的 指数 随机 变量 , 利用 理论 习题 5 中 的 等 式 , 求 出 E[X?]. 

设 某 连 续 随机 变量 的 分 布 函数 为 已. 则 满足 F(m) = 1/2 的 m 称 为 这 个 随机 变量 的 中 位 
数 . 也 即 , 随机 变量 取 值 大 于 中 位 数 的 概率 与 取 值 小 于 中 位 数 的 概率 是 一 样 的 . 当 随机 变 
量 X 服从 以 下 分 布 时 , 求 其 中 位 数 : 

(a) 在 (a,b) 区 间 上 均匀 分 布 ; (b) 参数 为 上 和 o? 的 正 态 分 布 ; 

(c) 参数 为 和 的 指数 分 布 . 

设 随机 变量 的 分 布 密度 为 f, 使 得 f(z) 达到 最 大 值 的 点 称 为 它 的 众 数 . 求 以 上 理论 习题 
13 中 的 (a), (b), (c) 里 的 随机 变量 的 众 数 ; 

如 果 X 为 参数 为 、 的 指数 随机 变量 , 对 于 c > 0, 证 明 cX 服从 参数 为 Xe 的 指数 分 布 . 
当 X 服从 (0,a) 上 均匀 分 布 时 , 求 其 危险 率 函 数 . 

如 果 X 的 危险 率 函 数 为 和 x (t), 计算 aX 的 危险 率 函 数 , 其 中 a 为 一 正常 数 . 

证 明 工 分 布 的 密度 函数 积分 值 为 1. 

如 果 X 为 均值 为 1/ 和 的 指数 随机 变量 , 证 明 


k! 


ED = 站 k=1,2,... 


提示 : 利用 工 分 布 密度 函数 来 计算 . 
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20. 


21. 


22. 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 
31. 


32. 


证 明 : 

Var(X) = 总 
其 中 X 为 参数 为 (a, A) 的 工 分布 随 机 变量 . 
证 明 TT(#) = Vt. 


提示 : T(3) = /0 ez /2dz, 做 变量 替换 y = V2z, 然后 将 结果 与 正 态 分 布 联系 起 来 . 
求 参数 为 (a, 和) 的 工 分 布 随机 变量 的 危险 率 函 数 , 并 证 明 当 a > 1 时 危险 率 函数 递增 ， 
而 a < 1 时 递减 . 

求 威 布尔 随机 变量 的 危险 率 函数 , 并 证 明 当 6 > 1 时 递增 , 而 6 < 1 时 递减 . 

如 果 环 (.) 为 威 布尔 分 布 函 数 , 指出 In(ln(1 一 F(z))-!) 对 于 ln z 是 一 条 斜率 为 8 的 直 
线 . 且 证 明 , 当 v = 0 时 , 大 约 63.2% 的 观测 值 都 将 小 于 a. 

令 


re 


证 明 : 如 果 X 是 服从 参数 为 v, a, 6 的 威 布尔 分 布 的 随机 变量 , 那么 Y 就 是 服从 参数 为 
入 = 1 的 指数 随机 变量 , 反之 也 成 立 . 


如 果 X 是 服从 参数 为 (a, 5) 的 6 分 布 的 随机 变量 , 证 明 : 


ab 


a 
EMI= 5 Vea(X)= riaror 


a+b 
如 果 X 服从 (a,b) 上 的 均匀 分 布 , 那么 和 X 有 线性 关系 , 且 服 从 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随 
机 变量 是 什么 ? 
考虑 参数 为 (a,b 的 6 分 布 , 证 明 
(a) 当 a > 1 和 b > 1 时 , 密度 函数 为 单 众 数 ( 即 密度 函数 只 有 一 个 众 数 )， 其 众 数 为 
(a— 1)/(a+b—2); 
(b) 如 果 a < 1,b < 1, 且 a+b< 2, 那么 密度 函数 或 者 是 单 众 数 的 ,此 时 众 数 为 0 或 1， 
或 者 为 U 型 函数 , 0 和 1 都 是 众 数 ; 
(c) 当 a=1=b 时 , [0,1] 上 所 有 点 都 是 众 数 . 
设 X 为 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 FF. 定义 随机 变量 Y: Y = F(X). 证 明 : Y 服从 
(0, 1) 上 的 均匀 分 布 . 
设 X 的 密度 函数 为 fx, 求 随机 变量 Y 的 概率 密度 函数 , 其 中 Y = aX 十 b. 
设 X 为 服从 参数 为 py 和 o? 的 正 态 随机 变量 , 求 Y = ex 的 密度 函数 . 随机 变量 Y 称 为 
服从 参数 为 上 和 o? 的 对 数 正 态 (因为 InY 服从 正 态 分 布 ) 随机 变量 . 
令 久 和 Y 为 相互 独立 的 随机 变量 , 它们 都 在 1,2,… ,10” 上 等 可 能 取 值 , 其 中 N 是 一 
个 足够 大 的 数 . 令 D 表示 X 和 Y 的 最 大 公约 数 , 且 令 Qx = P{D = 上}. 
(a) 用 直观 的 方法 论证 Q = 让 Qi; 
提示 : 注意 到 要 使 得 D 等 于 k, 大 一 定 要 同时 整除 X 和 Y, 且 X/k 和 Y/k 要 互 素 
( 即 两 数 的 最 大 公约 数 为 1). 


208 第 5 章 连续 型 随机 变量 


(b) 利用 (a), 证 明 
Q1 = P{X 和 Y 互 素 } = 二 
Dr? 
k=1 
根据 著名 的 等 式 并 > 1/k? = z2/6, 因此 Qi = 6/z2.( 在 数论 里 , 这 就 是 著名 的 勒 让 
德 定理 .) 
(ec) 证 明 
~ pl 
QH(“) 


1 


其 中 P 是 大 于 1 的 第 i 个 最 小 的 素数 . 
提示 : X 和 Y 互 素 的 条 件 是 它们 没有 公共 的 素 因子 , 因此 , 利用 (b), 可 以 看 出 
TT /P2-1l\N_6 
HU( Pr ) Tm 
这 点 在 第 4 章 的 习题 11 中 提 及 过 . (本 题 与 第 4 章 习 题 11 之 间 的 关系 就 是 , X 和 YY 
互 素 的 条 件 是 X 和 Y 没有 公共 的 素 因子 .) 
33. 当 g(z) 是 递减 函数 时 , 证 明定 理 7.1. 


自 检 习题 


1. 某 高 中 篮球 队员 在 随机 挑 的 一 场 篮球 比赛 中 的 上 场 时 间 是 一 个 随机 变量 ,其 概率 密度 函 
数 如 下 图 给 出 : 


0.050 | 
0.025 


; 


求 以 下 事件 概率 : 
(a) 上 场 时 间 超过 15 分 钟 ; (b) 上 场 时 间 在 20 到 35 分 钟 之 间 ; 
(c) 上 场 时 间 小 于 30 分 钟 ; (d) 上 场 时 间 超过 36 分 钟 . 
2. 随机 变量 X 的 密度 函数 为 
品位 0<z<1l 
0 ”其 他 
其 中 c 为 常数 , 计算 (a) c, (b) P{X > zj,0 < z < 1. 
3. 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


f(a) cz 0<z<2 
z) = 
0 ”其 他 


其 中 为 常数 , 计算 (a) EIX], (b) VarCX)， 
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10. 


11. 


.随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


f(s) = art+br? 0<z<1 
0 其 他 


如 果 E[X] = 0.6, 计算 (a) P{X < 1/2}, (b) Var(X). 


.随机 变量 X 称 为 取 值 为 整数 1,2,.… ,m 的 离散 型 均匀 分 布 的 随机 变量 , 如 果 


P{X=i}=1/n i=1,2,,n 


对 于 任意 非 负 实数 z, 记 Int(z)( 有 时 也 记 为 [z]) 为 不 超过 z 的 最 大 整数 , 如 果 U 是 一 
个 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 , 证 明 X = Int(nU) + 1 为 取 值 为 1,2,…,n 的 
离散 型 均匀 分 布 的 随机 变量 . 


。 在 某 个 竞标 工程 里 , 你 们 公司 将 要 做 出 竞价 . 如 果 你 赢得 了 这 个 合约 〈 出 价 最 低 ), 那么 你 


计划 还 要 付出 100( 单 位 : 千 美元 ) 完成 这 个 工程 . 如 果 你 认为 其 他 竞标 者 的 最 低 竞价 服 
从 (70, 140) 上 的 均匀 分 布 , 那么 你 应 该 出 价 多 少 使 得 你 的 期 望 赢利 最 大 ? 


.在 如 下 游戏 中 , 你 为 了 取胜 , 需要 连续 胜 3 局 . 该 游戏 决定 于 一 个 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 值 ， 


如 果 U > 0.1, 那么 你 第 1 局 获胜 ; 如 果 U > 0.2, 那么 你 第 二 局 获胜 ; 如 果 U > 0.3, 那 
么 你 第 三 局 获胜 . 

(a) 计算 赢得 第 一 局 的 概率 ; 

(b) 计算 赢得 第 一 局 的 条 件 下 , 赢得 第 二 局 的 条 件 概率 ; 

(c) 计算 赢得 第 一 局 和 第 二 局 的 条 件 下 , 赢得 第 三 局 的 条 件 概率 ; 

(d) 计算 你 最 后 获胜 的 概率 . 


， 随 机 选中 的 -一 名 参加 IQ 测试 者 得 到 的 智商 值 近似 服从 均值 为 100, 标准 差 为 15 的 正 态 


分 布 . 求 以 下 事件 概率 : 
(a) 该 测试 者 的 智商 值 在 125 以 上 ; (b) 该 测试 者 的 智商 值 在 90 到 110 之 间 . 


。 假设 从 您 家 到 办 公 室 所 要 花费 时 间 服 从 均值 为 40 分 钟 , 标准 差 为 7 分 钟 的 正 态 分 布 . 如 


果 你 要 参加 一 个 下 午 1 点 的 约会 , 地 点 就 在 办 公 室 , 那么 要 想 做 到 95% 的 把 握 不 迟到 , 那 

么 最 晚 何 时 出 发 ? 

某 汽车 轮胎 的 寿命 服从 均值 为 34 000 英里 , 标准 差 为 4000 英里 的 正 态 分 布 . 

(a) 该 轮胎 寿命 超过 40 000 英里 的 概率 ; 

(b) 该 轮胎 的 寿命 在 30 000 到 35 000 英里 的 概率 ; 

(c) 在 该 轮胎 已 经 行驶 了 30 000 英里 的 条 件 下 ， 那么 还 能 行驶 10 000 英里 的 条 件 概率 是 
多 大 ? 

俄 刻 俄 州 克利 夫 兰 市 的 年 降雨 量 近似 为 均值 为 40.2 英寸 , 标准 差 为 8.4 英寸 的 正 态 随机 

变量 . 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 下 一 年 降雨 量 超过 44 英寸 ; 

(b) 接 下 来 的 7 年 中 , 正好 有 3 年 的 降雨 量 超过 44 英寸. 

假定 4,i > 1 相互 独立 , 其 中 As 表示 “ 接 下 来 的 第 i 年 的 降雨 量 超过 44 英寸 ”. 
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12. 下 表 是 1992 年 男女 职工 的 收入 表 : 


收入 范围 女性 百分比 男性 百分比 
< 9999 8.6 4.4 
10 000~19 999 38.0 21.1 
20 000~24 999 19.4 15.8 
25 000~49 999 29.2 41.5 
>50 000 4.8 17.2 


考虑 随机 抽取 200 个 男 职 工 和 200 个 女 职工 , 估算 以 下 概率 的 近似 值 : 
(a) 至 少 70 个 女 职工 的 收入 超过 25 000; (b) 至 少 60% 的 男 职工 收入 超过 25 000; 
(b) 至 少 3/4 的 男 职工 和 至 少 一 半 的 女 职工 收入 超过 20 000. 

13. 在 某 个 银行 , 顾客 办 理 业务 的 时 间 的 长 度 服从 均值 为 5 分 钟 的 指数 分 布 , 如 果 你 走 进 银行 
时 , 正好 有 一 个 顾客 在 办 理 业务 , 问 他 或 她 还 要 再 办 理 4 分 钟 的 概率 是 多 大 ? 

14. 假设 随机 变量 的 分 布 函数 如 下 : 


F(z)=1-e-*™ rr>0 
求 : 
(a) P{X>2}; (b) P{L<X<3}; (c) F 的 危险 率 函 数 ; 
(d) E[X]; (e) Var(X) . 


提示 : (d) 和 (e) 需要 利用 理论 习题 5 的 结论 . 
15. 洗衣 机 工作 的 时 间 是 一 个 随机 变量 (单位 : 年 ), 其 失效 率 函 数 如 下 : 


0.2 0<t<2 
和 (= 402+0.3(t—2) 2<t<5 
Et t>5 


(a) 购买 6 年 后 , 洗衣 机 仍 能 正常 工作 的 概率 是 多 大 ， 
(b) 在 购买 6 年 后 , 洗衣 机 接 下 来 2 年 内 会 损坏 的 概率 是 多 大 ? 
16. 标准 柯 西 分 布 随机 变量 的 概率 密度 函数 为 


一 co<Z<o 


f(z)= SEE 
如 果 X 为 标准 柯 西 随机 变量 , 证 明 1/X 也 是 标准 柯 西 随机 变量 . 

17. 轮 盘 赌 有 38 个 下 注 区 , 分 别 标 有 0, 00, 1 到 36. 如 果 你 押 1 元 在 某 个 数字 上 , 那么 当 轮 
盘 停 在 该 数字 上 时 , 你 能 赢得 35 元 , 否则 就 输 掉 这 1 元 . 如 果 你 连续 进行 这 样 的 下 注 , 求 
以 下 概率 的 近似 值 : 
(a) 在 34 次 下 注 后 , 您 总 的 来 说 是 获 利 的 ; 
(b) 在 1000 次 下 注 后 , 您 总 的 来 说 是 获 利 的 ; 
(c) 在 100 000 次 下 注 后 , 您 总 的 来 说 是 获 利 的 - 
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18. 


19. 


20. 


假定 每 次 轮 盘 转动 以 后 , 将 等 概率 地 停留 在 这 38 个 可 能 的 注 区 上 . 

箱子 里 有 两 种 电池 , 第 i 种 使 用 的 时 间 分 别 服从 参数 为 和 i,i = 1,2 的 指数 分 布 . 随机 地 
从 中 取 一 个 电池 , 取 到 第 i 种 的 概率 为 ps, ?pi = 1. 如 果 随机 取出 的 一 个 电池 使 用 t 
小 时 后 仍 正常 使 用 , 那么 它 还 能 继续 使 用 s 小 时 的 概率 是 多 大 ? 

涉及 犯罪 嫌疑 人 的 证 据 是 一 个 随机 变量 XXX 为 一 指数 型 随机 变量 , 其 均值 为 y. 若 该 
人 无 罪 , 则 /= 1, 否则 p = 2. 法 官 按 下 列 方式 判 罪 : 当 X > c 时 判 有 罪 , 否则 判 无 罪 . 
(a) 法 官 希望 以 95% 的 把 握 不 宪 枉 一 个 无 罪 的 人 , c 应 该 取 多 少 ? 

(b) 利用 (a) 中 得 到 的 e 值 , 计算 将 一 个 确实 有 罪 的 被 告 判 为 有 罪 的 概率 . 

对 任何 实数 y, 定义 


令 c 为 常数 . 
他 ) 证 明 BIG - o] = - 遍 e “一 cl 一 8(9), 其 中 2 为 标准 正 态 随机 变量 - 
(b) 求 BCX 一 +], 其 中 X 为 正太 随机 变量 , 均值 为 /方差 为 o2. 


第 6 章 随机 变量 的 联合 分 布 
6.1 ”联合 分 布 函数 


到 现在 为 止 , 我 们 仅仅 探讨 了 单一 随机 变量 的 概率 分 布 , 然而 , 我 们 经 常 还 对 
两 个 或 两 个 以 上 的 的 随机 变量 的 有 关 概 率 问题 感 兴趣 . 为 了 处 理 类 似 问题 , 我 们 定 
义 任 意 两 个 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 函数 (joint cummulative probability distri- 
bution function) 如 下 : 


Fla,b)= P{X <a,Y <b} 一 oo< ab< oo 
X 的 分 布 可 以 通过 X 和 Y 的 联合 分 布 得 到 : 
Fx(a)= P{X <a}=P{X <a,Y < o0} 
= P(lim{X <aY <b))= dm PIXS<oa,Y <b} 
= im, Fla,b)= F(a,o0) 
读者 会 注意 到 , 在 上 述 一 系列 等 式 里 , 我 们 又 一 次 用 到 了 概率 是 一 个 连续 的 集 ( 事 
件 ) 函数 这 一 事实 . 类 似 , Y 的 分 布 函 数 如 下 : 
Fy(b) = P{Y <b} = lim F(a,b) = F(00,b) 
分 布 函数 Fx 和 Fy 称 为 X 和 YY 的 边缘 分 布 (marginal distribution). 
理论 上 , 所 有 有 关 X 和 Y 的 概率 问题 都 可 以 通过 其 联合 分 布 函数 来 解决 . 比 
如 , 如 果 需 要 知道 X > a 和 YY > 5 的 联合 概率 , 那么 可 以 如 下 计算 : 
P{X>a,Y >b}=1-P({X >a,Y >6)}°) 
=1-P({X >a}:U{Y >6))=1-P({X <a}u{Y «6b}) 
=1-[P{X <a}+P{Y <b}-P{X<a,Y gb}] 
=1- Fx(a) — Fy(b) + F(a,b) (1.1) 
公式 (1.1) 是 以 下 公式 (证 明 留 作 习题 ) 的 特例 : 
P{a <X<asbi <Y < bo} 
=F(a2,b2) + F(a1,b) — F(a1,b2) — F(az, bi) (1.2) 
其 中 al < a2,b1 < bz. 
当 X 和 Y 都 是 离散 型 随机 变量 时 , X 和 Y 的 联合 分 布 列 (joint probability 


6.1 联合 分 布 函数 213 


mass function) 可 以 这 样 方便 地 定义 : 
Pp(z,y) = P{X=7,Y =Yy} 
通过 p(z,y) 可 以 得 到 X 的 分 布 列 : 
px(z)= P{X=2}= Dp(z,y) 
y:p(z,y)>0 
类 似 地 ， 
pr(y)= Dp(z,y) 


z:p(T,y)>0 
例 1a 坛子 里 有 3 个 红 球 , 4 个 白 球 , 及 5 个 蓝 球 , 从 中 随机 取 3 个 球 . 令 X 
和 YY 分 别 表示 取出 的 红 球 数 和 白 球 数 , 那么 X 和 Y 的 联合 分 布 列 p(i,j) = P{X = 
2Y = 让 计算 如 下 : 


zo0- 国 /的 - 臣 v60- 的 加 /四 - 吉 


ro 的 日/ 的 - 昌 zo9- 提 /的 -高 
mao- 日/ 的 - 昌 wo-OOG/ 的 - 昌 
m9- 国 因 / 鸭 - 匣 meo- 罗 /的 - 划 


?= 加 四/( 芭 = 范 ?80- 国 /( 胃 - 吉 


这 些 概率 也 可 简单 表示 成 表 6.1 的 形式 . 读者 会 注意 到 , X 的 分 布 列 可 以 对 行 
求 和 得 到 , 而 Y 的 分 布 列 可 以 通过 对 列 求 和 得 到 . 既然 X 和 Y 各 自 的 分 布 列 都 
出 现在 这 样 表格 的 边缘 , 因此 , 它们 又 常常 分 别称 为 X 和 了 的 的 边缘 分 布 列 。 曙 


表 6.1 P{X=i,Y=j} 


0 1 2 3 行 和 : P{X = 计 

i 

10 40 30 4 84 

220 220 220 220 220 

1 0 0 过 0 De 

220 220 220 220 

15 12 27 

? 30 220 和 9 220 

1 是 

0 0 0 

q 220 220 

， 56 112 48 4 
td 220 220 220 220 
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例 lb 假设 某 个 社区 内 , 15% 的 家 庭 没 有 小 孩 , 20% 的 家 庭 有 一 个 小 孩 , 35% 
的 家 庭 有 两 个 小 孩 , 30% 的 家 庭 有 3 个 小 孩 . 而 且 , 进一步 假定 每 个 家 庭 里 的 每 个 
孩子 为 男孩 或 女孩 的 可 能 性 是 一 样 的 ( 且 独 立 ). 如 果 从 这 个 社区 内 随机 抽取 一 个 
家 庭 , 令 B 表示 这 个 家 庭 的 男孩 数 , 令 G 表示 该 家 庭 里 女孩 数 , 那么 它们 的 联合 分 
布 列 如 表 6.2 所 示 . 

由 这 些 概率 得 到 : 


P{B=0,G =0} = P{ 没 有 孩子 } = 0.15 


P{B=0,G=1} = P{1 个 孩子 且 为 女孩 } 
= P{1 个 孩子 } P{1 个 女孩 1 个 孩子 } = 0.20 x 3 


P{B =0,G = 2} = P{ 2 个 孩子 且 都 为 女孩 } 
二 P{2 个 孩子 }P{2 个 女孩 |2 个 孩子 } = 0.35 x (3) 
表 6.2 中 其 余 概 率 的 验证 留 给 读者 . 四 


表 6.2 P{B=i,G=j} 


1 2 3 行 和 : P{B = 让 


0 0.15 0.10 0.0875 0.0375 0.3750 
1 0.10 0.175 0.1125 0 0.3875 
2 0.0875 0.1125 0 0 0.2000 


和 0.0375 0 0 0 0.0375 
列 和 : P{G = 让 0.3750 0.3875 0.2000 0.0375 


我 们 称 X 和 Y 是 联合 连续 (jointly continuous) 的 , 如 果 存 在 一 个 对 任意 z,y 


定义 的 函数 f(z,y), 有 以 下 性 质 : 对 任意 实数 对 集合 C( 也 即 C 是 两 维 空间 里 的 集 
合 ), 有 


Por) ec}= {| ftwaray (1.3) 
(zy)EC 
函数 f(z,y) 称 为 XX 和 YY 的 联合 密度 函数 (joint probability density function). 如 果 
4 和 B 为 任意 实数 集 , 定义 C = {(z,y) : ze 4,y e B}, 通过 公式 (1.3) 可 以 看 出 : 


P{Xe4YeB}= 站 | se dzdy (1.4) 
B 
因为 
b a 
F(a,b) = P{X € (—00,a),Y € (—00,b)} = 人 了 人 f(z,y) drdy 
只 要 偏 导数 有 定义 就 可 得 : 
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fla,b) = Br, b) 


可 以 从 另 一 个 角度 来 理解 连续 密度 函数 的 定义 , 利用 (1.4) 式 , 可 得 到 公式 


btdb patda 
Pla<x<atdmb<Y <b+dd}= / 1 f(z,y)drdy ~ fla,b)dadb 
b a 


其 中 da 和 db 很 小 , 且 f(z,y) 在 (a,b) 处 连续 . 因此 , f(a,6) 表示 为 随机 向 量 (X,Y) 
取 值 于 (a,6) 附近 的 可 能 性 . 


如 果 X 和 了 为 联合 连续 的 , 则 它们 各 自 都 连续 . 它们 各 自 的 密度 函数 可 以 如 
下 得 到 : 


P{X€ A}= P{XEA,Y €(-o0,0%0)}= [fravar = /far 
其 中 
PaD= /fea 
是 X 的 密度 函数 . 类 似 地 , Y 的 密度 函数 如 下 : 
t= fonar 


例 lc 设 X 和 Y 的 联合 密度 函数 为 : 
2e-ze-2z 0<z<oco,0<y<oo 
f(z,y) = { 其 他 
计算 : (a) P{X >1,Y <1}; (b) P{X <Y}; (c) P{X < oj. 
解 : (a) 


1 oo 
PIX>LY <1}= / / 2e-*e-2y dzdy 
0 1 


1 1 

= 人/ 2e-2(-e-z| )dy = Coy 2e-2dy =e-!(1—e-?) 

0 0 
(b) 
00 y 
P{X<Y}= // 2ero mdrdy = 人 人/ 2e-ze-2ydzdy 
0 0 
(z,y):z<y 


oa oo oo 二 
二 2e-2(1 一 ev)dy 一 / 2e-2Y dy 一 人 2e-3Ydy=1—=== 

0 0 0 3 3 
(9 


a joo a 
P{X<a}= 人/ [ 2e-2ye *dydz= [ edr=1—e® 
oo 0 
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y 例 1d 考虑 一 个 半径 为 R 的 圆 , 按 
如 下 方式 随机 从 圆 内 选 一 点 : 落 在 圆 内 任 
一 区 域内 的 概率 只 与 这 个 区 域 的 面积 有 
关 , 与 该 区 域 在 圆 内 位 置 无 关 (也 即 该 点 
在 圆 内 服从 均匀 分 布 )， 如 果 令 圆心 表示 
原点 , 且 令 X 和 Y 表示 该 点 的 坐标 (如 
6.1). 既然 (X,Y) 落 在 圆 内 任 一 点 附 
近 的 概率 都 是 一 样 的, X 和 Y 的 联合 密 
度 函 数 为 


f(zy) c 如 果 z?+y? < R? 
z,Y) = 
0 如 果 z2 +3y2 > R2 


图 6.1 联合 概率 分 布 


(a) 求 常数 c; (b) 计算 X 和 Y 的 边缘 密度 函数 ; 
(e) 求 原点 到 该 点 的 距离 D 小 于 等 于 a 的 概率 ，(d) 计算 EI[D]. 
解 : (a) 利用 密度 的 性 质 


[feweer=! 


c dydz =1 
z+ SR 
我 们 可 以 利用 极 坐标 计算 /s,s<ra dy dz 的 值 . 也 可 以 用 更 简单 的 办 法 , 注意 到 
它 表 示 的 就 是 半径 为 R 的 圆 的 面积 , 因此 等 于 xR?, 从 而 
1 


站 志 


可 得 


a 
四 
paD= fy 

= 志 帮 dy ”其 中 c= VR 一 z 


=- 和 Rn 2<R? 
开 


当 z2 > R? 时 , 它 等 于 0. 利用 对 称 性 可 知 , Y 的 边缘 密度 为 
2 
VER- VSR 
fy = 1 
0 >R 


(G) 原点 到 该 点 的 距离 D = VXz 十 75 的 分 布 函数 可 以 如 下 得 到 , 对 于 0 < 
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axgR, 有 
Fo(a) = P{VX?+Y?<a}= < +Y? < a?} 
dd Ta2 
f(z,y) dydz = Ra dbdz= 25 = 号 
YA ny 


其 中 用 到 了 事实 J1 .va<aa dy dz 为 半径 为 a 的 圆 的 面积 , 其 值 为 xa?. 


(g) 从 以 上 (6) 可 以 得 到 D 的 密度 函数 为 
fp( 中 = 落 0<a<R 
因此 ， 


R 
alpl= 吝 人 ada= 人 国 


例 le X 和 YY 的 联合 密度 为 


fz) @-(z+y) 0<r<o%, 0<y<o0 
TY)= 

其 他 
求 随机 变量 X/Y 的 密度 函数 . 


解 : 先 来 计算 X/Y 的 分 布 函数 . 对 于 a > 0, 有 


Fx/y(a) = P{¥ <0}= J e-(sty) dzdy = 大 大 er-(z+b) dzdy 


Z/VSa 
00 RCR _ e-(atDy a 1 
eh IT 
对 Fxyy(a) 求 导 可 得 到 X/Y 的 密度 函数 fxjy(a) = 1/(a+ 1)2,0 < a < oo. 四 


我 们 也 可 以 用 和 n = 2 时 同样 的 方法 定义 n 个 随机 变量 的 联合 分 布 . 比如 , n 
个 随机 变量 X1, X2,… , Xn 的 联合 分 布 函数 定义 为 


F(al,aaz,… ,an) = P{X1 < a1, X2 < az , Xn < an} 
而 且 , X1,… ,Xn 称 为 联合 连续 的 , 如 果 存在 一 个 函数 f(z1,… ,zn), 对 于 n 维 空 
间 里 的 任意 集合 C, 满足 下 列 条 件 : 


P{(X1, Xa,… ,Xn) EC} = [f/f f(z sn) dri dr2 dzn 
(z1.° ,Tn)EC 


f(z1,…, Tn) 称 为 X1,…, XX 的 联合 密度 函数 . 特别 , 对 于 n 个 实数 集 A1, 42,…, 4n， 
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有 


P{X1 € Ai, X2 € 42 ,Xn € An} 


=/ /7 fess sn) de drs am 
ny An—i Ai 


例 1f (多 项 分 布 ) 多 项 分 布 是 很 重要 的 联合 分 布 之 一 , 它 经 常 出 现在 进行 n 
次 独立 重复 试验 当中 . 假设 每 次 试验 都 有 种 可 能 结果 , 各 自 概率 分 别 为 p1,p2,……… ， 
Pr, 沁 jr_1Pi = 1, 令 Xi 表示 n 次 试验 中 第 i 个 结果 出 现 的 次 数 , 那么 

POG ni Xo =n Kr me) = pp (15) 

其 中 Dini=nnmi>0,i= 1 ,rr 

现在 来 解释 (1.5) 式 . 记 n 次 试验 结果 为 ( 记 ,i2,…,in), 其 中 i 取 值 于 {1,2,…， 
r} (这 里 我 们 记 数 字 i 表示 第 i 种 结果 i = 1,.… ,7), 表示 第 j 次 试验 的 试验 结果 . 
车 订 ,… ,in 中 有 ma 个 1,… ,nr 个 7, 则 由 试验 的 独立 性 可 知 

P{(iee ,in)} = pT pr 
事件 {Xi = ni,.… ,Xr = nr} 可 作 如 下 分 解 : 
{X1=n1 ,Xr =nr} = U{(, ,in)} 
其 中 事件 求 和 号 是 表示 对 一 切 (1,… ,in) 求 和 , 其 中 (人 ,in) 中 有 ma 个 1,…， 
nr 个 7. 利用 概率 的 性 质 可 知 
P{X1 =n ,Xr =nr} = Pei)}= 2 ee pr" 

显然 求 和 的 项 数 为 n!/(n1!…n.!). 这 样 , 我 们 得 到 (1.5) 式 . 以 (1.5) 式 为 联合 分 
布 列 的 联合 分 布 称 为 多 项 分 布 . 注意 , 当 r=2 时 , 多 项 分 布 就 退化 为 二 项 分 布 

再 次 说 明 , 对 {X1,X2,… ,Xr} 的 任何 子 集 求 和 , 这 个 和 都 具有 二 项 分 布 . 也 
就 是 说 , 若 NC {1,2,… ,7}, 则 并 ;ev Xi 将 是 二 项 随机 变量 , 参数 为 n 和 P = 
了 iew 已. 这 是 因为 部,ew Xi 表示 n 次 试验 中 , 结果 属于 N 的 试验 次 数 , 每 个 试 
验 独立 且 出 现 这 个 结果 的 概率 是 > ,ex Pi 

作为 多 项 分 布 的 应 用 , 考虑 撕 一 枚 均匀 的 散 子 9 次 , 那么 1 出 现 3 次 ,2 和 3 
各 出 现 2 次 , 4 和 5 各 出 现 1 次 , 6 不 出 现 的 概率 为 


sama d) (GB) OG) aa) 
6.2 ”独立 随机 变量 
随机 变量 X 和 了 称 为 独立 的 (independent), 如 果 对 任意 两 个 实数 集 4 和 B， 
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有 
P{X EA,Y €B}=P{XEA}P{Y eB} (2.1) 
也 就 是 说 , 如 果 对 所 有 的 4 和 B, 事件 Ba = {Xe 4} 和 Fs = {Y € B} 是 独立 
的 , 那么 随机 变量 X 和 Y 独立 . 
利用 概率 的 三 条 公理 可 知 , 公式 (2.1) 成 立 当 且 仅 当 对 所 有 a,b, 有 
P{X<aY <b}=P{X<a}P{Y < 0b} 
因此 , 利用 X 和 Y 的 联合 分 布 函 数 F, 我 们 有 , 如 果 
F(a,b) = Fx(a)Fy(b) ”对 所 有 的 a,b 成 立 
则 X 和 Y 独立 . 当 X 和 Y 为 离散 型 随机 变量 时 , 独立 的 条 件 (2.1) 等 价 于 
p(z,Vy) =Dx(z)py(y) 对 所 有 的 z,y (2.2) 
上 述 结论 成 立 是 因为 如 果 (2.1) 成 立 , 那么 令 4 和 B 分 别 表示 单 点 集 4= {z} 和 
B={y), (2.1) 式 就 变 成 了 (2.2) 式 反之 , 如 果 (2.2) 式 成 立 , 那么 对 任意 集合 4, B， 
有 


P{Xe4YeB}=》 5 p(y) = > px(z)py( 


vEBzEA vyEBzEA 


= Dpr(y) Dpx(z) = P{Y € B}P{X € A} 
ZE 


yeEB 

这 样 就 证 明了 公式 (2.1) 式 的 成 立 . 

在 X,Y 联合 连续 的 情形 下 , 独立 的 条 件 等 价 于 

f(z,y) = fx(z) fy(y) 对 所 有 的 zy 

因此 , 粗略 地 说 , 如 果 知 道 其 中 一 个 变量 的 取 值 并 不 影响 另 一 个 变量 的 分 布 , 则 
两 个 变量 就 相互 独立 . 不 独立 的 随机 变量 称 为 相依 的 (dependent). 

例 2a 考虑 进行 ”+ mm 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 如 果 X 表示 
前 n 次 试验 成 功 的 次 数 , Y 表示 后 m 次 试验 成 功 的 次 数 , 那么 X 和 Y 是 独立 的 ， 
因为 知道 了 前 n 次 试验 中 成 功 的 次 数 并 不 影响 后 m 次 试验 中 成 功 次 数 的 分 布 ( 因 
为 假设 试验 是 独立 的 ). 事实 上 , 对 于 整数 > 和 y, 有 


P{X=z,Y =Yy} 
= ra- (Pa-nD" ossm<ysm 
= P{X =z}P{Y = 


但 是 , X 和 2 是 相依 的 , 其 中 2 表示 在 n+ m 次 试验 中 总 的 成 功 次 数 (为 什 
么 ?). nm 
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例 2b 假设 某 一 天 内 进入 邮局 的 人 数 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 , 证 明 : 如 
果 每 个 进入 邮局 的 人 为 男性 的 概率 为 p, 为 女性 的 概率 为 1 - p, 则 进入 邮局 的 男人 
数 和 女人 数 是 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 , 它们 的 参数 分 别 为 Xp 和 X(1 一 杂 . 


解 : 令 X 和 了 分 别 表 示 进入 邮局 的 男人 数 和 女人 数 . 为 证 明 X 和 Y 独立 ， 
只 需 证 明 (2.2) 式 成 立 . 利用 全 概 公式 ， 


P{X=%,Y=j)}=P{X=iY =jlX+Y =i+j}P{X+Y =i+j} 
+P{X=iY =jX+Y i+j}P{X+Y #i+) 
(读者 应 该 注意 到 该 公式 仅仅 是 公式 P(E) = P(EIF)P(F) + P(EIF°)P(F°) 的 特 
例 .) 由 于 P{X =iY =j|X 十 Y 关 i+ 站 显然 为 0, 我 们 可 以 得 到 
P{X=%,Y=j}=P{X=%Y=jX+Y=i+j}P{X+Y=i+j} (2.3) 
现在 , 因为 X +Y 是 进入 邮局 的 总 人 数 , 根据 假设 
P{X+Y =i+ 办 = 全 
而 且 , 在 给 定 i+ ; 人 进入 邮局 的 情况 下 , 既然 每 个 进入 邮局 的 人 为 男性 的 概率 为 
p, 因此 , 正好 有 i 个 是 男性 ( 且 正 好 有 j 个 女性 ) 的 概率 (* +7)pi(1 一 可 7， 即 


(2.4) 


P{X=%Y =jX+Y =i+j)} = (pt 一 中 (2.5) 
将 公式 (2.4) 和 (2.5) 代入 式 子 (2.3), 可 得 


PE (ppe 


(i+i)! 
a "Qo Oo ha -np = OP) ean 2 (2.6) 
因此 
Px? (2.7) 
类 似 地 有 . 
P{Y = 办 = en (2.8) 


(2.6) 式 、(2.7) 式 和 (2.8) 式 说 明了 所 求 结 果 - 
例 2c 某 男 和 某 女 决定 在 某 个 地 点 见面 . 如 果 每 个 人 到 达 的 时 间 是 独立 的 ， 时 
在 中 午 12 点 到 下 午 1 点 之 间 均 匀 分 布 , 求 先 到 的 人 需要 等 待 10 分 钟 以 上 的 概率 . 
解 : 令 XX 和 YY 分 别 表示 该 男 和 该 女 到 达 的 时 间 , 以 分 钟 为 单位 , 以 中 午 12 点 
为 起 点 . 那么 X 和 Y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 均 服从 (0,60) 上 的 均匀 分 布 . 所 
求 概率 为 P{X+10 < Y}+ P{Y+10 < X}. 根据 对 称 性 , 它 等 于 2P{X+10 < YY}. 
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如 下 得 到 : 
2p{x +10<Y}=2 /1 fewarey=2 {|f fx(afv Warey 


z+1l0<y z+l0<y 


VI LA 2 人 25 
=2 工 ) drdy= 7 _10)dy= 2 
大 [ (WH) /0 


下 面 的 例子 是 一 个 有 关 几 何 概率 的 古老 问题 . 它 首先 由 18 世纪 的 博物 学 家 注 
丰 提 出 并 解决 , 通常 称 为 蒲 丰 投 针 问题 . 

例 2d ( 薄 丰 投 针 问题 ) 桌面 上 画 着 一 些 平行 线 , 它们 之 间 的 距离 都 是 D, 向 
此 桌面 上 随意 投掷 一 长 度 为 工 的 针 , 其 中 工 < DD, 问 此 针 与 桌面 上 的 某 一 根 平行 线 
相交 的 概率 是 多 大 ( 另 一 种 可 能 是 此 针 正 好 在 某 两 条 平行 线 之 间 )? 

解 : 从 针 的 中 点 向 距离 该 点 最 近 的 一 
条 平行 线 引 一 条 垂直 线 , 设 这 条 垂 线 的 长 
度 为 X. 又 设 针 与 这 条 垂直 线 的 夹 角 为 9. > 
这 样 , 垂直 线 、 平 行 线 以 及 针 所 在 直线 会 
形成 一 个 直角 三 角形 ( 见 图 6.2). 如 果 直 
角 三 角形 的 斜 边 长 小 于 L/2 时 , 针 会 与 这 
下 淋 吉 篇 相交 也 即 , 若 


L L 
< 或 X<Fcos0 


则 针 与 这 一 条 平行 线 相交 . 注意 X 是 一 个 取 值 于 0 到 D/2 之 间 的 随机 变量 ， 
6 是 一 个 取 值 在 0 到 /2 之 间 的 随机 变量 . 关于 X 和 0, 很 自然 地 假定 它们 是 相 
互 独立 的 , 并 且 在 各 自 取 值 范围 内 均匀 分 布 . 因此 

P{X < Feos0} = / fx(z)foly) drdy 


X<L/2cosy 


4 /2 bla 
-十 人 人/ u- 训 三 “esyty= 所 a 

例 2e ( 正 态 分 布 的 特征 ) 令 X 和 了 分 别 表示 子 弹 的 弹 着 点 与 靶 心 目标 的 水 
平和 竖 直 偏差 , 且 假设 

1. X 和 YY 为 具有 可 微 密度 函数 的 独立 的 连续 随机 变量 ; 

2. X 和 Y 的 联合 密度 f(z,y) = fx(z)fy(y) 作为 (z,y) 的 函数 只 依赖 z2 十 妇 
的 值 . 

更 直观 地 说 来 , 第 2 个 假设 说 明了 子弹 落 在 > 一 平面 的 概率 取决 于 弹 着 点 与 
目标 点 的 距离 , 而 与 弹 着 点 相对 于 目标 的 方位 无 关 . 第 2 个 假设 的 另 一 个 等 价 的 说 
法 是 联合 密度 函数 相对 于 旋转 是 不 变 的 . 

下 面 的 说 法 是 令 人 感 兴趣 的 : 由 上 述 两 个 假设 可 推 得 X 和 Y 为 正 态 随 机 变 


图 6.2 薄 丰 投 针 
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量 . 为 了 证 明 这 点 , 首先 注意 到 由 假设 可 得 


f(z,9) = fx(z)fy(y) = 9(z? +y) (2.9) 
(2.9) 式 两 边 对 z 求 导 , 可 得 
fx(z)fy(y) = 279' (z+) (2.10) 


用 式 (2.9) 去 除 (2.10), 得 到 
fx(z) _ 2zg'(z2 十 好) 
fx(z) 9g(z2 十 22) 


或 

4 ( / 2 二 2 
ee -人 + Cy 
(2.11) 式 的 左边 仅 与 x 有 关 , 而 (2.11) 式 的 右边 仅 与 zz +y? 有 关 . 由 此 可 以 
推出 左边 对 任意 z 来 说 都 是 等 值 的 . 为 了 证 明 这 点 , 考虑 任意 z1,z2, 取 y1,y2 使 

其 满足 条 件 zz 十 y= 3 十 组, 那么 , 从 (2.11) 式 可 得 

fx(z1) _ g(r +Y) _ gz3+y) _ _fx(z2) 
2z1fx(z1) g(ri+y) glz3+y2) 272fx(z2) 


因此 ， 


站 @ =。 或 蕊 由 xc)=c 
对 两 边 积分 可 得 
mxga=a+ 守 或 产 加 =keee 
由 于 /7x(ojdz = 1 e 必然 为 负数 , 可 将 c 写成 = -1/o2, 即 
Jx(a) = ke 


也 即 , X 为 一 正 态 随 机 变量 , 参数 为 上 = 0 和 o?. 类 似 地 , 对 于 fy(y) 可 证 明 
1 


fy- 
再 利用 第 二 个 假设 可 知 o? = 5?. 因此 X 和 Y 为 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 , 其 
参数 为 =0 和 o?. 中 


X 和 YY 相互 独立 的 一 个 充分 且 必 要 的 条 件 是 : 联合 密度 函数 (离散 情形 下 为 
联合 分 布 列 ) f(z,y) 可 以 分 解 成 两 部 分 , 其 中 一 部 分 仅 与 > 有 关 , 另 一 部 分 仅 与 y 
有 关 . 


命题 2.1 连续 型 (离散 型 ) 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 , 当 且 仅 当 其 联合 
密度 函数 (联合 分 布 列 ) 可 以 写成 


fx,r (7,Yy) = h(z)g(y) —o0<z<0%,-0<y<o% 
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证 明 : 我 们 给 出 连续 情形 下 的 证 明 . 首先 注意 到 独立 意味 着 X 和 了 的 联合 
密度 函数 等 于 其 各 自 边缘 密度 函数 的 乘积 , 因此 , 当 X 和 了 独立 时 , 上 述 因 式 分 
解 是 成 立 的 . 现在 , 假定 fx,y(z,y) 具有 下 列 分 解 式 


fx,r (zy) = h(7)g(y) 
利用 联合 密度 函数 的 性 质 可 知 
1= 广 广 preanazu= 广 ha 大 三 go 由 =cics 
其 中 C1 = JP hz)dr, C2 = /人 %g(y) dy. 这 样 


庆 四 = seven = Chl) p= ferede = cg 
又 由 C1C2 = 1 可 以 得 到 
Jxy(z,y) = fx(z)fy(y) 
这 样 就 完成 了 充分 性 的 证 明 , 命题 得 证 . 0 
例 2f 设 X 和 Y 的 联合 密度 函数 为 
Ge-2re-3Yy 0<r<o%0<y<% 
f(z,y) = 
了 { 其 他 
这 两 个 随机 变量 是 否 独立 ? 如 果 联 合 密度 函数 如 下 呢 ? 
Pr 24zy 0<z<1l0<y<10<z+y<1 
， 其 他 
解 ， 第 一 种 情况 下 , 联合 密度 函数 可 分 解 因 式 , 因此 随机 变量 X 和 Y 相互 独 
立 (其 中 一 个 为 速率 和 二 2, 另 一 个 为 速率 和 = 3 的 指数 分 布 ). 第 二 种 情况 下 , 因为 
联合 密度 函数 非 零 的 区 域 不 能 写成 = e 4,y e B 的 形式 , 联合 密度 函数 不 能 进行 
因 式 分 解 , 因此 , 随机 变量 X 和 Y 并 不 独立 . 通过 如 下 方式 更 容易 看 出 这 一 点 , 令 
1 0<z<1l0<y<10<z+y<1 
T(z,y) = 
0 其 他 
那么 联合 密度 函数 可 写 为 
f(z,y) = 24zyT(z, 2 
很 显然 , 以 上 不 能 分 解 成 分 别 仅 与 > 和 仅 与 y 有 关 的 两 个 因子 四 
当然, 对 于 两 个 以 上 的 随机 变量 , 也 可 以 给 出 独立 性 的 定义 .一 般 来 说 , n 个 


随机 变量 X1, X2,… , Xn 称 为 独立 的 , 如 果 以 下 条 件 满足 : 对 于 任何 实数 集合 A1， 
A2,… ,An, 有 
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n 
P{X1 € A1, X2 € A2,.. ,Xn € hn}= [IP{X:e A:} 


首先 , 可 以 证 明 上 述 条 件 等 价 于 
PR < a1, Xs < az ,Xn < an} 


=]]P{Xi < oj ”对 所 有 的 @1,0a2,… ,an 
el 


t=l 


最 后 , 对 于 无 限 个 随机 变量 的 独立 性 可 以 这 样 定义 的 : 如 果 其 中 任意 有 限 个 随机 变 
量 都 相互 独立 , 那么 称 这 无 限 个 随机 变量 是 相互 独立 的 . 

例 2g (计算 机 怎样 选择 随机 子 集 )” 大 部 分 计算 机 都 有 内 置 程序 , 用 以 产生 或 
模拟 (0, 1) 上 的 均匀 随机 变量 的 值 (或 称 随机 数 ). 作为 应 用 , 计算 机 很 容易 模拟 示 
性 随机 变量 ( 伯 努 利 随 机 变量 ). 设 I 是 一 个 示 性 随机 变量 , 即 


P{I=1}=p=1- P{I=0} 
计算 机 产生 一 随机 数 U((0, 1) 上 的 均匀 随机 数 ), 令 


1U<p 
0U>p 


就 模拟 得 到 示 性 随机 变量 7. 现在 我 们 希望 从 {1,2,… ,n} 中 选择 上 个 对 象 ,使 得 
人 和) 种 不 同 的 组 合 都 有 相同 的 机 会 被 取 上 . 我 们 用 (i1,i2,… , 训 ), 其 中 性 = 0 或 1(0 
表示 数字 7 没 被 选 上 , 1 则 表示 选 上 ), j = 1,2,… ,n, 宛 ?_1 和 = 表示 个 对 象 的 
一 种 选择 结果 . 令 (1,… , 1.) 表示 大 个 对 象 的 一 个 随机 选择 , 且 使 得 {1,2,… ,nn} 
的 (”) 种 不 同 的 个 元 素 的 组 合 都 具有 相同 的 机 会 被 选中 , 即 (，,… , 1) 的 分 布 
列 满足 


P{( 1) = (i ,in)} = 1/ (从 
其 中 订 ,… ,in 取 值 于 {0,1}, 并 ”it =k. 利用 条 件 概率 公式 
P{(D, ,Tn) = (i ,in)} 
=P{h =i}P{(l, ,In) = (iin)|m =i} 
=P{h =i}P{h =iolh =i}P{(la, ,1) = (is in)|h = =i2} 


=P{h =i}P{R =islh =i}P{B =islh =i, =i} 
P{In =in|hi =i, ,In-1 = in-1} 


@ 此 例 在 讲解 顺序 上 做 了 调整 , 作者 先 讲述 事件 模拟 的 方法 , 再 在 后 面 补充 事件 的 概率 的 求法 . 译 者 
先 说 明 事件 的 概率 , 然后 讲述 模拟 方法 , 此 法 较 符合 大 家 的 思维 习惯 . 一 一 译 者 注 
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其 中 , hh =i 表示 , 比如 , 当 ij = 1 时 , 从 集合 {1,2… ,n} 中 随机 地 抽 大 个 对 象 , 1 
被 抽 中 这 一 事件 . 因此 , P{h = 1} =k/n,P{ =0} = (n 一 及 )/n. 现在 求 条 件 分 布 
P{J2 =izln = 和 1}, 有 

P{h =1n =1}= 四 P{h=0n =1}= 2 
上 式 中 第 一 个 概率 是 1 已 经 选中 的 情况 下 , 2 被 选中 的 概率 . 由 于 1 已 经 选中 , 剩 
下 还 需 选 一 1 个 对 象 , 在 {2,… ,mn} 中 2 被 选中 的 概率 显然 是 (k 一 1)/(n 一 1). 综 
合 以 上 分 析 , 对 于 h, I2 的 分 布 , 我 们 有 如 下 结论 : 


| = io=1 
P{lh =i} = P{ =izlh =i} = ; 
il =0 1- 和 


ki ， 
n I Pr Wt 
对 于 一 般 的 4, 我 们 有 
大 一 (和 十 … 十 订 宝江 全 
PUT 
1-— Cin=0 


有 了 上 述 的 条 件 概率 公式 , 我 们 就 可 以 利用 模拟 的 方法 模拟 上 述 五 ，… , In， 首先 
产生 n 个 相互 独立 的 (0,1) 上 随机 数 U1,… ,Un. 定义 


1 et 
五 = n 
0 其 他 


1 <*-L 
Lh= n-—l 


0 其 他 


dh 
1 Un<t (五 十 … 十 五) 
Tin= 


n-l 
0 其 他 


n-1 
0 其 他 
如 此 产生 的 (,… , 1), 其 条 件 分 布 就 是 所 要 求 的 条 件 分 布 , 且 其 联合 分 布 满足 
PC I) = nein)} =1/ (2) 


| Un, < + +I) 
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注释 “上述 提 供 的 方法 并 不 需要 很 多 的 内 存 . 10.1 节 将 介绍 一 个 更 快 的 算法 ， 
但 要 求 更 多 的 内 存 (10.1 节 介绍 的 算法 利用 随机 排列 的 后 面 k 个 元 素 ). 四 

例 2h 令 X,Y,2 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 且 相 互 独立 , 求 P{X >Y2}. 

解 : 因为 

fx,y,z(T,y,2) = fx(z)fy(Yfz(2)=1 0<z<xlbo<sy<lo<z<1l 
我 们 有 


Pix>r2)=/ / era deads = {erover 
zy 


=[ fa-waa= (a=3 四 


例 2i (半衰期 的 概率 解释 ) 令 N(t) 表示 某 矿物 中 放射 性 裂变 物质 在 时 刻 t 的 
含量 . 所 谓 半衰期 是 一 个 由 经 验 确定 的 量 . 放射 性 物质 随时 间 的 变化 规律 如 下 : 
Nt)=2-thN(O) t>0 
注意 到 N(h) = N(0)/2. 其 中 h 就 称 为 半衰期 . 由 N(t) 的 规律 可 知 
N(t+s) =2-(+0)/AN(0) = 2-t/AN(s) 
因此 , 不 管 已 经 消耗 了 多 少时 间 , 在 未 来 的 时 间 t 内 , 这 种 物质 的 裂变 规律 都 是 按 
2-t/4 的 因子 减少 . 

这 个 规律 是 通过 对 包含 海量 分 子 的 放射 性 物质 的 观测 得 到 , 它 看 来 与 某 种 概率 
解释 相 吻 合 . 由 于 裂变 物质 的 比例 不 依赖 于 物质 的 总 量 , 也 不 依赖 于 裂变 时 间 区 段 
的 位 置 (N(t + s)/N(s) 与 N(s) 和 s 均 无 关 ), 这 样 可 以 认为 各 裂变 个 体 的 寿命 是 
相互 独立 的 , 并 且 是 公共 分 布 为 无 记忆 的 寿命 分 布 . 而 唯一 的 无 记忆 的 寿命 分 布 为 
指数 分 布 . 由 于 裂变 物质 的 半衰期 为 h, 我 们 建立 下 列 概率 模型 . 

半衰期 h 的 概率 解释 : 各 放射 性 裂变 分 子 的 寿命 分 布 为 相互 独立 的 指数 分 布 ， 
分 布 的 中 位 数 为 h, 记 工 为 裂变 分 子 的 寿命 , 则 


P{L<t}=1-2-/ 
由 上 式 看 出 P{L < h} = 1/2 , 同时 上 式 又 可 写成 
PL < -1-op{ -t- 时 } 


这 说 明 工 的 分 布 确 是 指数 分 布 , 并 且 中 位 数 为 h. 


现在 假设 在 时 刻 0 具有 N(0) 个 分 子 , 在 时 刻 上 具有 N(t) 个 分 子 . 实际 上 , 每 
一 个 分 子 在 时 刻 t 时 存活 的 概率 为 p = 2-*, 这 样 N(t) 是 一 个 二 项 随机 变量 , 参 
数 为 n= N(0), p = 2-*/*. 第 8 章 将 说 明 , 当 考 虑 含 海量 分 子 的 放射 性 物质 在 一 定 
时 间 框架 下 进行 衰减 时 , 半衰期 实际 上 与 一 个 确定 的 模型 相 联系 . 然而 当 考 虑 确定 
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数量 的 放射 性 元 素 时 , 确定 模型 的 解释 与 概率 模型 解释 的 区 别 就 很 明显 了 . 

现在 我 们 来 讨论 质子 的 虹 变 问题 . 关于 质子 的 虹 变 问题 是 有 所 争论 的 . 根据 一 
种 理论 预测 质子 的 半衰期 为 h = 1039 年 . 为 了 对 此 理论 进行 检验 , 有 人 建议 观察 大 
量 的 质子 , 看 它们 在 一 两 年 内 有 没有 赔 变 .( 显 然 不 可 能 观察 1039 年 之 后 再 看 它们 是 
否 有 一 半 赔 变 , ) 现在 假定 观察 N(0) = 103 个 质子 , 观察 期 为 C 年 . 利用 确定 模 
型 得 到 


1—2-°/h 
Uh 
由 于 =10-* ~0 
= lim(c2- “In2) 由 洛 必 达 法 则 
=cln2 ~ 0.6931c 
例如 , 在 2 年 中 预计 将 会 有 1.3863 个 质子 赔 变 . 但 是 如 果 在 2 年 内 没有 观察 


到 一 个 质子 赔 变 , 那 对 于 原来 的 假设 (1030 年 中 会 有 一 半 的 质子 赔 变 ) 是 一 个 极 大 
的 打击 . 
现在 我 们 用 概率 模型 来 比较 这 一 结论 , 我 们 观察 h 个 质子 , 共 观 察 C 年 . 由 于 
h 相当 大 (1030), 每 个 质子 在 C 年 内 虹 变 的 概率 非常 小 . 这 样 , 在 C 年 内 虹 变 的 质 
子 数 具有 泊 松 分 布 , 其 参数 np =h. (1 - 2-“/) 汪 1/2*. 这 样 
P{0 个 赔 变 } = ereln2 = erln(27) = 1/2e 


N(0) - N(c) = h(1 — 2-°/*) = 


1 一 2 一 


~ lim 
一 0 


一 般 情况 下 ， 
Ptn 个 赔 变 } = 2 En 和。 nm>0 

这 样 , 尽管 在 2 年 内 蜡 变 的 质子 平均 数 为 1.3863( 由 确定 性 模型 得 到 ), 但 利用 
随机 模型 得 到 2 年 内 没有 观察 到 质子 昱 变 的 概率 为 1/4. 这 个 结果 不 能 推翻 原来 的 
关于 质子 的 半衰期 为 103 年 的 假设 . 四 

注释 “独立 性 是 一 个 对 称 关系 .X 和 Y 相互 独立 是 指 它们 的 联合 密度 (在 离散 
情况 下 的 联合 分 布 列 ) 是 它们 各 自 密度 (概率 ) 的 乘积 . 因此 , X 独立 于 Y 与 Y 独 
立 于 X 或 者 XX、Y 相互 独立 是 完全 相同 的 意思 . 我 们 在 考虑 X 是 否 独立 于 Y 的 
时 候 , 必须 考察 Y 的 值 的 改变 , 是 否 会 改变 X 的 条 件 分 布 . 有 时 候 , 我 们 不 能 很 直 
观 地 作出 判断 . 但 是 车 把 X 和 Y 的 地 位 对 调 过 来 , 考虑 Y 是 否 独立 于 X, 此 时 间 
题 变 得 十 分 明显 . 下 面 的 例子 就 说 明了 这 一 道理 . 

例 “名 为 “Craps” 的 撞 般 子 游戏 规定 每 次 抛 撞 两 颗 般 子 , 若 第 一 次 两 颗 秘 
子 的 点 数 之 和 为 4 此 时 玩家 必须 继续 抛 振 这 两 颗 般 子 , 直到 出 现 点 数 之 和 为 4 或 


@ 在 第 8 章 中 , 我 们 将 介绍 大 数 律 . 大 数 律 正好 说 明 和 ~p = 二 2-t/2. 由 于 N(0) 和 N(t) 都 是 
很 大 , 可 以 认为 N(t) 二 2-t/hN(0). 一 一 译 者 注 
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7 为 止 . 如 果 最 后 掷 出 的 点 数 和 为 4, 那么 玩家 赢 , 如 果 为 7, 则 玩家 输 . 为 了 更 好 地 
了 解 游戏 中 某 些 量 之 间 的 关系 , 我 们 将 这 个 游戏 简化 为 下 列 掷 般 子 试验 . 每 次 搁 两 
颗 般 子 , 直到 出 现 两 颗 般 子 的 点 数 之 和 为 4 或 7 为 止 . 令 N 表示 试验 停止 的 时 候 ， 
所 投掷 的 次 数 . 令 X 表示 最 后 一 次 投 搓 的 点 数 之 和 (或 者 4 或 者 7). 那么 N 是 否 
与 X 独立 ? 也 即 , 知道 了 X 的 值 , 会 不 会 影响 NN 的 分 布 ? 很 多 人 并 不 能 从 直觉 找 
到 这 个 问题 的 答案 . 然而 , 如 果 我 们 换个 角度 问 X 是 否 独立 于 N, 也 即 , 知道 了 头 
一 次 出 现 点 数 之 和 为 4 或 7 时 的 抛掷 次 数 , 会 不 会 影响 到 该 点 数 之 和 究竟 是 4 (或 
是 7) 的 概率 ? 举例 来 说 , 假设 我 们 已 经 据 了 n 一 1 次 般 子 , 各 次 均 未 出 现 点 数 之 和 
为 4 或 7, 但 第 n 次 出 现 了 4 或 7. 现在 问 n 的 值 会 不 会 影响 到 X = 4 或 X=7 
的 概率 .当然 不 会 , 因为 所 关心 的 为 4 或 7, 而 前 n 一 1 次 抛 丘 既 没 出 现 4 也 没 出 
现 7 这 一 事实 不 会 改变 第 n 次 抛掷 的 概率 . 因此 , 我 们 可 得 出 X 独立 于 N, 或 者 
等 价 地, N 独立 于 X 的 结论 . 

另 一 个 例子 , 令 X1, X2,… 为 一 系列 独立 同 分 布 随机 变量 , 假设 我 们 按 顺 序 观 
测 这 些 随机 变量 , 如 果 Xn > Xi, 对 任意 i = 1,… ,n 一 1 成 立 , 那么 我 们 称 X 为 
记录 值 (record value). 也 即 , 在 序列 中 任何 一 个 值 , 若 它 比 其 前 面 的 值 都 大 则 称 这 
个 值 为 一 个 记录 值 . 令 A 表示 事件 “X 为 一 记录 值 ”, 那么 4n+1 是 否 独立 于 
4n? 也 即 , 知道 了 第 n 个 随机 变量 为 前 n 个 随机 变量 的 最 大 值 是 否 会 改变 第 m 二 1 
个 随机 变量 为 前 n +1 个 随机 变量 最 大 值 的 概率 ? 尽管 4n+1 与 4 独立 , 但 是 却 
不 是 赁 直观 显而易见 的 . 然而 , 如 果 我 们 换个 方式 , 问 4 是 否 独立 于 4n+1? 那么 
结论 是 非常 容易 理解 的 . 因为 知道 了 第 n+1 个 随机 变量 比 X1,… , Xn 都 大 , 这 个 
事实 显然 没有 提供 任何 关于 Xn 在 前 n 个 随机 变量 之 间 的 顺序 的 信息 . 事实 上 , 利 
用 对 称 性 可 得 , 这 n 个 随机 变量 里 , 任何 一 个 为 最 大 值 的 可 能 性 都 是 一 样 的 , 因此 
P(An|An+1) = P(An) = 1/n. 总 而 言 之 , 4。 和 An+1 是 相互 独立 事件 . 图 


注释 从 下 面 的 等 式 
P{Xi < ai,Xn < an} 
=P{X1 < a}P{X2 < az|Xi < al}…P{Xn < an Xi sa ,Xn-1 < an-1} 
可 知 , 要 证 明 Xi,… , Xn 的 相互 独立 性 , 可 以 通过 序 贯 的 方式 加 以 证 明 . 也 即 , 我 


们 要 证 明 这 些 随机 变量 是 独立 的 , 只 需 证 明 以 下 的 一 系列 事实 
X2 独立 于 XI 


Xs 独立 于 Xi,X2 
X4 独立 于 Xi1,X2,X3 


Xn 独立 于 X1,… ,Xn-1 
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6.3 ”独立 随机 变量 的 和 


当 随 机 变量 X 和 Y 独立 时 , 从 它们 的 联合 分 布 求 出 X +Y 的 分 布 常 常 是 很 
重要 的 . 假设 X 和 了 是 相互 独立 的 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 分 别 为 fx 和 fy， 
那么 X +Y 的 分 布 函 数 可 以 如 下 得 到 : 


Frr(o) = PX+Y <o)= {|/ trv aray 
z+y<a 


= rire fx de fy ey 
= Fx-WfrWoy (3.1) 
分 布 函数 Fx+y 称 为 分 布 函数 Fx 和 Fy (分 别 表示 X 和 Y 的 分 布 函数 ) 的 卷 积 
(convolution). 通过 对 (3.1) 式 求 导 , 我 们 可 得 X +Y 的 密度 函数 fx+y 如 下 : 
fer Fe- Er dy 


= fx(e -Wray (32) 


6.3.1 ”均匀 分 布 的 随机 变量 


对 于 两 个 相互 独立 的 , (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 其 和 的 分 布 是 不 难 求 的 . 
例 3a (两 个 独立 均匀 分 布 随机 变量 的 和 ) 设 X 和 Y 为 独立 随机 变量 , 都 服 
从 (0,1) 上 均匀 分 布 . 求 X +Y 的 概率 密度 . 


解 : 因为 
1 0<a<1 


fx(a)= fr(a) = : 其 他 
利用 (3.2), 我 们 可 以 得 到 
frr (d= | x(a)ay 


先 设 0< a < 1, 于 是 2 A 
fx+r(a) =/ dy=a 
0 


当 1 < oa < 2 时 , 类 似 地 可 得 
1 
tx)=/ ,=2-0 


@ 本 节 作者 只 讨论 了 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 , 但 不 难 推广 到 一 般 情 况 . 一 一 译 者 注 
@ 这 是 因为 当 y > a 时 , fx(a 一) =0; 当 0<y<a 时 , fx(a 一) =1. 一 一 译 者 注 
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全 因此 ， 


a 0< 和 a 和 1 
jfxrr(al)=142-a 1<a<2 
0 其 他 
瑟 + 工 的 密度 函数 的 形状 见 图 6.3， 其 
+ s x 密度 函数 像 一 个 搁 在 z 轴 上 的 三 角形 ， 
图 6.3 三 角 分 布 因此 X + 的 分 布 又 称 为 三 角 分 布 
(triangular). 图 
现在 假定 X1, X2,… , Xn 为 独立 同 分 布 的 (0, 1) 均匀 随机 变量 序列 . 记 
Fn(z) = P{X1+..*+ Xn < 7} 
Fn(z) 的 分 析 表 达 式 十 分 复杂 , 然而 , 当 z < 1 时 , Fn(z) 具有 很 好 的 表达 式 . 现在 
我 们 用 归纳 法 证 明 


F(z)=2"/n!l, 0gzg1 
由 于 上 式 当 n= 1 时 成 立 . 现 假定 对 n 一 1 上 式 也 成 立 , 即 
Fai(z)=2" 1/(n—1), 0gzg1 
现在 将 并 -1 X 写成 


n 


= 
> tx 
i=1 


i=1 
利用 (3.1) 式 可 得 
Fo)= { Faile -Wx (Way 
2 
= 而 二 《一 训 ry 由 归纳 假设 ? 
= 3, Og<zrgl 
利用 及 (zc) 的 这 个 表达 式 可 以 得 到 一 个 十 分 有 趣 的 结果 . 设 Xi Xz,… 为 一 
列 独立 同 分 布 的 (0,1) 上 的 均匀 随机 变量 .我 们 需要 求 出 下 列 随机 变量 N 的 期 沁 
EIN]: 
N=min{n: Xi+:.…+ Xn > 1} 
注意 到 N > n 的 充 要 条 件 为 Xi +… 十 Xn < 1, 这 样 
P{N>n}=P{Xi+:……+Xn <1}=F,()=1/n, n>0 
由 于 P{N > 0} = 1 = 1/0!, 我 们 得 到 


@® mf Fri(z—y)fxn (Vdy = 0 Fn(z—ydy = 5 Fn-i(s—Y)dy = FJ dy 
一 一 译 者 注 
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PIN=n)= PN>n -1 -PN>N) -i 


这 样 


EM= Y= - 叶 pit 


n=1l 
这 样 , 总 和 超过 1 的 均匀 随机 数 的 (独立 同 分 布 的 (0, 1) 均匀 随机 变量 ) 最 小 个 数 
的 平均 值 为 e. 
6.3.2 工 随机 变量 


回顾 工 随机 变量 具有 如 下 形式 的 密度 函数 : 


Ae—-y (MW):-! 
f(y) = TT 


这 种 分 布 的 一 个 重要 性 质 就 是 , 对 于 给 定 的 , 它 在 卷 积 意义 下 是 封闭 的 . 


命题 3.1 如 果 X 和 YY 为 独立 T 随机 变量 , 参数 分 别 为 (s, 和 ) 和 (i, 入 ) 那 
么 X+Y 也 为 工 随 机 变量 , 参数 为 (s+, 入 ). 


证 明 : 利用 公式 (3.2), 可 得 


Jxay(a = 元 让 全 / Xe-xe-[Ma W]e OY) dy 


0<y<o 


a 
二 ke 人 (a yldy 


1 
到 Fearse 人 (1 一 zj*-lzt-ldz 邻 z = y 
0 


= Ce-xaas+t-1 


其 中 C 为 一 个 不 依赖 于 a 的 常数 , 但 因为 上 式 为 一 概率 密度 函数 , 因此 积分 值 等 
于 1, 这 样 就 确定 了 C 的 取 值 . 我 们 得 到 

NM tt 

fx+r(a)= 一 Te+ 

命题 得 证 . 口 

利用 命题 3.1 及 归纳 法 , 很 简单 地 可 以 得 到 : 如 果 Xi,i = 1,… ,为 独立 工 随 
机 变量 , 其 参数 分 别 为 (&, 入 ,i 一 1,… ,n, 那么 本 Xi 为 参数 (二 ?it A)] 的 了 
随机 变量 , 我 们 将 其 证 明 留 作 习 题 . 

例 3b 令 Xi,X2,… ,Xn 为 n 个 独立 指数 随机 变量 , 其 公共 参数 为 和 由 于 
参数 为 A 的 指数 随机 变量 同时 也 是 参数 为 (1, A) 的 随机 变量 , 这 样 通过 命题 3.1， 
可 得 Xi + Xa + …' 十 Xn 为 一 参数 为 (n, A) 的 工 随机 变量 . 四 

如 果 有 ,2Z2,… ,Zn 为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 那么 Y = 5j?_1 2? 称 为 
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服从 自由 度 为 n 的 x? 分 布 的 随机 变量 . 我 们 来 计算 其 密度 函数 . 当 = 1,Y = 22， 
利用 第 5 章 例 7b 可 看 出 , 其 密度 函数 如 下 : 
le—y/2, 1/2—1 
f+ 
由 上 述 形式 可 以 看 出 , fz2(y) 为 参数 (1/2,1/2) 的 工 分布. [从 以 上 分 析 可 以 顺便 得 
到 结果 : FT(1/2) = Vv 司 . 但 由 于 每 个 2? 都 服从 T(1/2,1/2), 利用 命题 3.1 我 们 可 
得 : 自由 度 为 n 的 x? 人 (n/2,1/2) 的 工分 布 . 因此 , 其 密度 函数 为 : 
1 -v2 n/2—1 
faly) = ¥ 均 名 Ci vy>0 
r(3) 2"T(3) 
当 n 为 偶数 时 , F(n/2) = [(n/2) 一 ]!, 而 ”为 奇数 时 , PT(n/2) 可 以 反复 利用 关系 式 
T(t) = (t 一 1)T(t 一 1) 进行 计算 , 再 利用 之 前 得 到 的 结果 T(1/2) = V7 可 以 得 到 


Fln/2) 的 值 ，[ 举 例 来 说 , (5/2) = ar(2) = 33T(3) = 3Va] 

这 分 布 在 实 跷 中 经 常 作为 以 下 问题 中 的 误差 的 平方 和 的 分 布 出 现 :如 果菜 人 
试图 击 中 维 空间 里 的 目标 , 其 中 每 个 方向 上 的 误差 为 独立 标准 正 态 随机 变量 , 则 
各 个 方向 上 的 误差 的 平方 和 的 分 布 为 自由 度 n 的 x? 分 布 ， 它 在 统计 分 析 中 也 是 
很 重要 的 . 


6.3.3” 正 态 随 机 变量 
我 们 还 可 以 利用 公式 (3.2) 证 明 关于 正 态 随机 变量 的 以 下 的 重要 结论 . 


命题 3.2 车 Xi,i = 1,… ,n 为 独立 随机 变量 , 它们 均 服从 正 态 分 布 , 各 
自 参数 分 别 为 (ji,03),i = 1,… ,n, 则 汪 1 Xi 也 服从 正 态 分 布 , 参数 为 
Dt 和 Di oF. 


证 明 : 首先 , 令 X 和 Y 为 独立 正 态 随 机 变量 , X 的 均值 为 0, 方差 为 o?, 而 了 


的 均值 为 0, 方差 为 1. 我 们 要 利用 公式 (3.2) 来 计算 X + 的 密度 函数 . 设 
1 1_1+o? 
cI +3 20 


这 样 ,有 
(a—)? 


吉 后"{- 多 } 


-mp{- pa 扩 }ep{- cv 20 


fx(a—Y)fr(y) = -总 oo{- 


因此 , 由 公式 (3.2), 有 
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jv- 志和 


= 法 a2 oo a2 

区 zr Pp{- 05} /ep{- 2)er = Cexp{— To5} 
其 中 C 的 取 值 不 依赖 于 a. 上 式 意 味 着 X + Y 服从 均值 为 0, 方差 为 1 + o? 的 正 
态 分 布 . 


现在 , 假设 X! 和 X2 为 独立 正 态 分 布 随 机 变量 , X; 的 均值 为 li, 方差 为 o?， 
i = 1,2. 那么 ， 


二 
和 + tt 
02 02 


但 因为 (Xi 一 种 )/ea 服从 均值 为 0, 方差 为 c/o3 的 正 态 分 布 , 而 (X2 一 号 /os 服从 
均值 为 0, 方差 为 1 的 正 态 分 布 , 利用 前 面 的 结果 可 得 (Xi 一 p)/o1 十 (X2 一 1)/o2 服 
从 均值 为 0, 方差 为 1+o?/o3 的 正 态 分 布 , 这 意味 着 Xi + X2 服从 均值 为 pi 二 jz， 
方差 为 o3(1 + oz/c3) = oz +o3 的 正 态 分布 . 


因此 , 当 n = 2 时 , 命题 3.2 成 立 . 一 般 情形 可 通过 如 下 归纳 法 得 到 , 也 即 , 假 
定 对 于 n 一 1 个 随机 变量 时 成 立 , 现在 考虑 n 的 情形 ， 


n n—l 
DXi= DXitXn 
i=1 i=1 
利用 归纳 假设 , 并 Xi 服从 均值 为 学" yi, 方差 为 并 zi 0? 的 正 态 分布 . 因此 ， 
利用 n = 2 的 结果 , 可 得 沁 "_, X; 服从 正 态 分 布 , 参数 为 了 ?pi 和 ti10?， 口 

例 3c 某 俱乐部 篮球 队 一 个 赛季 打 44 场 比 赛 . 其 中 有 26 场 是 对 甲 级 队 , 18 
场 对 乙 级 队 . 假设 对 甲 级 队 每 场 胜 的 概率 为 0.4, 而 对 乙 级 队 每 场 胜 的 概率 为 0.7. 
假设 每 场 比赛 结果 都 是 独立 的 . 近似 计算 以 下 事件 概率 : 

(a) 该 队 能 赢 25 场 以 上 比赛 ; 

(b) 该 队 胜 甲 级 队 的 场 数 超过 胜 乙 级 队 的 场 数 . 

解 : (a) 令 X4 和 Xe 分 别 表示 该 队 同 甲 级 队 和 乙 级 队 比 赛 获 胜 场 数 , 注意 到 
Xa 和 Xe 为 独立 二 项 随机 变量 , 及 


E[X4] =26x0.4=10.4 Var(X4)=26x0.4x0.6=6.24 
EIXs] =18x0.7=12.6 Var(XB)=18x0.7x0.3=3.78 
利用 二 项 分 布 的 正 态 近 似 可 得 , X4 和 XB 都 近似 服从 均值 和 方差 如 上 的 独立 正 态 


分 布 . 因此 , 由 命题 3.2, Xa + Xp 近似 服从 均值 为 23, 方差 为 10.02 的 正 态 分 布 . 
令 Z 表示 标准 正 态 随机 变量 , 我 们 有 
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P{Xa+ Xp >25}=P{XA+ Xs >245}=P{ Xa > 3 证 } 


P{Z < 0.4739} ~ 0.3178 


= P{z> -志向 }~1- 


(b) 注意 到 X4 - XB 近似 服从 均值 为 -2.2, 方差 为 10.02 的 正 态 分 布 . 因此 


XA— XX 二 22 > 0.5 十 2.2 
P{Xa— Xa>1}=P{X4— Xs>05}=P{ ~ > i } 


27 
~P{Z> 1— P{Z < 0.8530} ~ 0.1968 
{ i" { } 


因此 , 该 队 近 似 以 31.87% 的 概率 赢得 25 场 比赛 , 与 甲 级 队 比 赛 获胜 场 数 超过 与 乙 
级 队 获胜 场 数 的 概率 近似 为 19.68%. 中 
如 果 ln(Y) 为 正 态 随机 变量 , 均值 为 几 方差 为 o?, 那么 Y 称 为 参数 为 (1, o) 
的 对 数 正 态 (lognormal) 随机 变量 . 也 即 , 如 果 Y 能 够 表示 为 Y = eX, 其 中 X 为 
一 正 态 随机 变量 , 那么 Y 为 对 数 正 态 随机 变量 . 

例 3d 令 S(n) 表示 从 某 时 刻 开 始 , n(n > 1) 周 后 某 证 券 的 价格 . 一 个 比较 
流行 的 关于 证 券 价格 运行 的 模型 认为 股价 比例 5(n)/5(n - 1),n > 1 为 独立 同 分 
布 对 数 正 态 随机 变量 , 假设 该 模型 的 参数 为 , y = 0.0165,o = 0.0730, 试 求 以 下 事件 
概率 : 

(a) 接 下 来 的 两 周 证 券 价格 都 在 上 涨 ; 

(b) 两 周 后 的 证 券 价格 比 现在 的 高 . 

解 : 令 2 为 一 标准 正 态 随机 变量 . 为 了 解答 (a), 我 们 利用 以 下 事实 , In(z) 对 
于 zx 递增 蕴含 着 “z > 1 当 且 仅 当 In(z) > In(1) = 0”. 这 样 , 我 们 有 


z( 强 >1}=P{n ( 绚 ) >0} 


一 0.0165 
到 = P{Z < 0.2260} = 0.5894 
P{2> mom0} -P< } 


因此 , 一 周 后 价格 上 涨 的 概率 为 0.5894. 由 于 连续 的 价格 比 独立 , 因此 , 接 下 来 的 两 
周 价 格 都 上 涨 的 概率 为 0.5894? = 0.3474. 


(b) 的 解答 如 下 : 
?( 史 >-?(9 刘 >-?(n(0) + (0) > 


由 于 Im (s(C)/s0) 和 lnfSs( )/s(0)) 为 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 , 公共 参数 为 
点 = 0.0165,0? = 0.07302, 它们 和 的 期 望 为 2 = 0.0330, 方差 为 2 x 0.07302, 因此 


SC) > 11 = 二 0.0330 1 _ P{Z < 0.31965} = 0.6254 上 
50 >1} =P{2> 站 0 A 
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6.3.4 ” 泊 松 随机 变量 和 二 项 随机 变量 


与 其 试图 推导 出 离散 型 情形 下 的 X +Y 的 分 布 函数 的 一 般 表 达 式 , 不 如 来 看 
看 以 下 几 个 例子 : 

例 3e (独立 泊 松 分 布 随机 变量 的 和 ) 设 X 和 了 为 独立 泊 松 分 布 随机 变量 , 参 
数 分 别 为 和 和 Xz, 求 六 十 Y 的 分 布 . 

解 : 因为 事件 {X +Y = n} 能 够 写成 互 不 相 容 事件 {X = k,Y = nk},0 < 
kn 的 并 , 因此 有 


P{X+Y=n}= ee DPX=AP(Y =n- k} 


k=0 
和 2” A 
= Ve 于 全 站 人 2 = e-(a+ha) 
一 NT 一 。 i Rn — A)! 


e-(M+X2) i e- i 
= 一 站 立 A = 一 和 一 (Oa+》) 


也 就 是 说 ,Xi + X2 服从 参数 为 Ni + 2 的 泊 松 分 布 . 

例 3f (独立 二 项 分 布 随机 变量 的 和 ) 令 X 和 了 为 独立 的 二 项 分 布 随 机 交 量 
参数 分 别 为 (n,p) 和 (m,p), 求 六 十 Y 的 分 布 . 

解 : 回顾 二 项 分 布 的 知识 , 根本 不 用 任何 计算 , 我 们 也 可 以 马上 推导 出 , X +Y 
服从 参数 为 (n+ m,p) 的 二 项 分 布 . 这 是 因为 X 表示 了 n 次 独立 重复 试验 中 成 功 
的 次 数 (每 次 成 功 的 概率 为 p), 同样 , Y 表示 了 m 次 独立 重复 试验 中 成 功 的 次 数 
(每 次 成 功 的 概率 也 为 p), 由 于 假定 X 和 YY 独立 , 所 以 X+Y 表示 了 在 n+m 次 独 
立 重复 试验 中 成 功 的 次 数 (每 次 成 功 的 概率 为 p). 这 样 , X 十 Y 为 参数 为 (n 十 m,p) 
的 二 项 随机 变量 . 下 面 从 分 析 的 角度 验证 该 结论 , 注意 到 


PCX+Y= 月 = 并 PKX-aY= 大 -里 
i=0 
宇 Spx PY =h-= 7 (pg (™ ) pagst 
i=0 i=0 


一 


其 中 q=1-p 且 当 j>r 时 (7)=0. 因此 


Per 人 G 
i=0 
最 后 利用 以 下 组 合 但 等 式 便 可 得 到 所 雷 结 果 : 


6 说 -三 作 4 " 
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6.3.5 ”几何 随机 变量 


设 X1,… ,Xn 是 独立 的 几何 随机 变量 序列 , X; 的 分 布 参 数 为 pi,i = 1,2,… ,n. 
现在 我 们 要 求 出 和 Sn = 1 X 的 分 布 列 . 作为 应 用 , 考虑 n 个 硬币 , 假定 第 i 个 
硬币 在 抛掷 时 正面 向 上 的 概率 为 pi,i = 1,… ,n. 假定 将 第 1 枚 硬币 进行 抛掷 , 直 
到 出 现 正面 向 上 为 止 , 同样 , 将 第 2 枚 硬币 也 抛掷 到 出 现 正面 朝 上 为 止 , 等 等 . 令 
Xi 为 第 宇 枚 硬币 的 抛掷 次 数 , 则 X1,… ,Xn 是 独立 的 几何 随机 变量 序列 , 其 分 布 
参数 分 别 为 p1,p2,… ,pn, 此 时 Sn 就 是 抛 撕 硬 币 的 总 次 数 . 车 所 有 Pi = p, 此 时 
5n 就 是 连续 抛掷 硬币 , 直到 出 现 第 n 次 正面 向 上 时 的 抛 丘 总 次 数 . 5,, 具有 负 二 项 
分 布 , 其 分 布 列 为 


P{Sn = 月 = 人 国 1)za 一 Di 大 > 


上 述 公式 只 是 我 们 所 解决 问题 的 一 个 前 姿 . 现在 解决 所 有 Pi 不 同 的 情况 . 先 解决 
n==2 的 情况 , 记 qj=1-pj,j= 1,2, 我 们 有 


大 一 1 
P(S2 =k)= 》 P{X =j,X2 = 大 一 食 
了 


” 


P{Xi = 让 P{X2=k 一 站 (由 于 Xi,X2 相互 独立 ) 


ES 


大 一 1 
pe 各 了 _21 一 (gl/ga) 
= na pg 一 mpag 2 (g/g =pip20 
Et | g/g2 


大 一 1 大 一 1 

Pip2g2 Pip291 k-1__P1 k—1 

= Fe = p2g: 十 Pa9l 
mn gqg-a PY p-p : 


现在 令 n= 3, 并 计算 P{5s = 此 }, 将 已 得 到 的 关于 P{52 = 让 的 公式 代入 P{5s = 
k} 的 下 面 的 表达 式 


p2 
Pp2—Pp1 


大 一 1 大 一 1 
P{Ss= 有 髓 = P{S2 =j,Xs=k-j}= > P{9 =j}P{Xs = 站 
气 


j=1 
经 过 一 些 运算 , 最 后 得 到 


-1_Pa Pa k-1 了 1 Da 
P{Ss =k} =p1gt 1 : + p2g - 
{5s } = pa 一 DPI ps 一 Pa 人 Dp pas 一 2D2 


这 个 公式 很 有 规则 , 由 上 式 以 及 P{S2 = 对 的 公式 , 可 以 猜测 到 P{Sn = 上} 的 一 
般 公式 . 下 面 是 关于 P{Sn = 对 } 的 一 个 命题 . 
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命题 3.3 ” 设 X1,… ,Xn 为 一 独立 的 几何 随机 变量 序列 , X; 的 分 布 参数 为 
Di, 假定 pi 都 不 相同 , 则 对 于 > 机 


Pls = 月 = 和 pg 工 [sr 


放 1 


证 阴 : 我 们 用 对 ”+ 作 归 纳 法 证 明 此 命题 . 对 于 n = 2,k = 2, 命题 是 正确 的 . 
现在 假定 , 对 一 切 大 > n,n+k<r 命题 成 立 . 现在 令 玉 > m, 并 且 m+K=r+1. 利 
用 全 概 公式 

P{Sn =k} = P{Sn = kIXn = 1}P{Xn = 1}+P{Sn = kXn > 1}P{Xn > 1} 
= P{Sn = k|Xn = 1}pn + P{Sn = k|Xn > 1}qn 
对 于 条 件 {Xn = 1}, 我 们 有 
P{Sn = kXn =1} = P{Sn 1 =k—1|Xn =1} 
= P{Sn-1 = 二 k 一 1} (由 Xn 与 5m-1 相互 独立 ) 
n—l 
= pg? [一 总 (由 归纳 法 假设 ) 
各 jn 1 DI Pi 
现在 设 X 是 一 个 参数 为 p 的 几何 随机 变量 , 经 过 计算 可 知 , 在 X > 1 的 条 件 下 X 
的 分 布 与 1 +Y 的 分 布 相同 , 其 中 Y 的 分 布 与 X 的 分 布 是 相同 的 ,同样 , 5n 在 
Xn > 1 下 条 件 分 布 与 Xi 十 … 十 Xn_1 十 Y 十 1 的 分 布 相 同 , 其 中 Y 与 Xn 的 分 布 
相同 , 并 且 Y 与 X1,… ,Xn-1 是 相互 独立 的 . 这 样 , 我 们 得 到 
P{Sn = kXn > 1} = P{X1 + + Xn-1+ Xn+1=k} 
=P{Sn =k-1} 


= ba 
jn P: 
在 得 到 P{Sn = k|Xn = 1} 与 P{Sn = kXn > 1} 0 由 全 概 公式 可 得 
n—l 
P{Sn=k} =pn pg JI 十 PE NN 


设 ) 


‘isl jen-171™ i#j<n 
nl 
一 ee pj 
"Et? Lt 及 2 
j<n— 5 于 
大 一 2 
站 Gn 
gnpn I 


大 一 2 gn kl By 
= piqt 2pn G + ) IF 十 pn 四 I 
Sr Pn — Pi/ spjgn_1 ee 


pn 
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现在 利用 恒等式 
1 和 PPptom_ gqg 
站 
前 式 变 成 起 
PS= 及 = pq 工 tpn II 
i=1 jn npi— 
大 一 1 RE 这 光 
e 于 rt 了 1 训 窟 守 
由 归纳 法 知 , 命题 得 证 . 口 


6.4 ”离散 情形 下 的 条 件 分 布 


回顾 对 于 任 两 个 事件 和 环 , 已 知 下 的 条 件 下 已 的 条 件 概率 (假定 P(F) > 0) 
定义 如 下 : 


P(EF) 
P(F) 
因此 , 如 果 X 和 Y 都 是 离散 型 随机 变量 , 那么 很 自然 地 定义 已 知 Y =y 的 条 件 下 
和 的 分 布 列 如 下 : 对 于 所 有 满足 py(y) > 0 的 有 
pxly(zly) = P{X =z|Y =y} = 人 入 = ie 

类 似 地 , 也 可 以 定义 已 知 Y = y 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 函数 , 对 于 所 有 满足 

PY(y) >0 的 y, 有 
Fxly (zly) = P{X < zlY =Yy} = Dpxlv(aly) 


P(EIF) = 


由 上 述 定义 可 知 , 条 件 分 布 与 普通 分 布 在 概念 上 是 完全 一 样 的 , 只 是 所 涉及 的 事件 
都 是 在 Y = 之 条 件 意义 下 的 事件 . 如 果 X 和 YY 独立 , 那么 条 件 分 布 列 和 条 件 分 
布 函数 同 通常 分 布 列 和 分 布 函数 是 一 样 的 . 这 是 因为 , 如 果 X 和 YY 独立 , 那么 
pxlY (zly) = P{X = zlY =Y} 
X=z,Y= = zjP{Y = 
eat es 外 _ 3 外 i. 
例 4a 假设 X 和 YY 的 联合 分 布 列 p(z,y) 如 下 : 
p(0,0) = 0.4 p(0,1)=0.2 p(1,0)=0.1 p(1,1)=0.3 

求 已 知 Y = 1 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 列 . 

解 : 首先 注意 到 


= Dp(z,1) =p(0,1)+p(1,1) =0.5 


6.4 离散 情形 下 的 条 件 分 布 “239 


因此 ， 


pxir (0l1) = ?0D)_ 3 及 pxivGlD = PLD)_ 3 证 


pr(1) pr(1) 

例 4b 如 果 X 和 了 为 独立 泊 松 随机 变量 ,参数 分 别 为 A 和 和 2, 求 给 定 
X+Y =n 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 . 

解 : 给 定 X +Y =n 条 件 下 X 的 条 件 分 布 列 计算 如 下 : 


PlXNXTYEn = Lt) 


P{X+Y=n} 
_P{X=khY=n-k}_ PIX=k}P{Y =n-k} 
~ P{X+Y=n} | P{X+Y =n} 


其 中 最 后 一 个 等 式 的 成 立 是 由 于 假定 了 X 和 Y 是 独立 的 . 注意 到 ( 例 3e) X 十 Y 
服从 参数 为 Xi + 和 2 的 泊 松 分 布 , 这 样 
eM eAn* e-(Aa+xa)( 和 + A2)™ -1 
kl (mn 一 有 )! | n! | 


nl A 针 和 A WE/ 和 Nm 
Tm Rk CT A 的 (5 >) (5 2 ) 
也 就 是 说 , 给 定 X +Y = n 的 条 件 下 的 X 的 条 件 分 布 为 二 项 分 布 , 参数 为 (n， 
AI/(Ai + X2)). n 


我 们 还 可 以 讨论 联合 条 件 分 布 , 正如 下 面 的 两 个 例子 所 羔 述 的 . 
例 4c ”考虑 如 下 的 多 项 分 布 : 


P{X=kX+Y =n} = 


大 
， n! 
PIXi=nni=b = Pe nm >02 mn 


这 样 的 分 布 列 出 现在 下 面 的 情形 : 进行 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 的 第 i 个 结 
果 发 生 的 概率 为 pi, 4_， pi = 1. 随机 变量 Xi i = 1,… ,大 分别 表示 n 次 试验 中 
试验 结果 ii = 1,… ,k 出 现 的 次 数 . 现在 假设 我 们 已 经 知道 在 n 次 试验 中 , 第 7 
个 试验 结果 出 现 了 nj 次 , j =+ 十 1,… 其 中 并 iii = m < n. 由 于 另外 的 
nm 个 试验 中 每 一 个 结果 都 必然 是 第 1,… ,7 个 结果 之 一 , 因此 , Xi1,… ,X; 的 
条 件 分 布 应 该 是 多 项 分 布 , 其 相应 的 参数 为 

P{ 第 i 个 结果 | 试验 结果 不 是 7 十 1,… ,上 中 任 一 结果 } = 全 i=1… ,7 
其 中 = 并 7， Pi 为 试验 结果 为 1,… ,7 之 一 的 概率 . 

解 : 为 了 验证 该 直观 结论 , 令 ni,… ,mr 满足 并 Limni = 一 mm 那么 

P{X = ma ,Xr 一 mr|Xr+l 一 mr+l ,Xk = nxg} 

[和 = 了 


mr 


Fr 和] mm pri PR 
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上 式 分 母 中 的 概率 计算 如 下 , 将 试验 结果 1,2,… ,r 合成 一 个 结果 , 其 相应 的 概率 
为 锯 , 相应 出 现 的 次 数 为 n 一 m. 这 样 , 事件 {Xr+i = mt ,Xk = ng} 的 概率 
可 以 看 作 是 n 次 试验 中 , 具有 一 + +1 个 结果 的 多 项 分 布 中 事件 的 概率 . 将 上 式 
中 分 子 分 母 相互 抵消 , 可 得 


P{X1 =n1, ,Xr =mr|Xr+l 一 mr+l ,Xk = nk} 


= 站 一 m)! Pr \ mr 
人 ye 
这 样 结论 得 证 . 

例 4d 考虑 ” 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 概率 为 p, 已 知 共有 大 次 成 功 的 和 
件 下 , 证 明 所 有 可 能 的 次 成 功 、n -次 失败 的 顺序 都 是 等 可 能 的 . 

解 : 我 们 将 要 证 明 ， 全 种 可 能 顺序 中 任 一 种 都 是 等 可 能 的 . 令 X 表示 成 功 
的 次 数 , 考虑 次 成 功 、n 一 k 次 失败 的 任 一 排列 , 比如 , o = (s,s, f, f，… ,了 ), 那么 
PoOX=A)__Plo) _ Pl-p"* _l1 
P(X=Kk) P(X=&) (pet -pr 四 


PlolX =k) = 


6.5 ”连续 情形 下 的 条 件 分 布 


如 果 XX 和 YY 具有 联合 密度 函数 f(z,y), 那么 给 定 条 件 Y =y 下 , X 的 条 件 密 
度 函 数 定义 如 下 , 对 于 任意 满足 fr(y) > 0 的 y 值 , 有 


fxr(ely) = fe 


为 了 说 明 条 件 密度 的 实际 含义 , 在 上 式 左 边 乘 以 dz, 右边 乘 以 (dz dy)/dy, 这 样 可 
得 


jlz,y)dzdy P{z <X<r+dry <Y <yt+dy} 
dz = 入 
fx oh) = Rr) ay Ply <Y < y+ a 


=P{zr < X<r+drly<Y gyt+dy} 
也 就 是 说 , 对 于 很 小 的 dz 和 dy, fxly(zly) dz 表示 了 在 Y 取 值 于 y 和 y+dy 之 
闻 的 条 件 下 , X 取 值 于 z 和 z + dz 之 间 的 条 件 概率 . 
利用 条 件 密度 , 还 可 以 定义 已 知 一 个 随机 变量 的 取 值 条 件 下 , 关于 另外 一 个 随 
机 变量 的 事件 的 条 件 概率 . 也 即 , 如 果 X 和 YY 联合 连续 , 那么 对 任 一 集合 4, 有 
Px eAlY =y= { fxr) er 


特别 地 , 令 4 = (oo0,q], 那么 已 知 Y =y 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 函 数 如 下 : 
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Fxiv(ol) = PC<alY= 要 = 人 Pre)az 


读者 应 该 注意 到 , 上 述 讨论 已 经 给 出 了 条 件 概率 的 较 完整 的 定义 , 即使 条 件 Y = y 
是 一 个 零 概率 事件 , 相应 的 条 件 概率 也 有 较 明 确 的 含义 . 
例 5a X 和 Y 的 联合 密度 如 下 : 


jen) Pz -zy) 0<z<l0<y<1 
0 其 他 


求 已 知 Y =y 的 条 件 下 , X 的 条 件 密度 , 其 中 0 <y < 1. 
解 : 对 于 0<z<1,0<y<1, 有 


fy)__ f(z,Y) 
Jxir(zly) = Wy) ™ J fo,y) dz 
一 z( 2 一 z 一 切 72—7-)_ 6z( 2 一 z 一 切 | 
几 z(2-z 一 2 人 dz 对 W/2 4 一 3 
例 5b 假设 X 和 Y 的 联合 密度 如 下 : 
—z/ye—y 
一 -一 0<z<oo0<y<oo 
(z,y) y 
0 其 他 
求 P{X > 1lY = 分 . 
解 : 我 们 先 求 得 Y = 条 件 下 X 的 条 件 密度 : 
fm) eev/y 1-s/ 
Href) = er fl(We-s ar 1 
因此 ， 
P{X>1lY=W}= 大 Year =-e /| =e Wy n 


如 果 X 和 YY 为 独立 连续 型 随机 变量 , 那么 给 定 Y =y 的 条 件 下 , X 的 条 件 密 
度 同 非 条 件 密度 是 一 样 的 , 这 是 因为 在 独立 情形 下 ， 
f(zy) _ fx(z)fy(y) 
fr(y) fy(y) 
当 随机 变量 既 非 联合 连续 , 也 非 联合 离散 , 我 们 也 可 考虑 相应 的 条 件 分 布 . 举例 来 
说 , 假设 X 为 一 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 f, 而 N 为 一 离散 型 随机 变量 , 那 
么 考虑 给 定 N =n 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 , 有 

P{z <X<zt+dz|N =n} 
dz 


fxlr (zly) = = fx(7) 
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_ P{N=nlz <X<zr+dzr} P{z <X<z+dz} 
dz 


P{N =n} 

令 dz 趋 于 0, 可 得 
im Pl2<X<etdN=n)} _ PIN=nlX=2)}, 
dn, 王 人 1) 


这 样 就 证 明了 给 定 N = n 的 条 件 下 , X 的 条 件 密度 为 
P{N =n|X = 2z} 
Pf 


例 5c (二 元 正 态 分 布 ) 二 元 正 态 分 布 是 非常 重要 的 联合 分 布 之 一 . 如 果 对 常 
数 jz jy,oz > 0,0y > 0,-1 < p <1, 以 及 所 有 的 -oo < z,y < oo, 随机 变量 X 和 
Y 的 联合 密度 为 如 下 形式 : 


f(z,y) 


fxIn(zIn) = 


-ze —p2 ep{ 20 2 [( >) 


+ 


那么 称 它们 为 二 元 正 态 分布 . 现在 我 们 来 计算 给 定 Y = y 的 条 件 下 X 的 条 件 密 
度 . 为 了 做 到 这 点 , 我 们 先 把 与 z 无 关 的 因子 都 收集 一 起 , 并 将 它们 表示 为 Ci, 最 
后 这 个 常数 可 利用 /fxly(zly) dz = 1 得 到 . 


/ Ce = Cif(z,y) 


CE 
-on{ -m0 [SE) -0)} 


=Csexp{ — 元 号 厅 巴 —2z(pz + poy -1m))]} 


1 Oz 2 
= Cexp{ 过 20 -5 (ue +p yp))] } 
注意 到 上 述 函 数 为 正 态 分 布 的 密度 函数 , 因此 可 以 推 得 , 给 定 Y =y 的 条 件 下 , 随 
机 变量 X 服从 正 态 分 布 , 期 望 为 ys + p 守 (y 一 py), 方差 为 oc2(1 - P), 而 且 , 由 于 
YX 的 联合 密度 同 X,Y 的 联合 密度 的 形式 是 一 样 的 , 只 需 将 hacz 与 uaoy 的 
地 位 相互 对 换 即 可 . 由 此 可 知 , 在 X = z 给 定之 下 , Y 的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 , 期 
望 为 jw +p 合 (z 一 Jz), 方差 为 o2(1 一 p?). 从 这 些 结果 可 以 看 出 , 对 于 联合 正 态 的 
随机 变量 X,Y 来 说 , 它们 相互 独立 的 充 要 条 件 是 X,Y 的 相关 系数 p = 0. (这 个 结 
果 也 可 从 它们 的 联合 密度 直接 看 出 , 因为 只 有 当 p = 0 时 , 它们 的 联合 密度 才能 分 
解 成 两 个 因子 , 其 中 一 个 因子 只 与 > 有 关 , 另 一 个 因子 只 与 y 有 关 .) 
X 的 边缘 密度 可 以 通过 如 下 计算 得 到 : 


fxlY (zly) = 
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i 
-os 
其 中 C= Fe 作 变 量 替换 w = (y 一心)/cv 得 
fx(z)= Coy exp{ Es a 2)} 


x op{ -a sw) }dw 
号 Covexp { - 2(1 rr 2) 0 -07)} 


*[ {mm ) ja 


{m0) jav=1 
可 以 得 到 


fx(z) = Coy Van(l — pi)e-(*-t=)"/202 = 
oz 
也 即 , X 服从 正 态 分 布 , 均值 为 wz, 方差 为 o2. 类 似 地 , Y 也 服从 正 态 分 布 , 均值 
为 ,方差 为 o2. 


a 
例 5d 考虑 n+m 次 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 相同 . 然而 , 假设 此 概率 并 不 
是 固定 的 , 而 是 一 个 随机 变量 , 其 分 布 为 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 试问 已 知 n+m 次 
试验 有 n 次 成 功 的 条 件 下 每 次 成 功 的 概率 的 条 件 分 布 ? 
解 : 如 果 令 X 表示 试验 成 功 概率 , 那么 X 为 (0, 1) 上 均匀 随机 变量 . 同样 , 给 
定 X = z 条 件 下 , 二 mm 次 试验 是 独立 重复 试验 , 其 成 功 的 概率 为 z, 而 且 成 功 的 
次 数 N 为 参数 为 "+ m,z) 的 二 项 随机 变量 . 因此 , 给 定 N = 的 条 件 下 X 的 条 


件 密度 如 下 : 
P{N =n|X = zfx(z) (C4) 
fxin(zIn) = -PIN ny XT PINE 可 0<z<1 
= czn(1 一 zjm 

其 中 e 不 依赖 于 z. 因此 , 其 分 布 密度 是 6 分 布 , 参数 为 (+ 1 m 十 1]). 

上 述 结果 很 有 意义 , 它 阐述 了 若 重 复试 验 的 每 次 成 功 的 概率 ( 先 验 概率 ) 为 
(0, 1) 上 均匀 分 布 [或 者 , 也 就 是 参数 为 (1,1) 的 6 分 布 ], 则 经 过 n + m 次 试验 后 ， 
总 共有 n 次 试验 成 功 的 条 件 下 , 其 后 验 分 布 (或 条 件 分 布 ) 是 参数 为 (1+m,I+m) 
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的 6 分 布 . 这 点 很 有 价值 , 它 加 深 了 我 们 的 对 6 分 布 的 直观 认识 . a 


*6.6 ”次 序 统计 量 
设 Xi,X2,… ,Xn 为 n 个 独立 同 分 布 的 连续 型 随机 变量 , 其 公共 分 布 函数 为 
F(z), 密度 函数 为 f(z). 定义 
XO) = X1,X2,… ,Xn 中 的 最 小 者 
XX(z) = X1,X2,… ,Xn 中 的 第 二 小 者 


XGO) = X1,X2,… ,Xn 中 的 第 7 小 者 


X(n) = X1,X2,… ,Xn 中 的 最 大 者 


排序 后 的 X() < X(2) < … < X(n) 称 为 X1,X2,… ,Xn 的 次 序 统计 量 (order 
statistics), 换言之 , X(1), XX(2),… ,XX(n) 是 将 X1,… ,Xn 排序 以 后 的 值 . 

现在 求 X(1),… ,Xe 的 联合 密度 . X01),… ,X(n) 的 取 值 为 z1 < zz <… < zn 
的 充 要 条 件 是 存在 (1,2,… ,n) 的 一 个 排列 (1,… ,in), 使 得 


X1 = Zi, X2 = Zia ,Xn = Tin 
而 对 于 任何 (1,2,… ,n) 的 排列 (ia ,in)， 


€ € € & 
P{m F<X onthe < Xn < zi +3} 


Er fx Xn Tia Tin) = Ef (Ta) f(Tin) = "f(z1) .f(zn) 
由 此 可 知 


€ 可 € 
P{a -< Xo <m+3 rn < Xm < n+3} 
€ € 
=P{ U {za -< < za ta 


(i in) 


E E 
zn < Xn < + 3}} 


e E 
> P{m -$< Xi < math < Xn < +5} 


ie 


~ DD f(r) f(ri)= nle"f(z1). f(zn) 


(i vin) 


上 式 两 端 除 以 e" 并 令 = 一 0, 得 


fx Xe (ThTa son) = nlf(e) fen) zi1<r2<e<rn (6.1) 
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我 们 可 以 这 样 直 观 地 解释 (6.1), 向 量 (X(1),… ,X(n)) 等 于 (z1,… ,zn) 的 充 要 条 
件 是 (X1,… ,Xn) 等 于 (z1,… ,zn) 的 n! 种 排列 之 一 . 而 (X1,… ,Xn) 等 于 
(z1,… ,Zn) 的 任 一 排列 的 概率 (密度 ) 刚好 是 f(z1)… f(zn). 由 此 , 可 知 (6.1) 式 
成 立 . 
例 6a 有 三 个 人 “随机 地 分 布 ”在 长 为 一 英里 的 一 段 路 上 . 找 出 没有 两 个 人 之 
间距 离 小 于 d 英里 的 概率 (d < 1/2). 


解 : 我 们 假定 “随机 地 分 布 ? 是 指 三 个 人 相互 独立 地 均匀 分 布 在 一 英里 的 路 段 
上 . 用 Xi 表示 第 i 个 人 在 路 上 的 位 置 .所 求 的 概率 是 PLXG) > XG-D + d,i = 
2,3}. X(1), XX(2), XX(s) 的 联合 密度 为 


fx xa Xs(T1 Ta,T3)=3! 0<zi<z2<rs3<l 
由 密度 与 概率 的 关系 可 导出 
P{XG) > XG-D +d,i=2,3}= /// fix.x0 Xe) (T1, T2, 73) dv1 dr2 dzs 


> 1+d 
t=2, 


1-2d pl-d pl 1-2d pl-d 
=31 人/ dza dz2 dzl = of / (1 一 d 一 z2)dzzdzl 
0 0 z1td 


zi1t+d zr2td 
1 一 2d 1 一 2d 一 zl1 
-6 人 / Y2 dy2 dz 
其 中 , 我 们 作 了 变量 替换 yo = 1 -- d -- z2. 将 等 式 继续 下 去 , 得 到 
1 一 2d 1-2d 
-3 人 (1—2d— Zz1)?dz =3/ 好 dm = (1 一 2d)3 


这 样 , 当 d < 1/2 时 , 一 英里 的 路 段 上 随机 地 分 布 的 三 个 人 之 间 两 两 最 小 距离 大 于 
d 的 概率 为 (1 -- 2d)3. 利用 这 个 方法 还 可 以 证 明 一 英里 的 路 段 上 随机 地 分 布 的 n 
个 人 之 间 两 两 最 小 距离 大 于 d 的 概率 为 


0-o-bd” ds 
其 证 明 作 为 练习 . mn 


将 (6.1) 式 进行 积分 可 求 得 第 ; 个 次 序 统计 量 X(;) 的 密度 函数 . 但 也 可 以 用 
下 列 方法 直接 推 得 . Xu = z 意味 着 Xi,… ,Xn 中 有 j 一 1 个 值 小 于 z, 有 一 个 值 
等 于 z,， 有 nj 个 值 大 于 z. 对 于 给 定 的 一 个 变量 等 于 z, 给 定 的 j 一 1 个 变量 的 
值 小 于 z, 其 余 的 变量 的 值 大 于 z 的 概率 密度 为 

[F(a)P -0 — Fle)" -if(z) 


由 于 n 个 变量 分 成 三 个 组 的 方法 有 (1 ”1) = 而 一 上 一 D7 种 .这样 
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X0) 的 密度 函数 为 
Jxo(z) = 


= 也 5- TOF FO)" f(z) (6.2) 


例 6b 设 Xi,… ,X2n+l 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 (统计 上 称 Xi,… ,Xon+1 
为 一 个 大 小 为 2n+1 的 样本 ). 次 序 统计 量 X(,+1) 称 为 样本 中 位 数 . 现 设 X1, X2, Xs 
为 (0,1) 上 均匀 分 布 的 一 组 样本 . 求 样本 中 位 数落 入 区 间 (1/4,3/4) 的 概率 . 

解 : 由 样本 中 位 数 的 定义 可 知 , 本 例 的 样本 中 位 数 就 是 X(2). 利用 (6.2) 式 ， 
Xo) 的 密度 函数 


3! 
fxw (7) = TIT7(1 -7) 0<z<1 
因此 所 求 概率 为 
1 3 Z2 。 Z31iz=3/4 11 
zli<xo< 寺 -6 人 zz)dz=6{ 字 -和 守 i 四 


只 需 将 (6.2) 式 积分 就 可 得 到 Xu 的 分 布 函数 
mo = mo EOP- Poi) (3) 
但 是 也 可 用 其 他 方法 求 得 Fx (yw), 注意 到 第 j 个 次 序 统计 量 小 于 或 等 于 y 的 充 要 
条 件 是 X1,… , Xn 中 小 于 或 等 于 y 的 个 数 等 于 j 或 比 j 更 多 , 即 
Fx (y) = P{XO) < Y} = P{j 个 或 更 多 X; < y} 


二 (7) FD — FO) (6.4) 
Ce 


利用 分 部 积分 法 , 可 以 证 明 (6.3) 式 和 (6.4) 式 右边 的 两 式 是 恒 等 的 . 如 果 令 下 为 
(0,1) 上 的 均匀 分 布 [ 即 f(z) = 1,0 < z < 1], 比较 (6.3) 式 和 (6.4) 式 可 得 到 一 个 十 
分 有 用 的 分 析 恒 等 式 


Sw -om /0 


类 似 于 公式 (6.2) 的 推导 , 我 们 可 以 求 得 Xi) 与 X() 的 联合 分 布 密度 (i < j): 

n! “村 

Jrxoxon(zp25 -om ne) ey 
x [F(z;)— F(z — Flr)" ?f(zi)f(2;) Ti< zi 

例 6c (随机 样本 极 差 的 分 布 ) 设 X1,… ,Xn 为 n 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 

随机 变量 R = X(n) - X(1) 称 为 极 差 . 设 Xi 的 分 布 函数 为 F(z), 相应 的 密度 函数 
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为 f(z), 则 RR 的 分 布 可 通过 (6.6) 式 求 得 . 对 于 a > 0， 


PIR<o} = PX -Xm <o}= ff frre ern) do den 


zn—T1<a 


nl! 


oo TI1 十 Q 
= 人 em -Pen (fe dnd 
作 变 量 普 换 y = F(zn) - Ptzi,dy = ftznjdzn 得 


F(z1+a)—F(z1) 


[rey -red tedm = [ -dy 


= P+) — Fe 
因此 ， 
PlR<o}=nf [Fle + 0) Fle) le) de (6.7) 


(6.7) 式 右 端的 积分 只 在 很 少 几 种 情况 下 才能 积 出 来 , 写成 显示 表达 式 . 当 Xi 的 
分 布 为 (0,1) 上 均匀 分 布 时 , R 的 分 布 可 由 (6.7) 式 算出 来 . 对 于 ae (0,1)， 


P{R<o}= ne +a) - F(z)]"-!f(z1) dzi 


1-a 1 
= " an-ldzl + 人 (1 一 zi)"-ldzl = mn(1 一 a)an-1l 十 on 
0 1-a 


将 上 式 求 微 商 可 求 得 极 差 的 密度 函数 
9 n(n—l)a"?(1l—-a) 0<a 和 1 
fa(a) = L 其 他 


即 独立 的 (0, 1) 上 均匀 随机 变量 序列 的 极 差 的 分 布 是 8 分 布 , 参数 为 (n 一 1,2). 四 
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设 Xi,X2 具有 联合 密度 函数 fx,,x,。. 有 时 我 们 需要 求 出 厂 , 玖 的 联合 分 布 ， 
其 中 Yi, Yo 为 X1, Xz 的 函数 . 具体 地 说 , 设 页 = gi(Xi,X2),Y2 = g2(Xi1,X2), 并 
且 函 数 g1,g2 满足 下 列 条 件 : 

1. 由 下 列 方程 组 


= (71,72) 
Y2 = g2(T1, 72) 
可 唯一 地 解 出 zt zz 来, 即 求 出 zi = hi(yi,y2),72 = ha(y1,y2). 
2. 函数 g1,g2 对 一 切 (zi; ra?) 具有 连续 偏 导数 , 并 且 下 面 的 2 x 2 行列 式 对 一 
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切 (z1,z2) 不 为 0 


Bg Og 
Drl Or2 
在 这 两 条 件 之 下 , 可 以 证 明 Yi,Y2 的 联合 密度 函数 可 通过 下 式 得 到 : 
fhm (9) = fr,xa (T1729)|T (21, 22)| (7.1) 
其 中 zl = ha(y1,y2), 22 = ha(y1,y2). 
(7.1) 式 的 证 明 可 从 下 式 入 手 
PY < my < wm} = {| fxs (en ea) dor drs (73) 


(zlvz3) 
g1 (21,52) SV 
92(z1,22)<v2 


蕊 , 玖 的 联合 密度 函数 可 通过 将 上 式 对 y1,ya 求 偏 微 商 得 到 . 微 商 的 结果 刚好 等 于 
(7.1) 式 的 右边 . 微 商 的 过 程 作为 高 等 微 积分 的 一 个 练习 本 书 不 再 细 述 ， 下面 通过 
例子 来 熟悉 相应 的 计算 过 程 . 

例 7a 设 Xi,X 为 联合 连续 的 随机 变量 , 其 联合 密度 函数 为 fx,,x,. 令 = 
Xi 十 X2,Y = Xi 一 X2. 求 出 了 ,YY 的 联合 密度 函数 . 


解 : 令 gi(z1, ra) = zl + zz,gz(zl,za2) = z1 一 22, 经 计算 


HE 
J(z1,72) = 1 


由 妨 = zi 十 Tz2,y2 = zl 一 za 解 得 zi = (加 十 加)/2,zz 二 (一 y2)/2. 利用 (7.1) 式 
可 得 


= -2 


fyiys (YY2) = Sfx (hn + y2)/2, (yi — y2)/2) 


例如 , X1, X2 为 独立 同 分 布 的 (0,1) 均匀 随机 变量 , 则 
3 0gnu+y <20sn -ys2 
frr (YY2) = 
0 其 他 
车 Xi1, Xo 为 相互 独立 的 指数 随机 变量 , 其 相应 的 参数 为 Nt, Xz, 则 


pron on 二 
0 
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最 后 , 若 Xi, Xo 为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 则 


fh (ny) = Eel /ata 
人 Tt 


= lowtw)/s le-w/4_ le-wB/ 
4 VAn Vin 

我 们 不 仅 得 知 Xi 十 Xz 与 Xi 一 X2 为 正 态 
随机 变量 , 期 望 为 0, 方差 为 2( 这 一 点 与 
命题 3.2 的 结论 相同 ), 而 且 , Xi + Xz 与 
X1 - Xz 还 是 相互 独立 的 . (事实 上 , 我 们 
还 可 以 指出 若 X1,X2 独立 同 分 布 , 其 分 
布 函数 为 F, 则 Xi 十 Xz 与 X1 一 X2 相互 
独立 的 充 要 条 件 为 是 正 态 分 布 函 数 .) 

例 7b 令 (X,Y) 表示 平面 上 一 个 
随机 点 , 并 假设 其 直角 坐标 X 和 Y 是 相 
互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 . 现在 感 兴趣 
的 是 这 个 随机 点 的 极 坐标 表示 R, 的 联 。 图 64 随机 点 (X,Y) = (R,@) 
合 分 布 ( 见 图 6.4). 

令 r=gi(zg) = VT +Y,0 = 92(7,y) = tan™!(y/z), 


on__z on__y 
or Vri+t+y Oy Viity 
Og2 1 Og2 1 


2 (2) = O03 
Br 一 If+(z 22 z+ Ov zll+(y/z)) + 
由 此 得 
J(z,y) = a i 
WH) CH) VERB+ty 7 
由 于 X,Y 的 联合 密度 函数 为 


1 CP 
= 一 e-(z +Y )/2 
f(z,y) = 55° 


现在 求 变 换 + = VB 二 磷 ,0 = tan-l(y/z) 之 下 R,9 的 联合 密度 , 为 了 求 得 (R, 9) 
的 联合 密度 , 我 们 将 (z,y) 平面 分 成 4 大 块 , (z > 0,y > 0),(z < 0,y > 0),(z < 
0,y<0) 和 (z>0,y<0), 而 r= Vz+,0 = tan (y/7) 将 (z > 0,y > 0) 变换 
成 0<6< 3,0< 7 < oo. 现在 考虑 条 件 密度 


f(z,Y) 2 (cz+)/2 
EAC >0,y>0 
PXSOYSO™ x '2 


在 变换 RR 二 VXzTY2 和 日 =tanrl(Y|X) 之 下 , (R,6) 的 条 件 密度 为 


Je > 0,Y > 0) = 2re-, 0<0<7/2, 0<r<o. 


fl(zyX>0,Y >0)= 
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类 似 地 , 我 们 可 以 得 到 
迪 r2 


f(r,0lX <0,Y >0)= jre 开 


， AN/2<0<n, 0<r<o, 
He < 0,Y >0) = 2re-3, fr<b<3r/2，0<r<oo 


2 
jnrelIX<0Y<0)= ee 3r/2<9<2r，0<r<oo 


而 (R, 6) 的 联合 密度 刚好 是 这 四 个 条 件 密度 的 等 权 加 权 平 均 ( 权 为 引 ， 即 R= 
VX2z 十 Y2z, 6 = arctan(Y/X) 的 联合 密度 函数 为 


1 
fn0) = re 0<0<2n0<r<o0 


这 个 联合 密度 函数 可 分 解 为 两 个 密度 函数 的 乘积 , 因此 , R 与 6 是 相互 独立 
的 . © 是 (0,2r) 上 的 均匀 随机 变量 , 而 R 的 分 布 是 著名 的 瑞 利 分 布 , 其 密度 函数 为 


f(r)=re-"/?, 0<r<o0 
(例如 , 当 我 们 关心 平面 打靶 问题 时 , 如 果 水 平和 垂直 误差 是 相互 独立 的 标准 正 态 分 
布 , 则 弹 着 点 相对 于 靶 心 的 方位 角 不 仅仅 是 均匀 分 布 , 而 且 与 弹 着 点 离 靶 心 的 距离 
相互 独立 .) 
上 面 得 到 的 结果 是 十 分 有 意义 的 , 因为 极 坐标 的 分 布 与 直角 坐标 的 这 种 关系 不 
是 一 眼 就 能 看 出 来 的 . 
如 果 我 们 希望 求 出 R? 和 6 的 联合 分 布 , 变换 


d=g(z,y) =2+ 0= g(r,y) = arctan(y/z) 


的 雅 可 比 行列 式 为 


2z 2y 
en 


J= 2 
+R + 


=2 


利用 公式 (7.1) 可 得 
f(d,0) = 3 去 0<d<o00,0<0<2n 


由 此 看 出 R? 和 6 相互 独立 , R? 具有 指数 分 布 , 参数 为 1/2. 但 RR = X2 十 Y2 , 由 
定义 可 知 , R? 具有 x? 分 布 , 自由 度 为 2. 这 样 , 我 们 验证 了 自由 度 为 2 的 x? 分 布 
与 参数 为 1/2 的 指数 分 布 是 相同 的 . 

上 面 的 结果 可 用 于 模拟 标准 正 态 随 机 变量 . 令 态 ,U2 为 相互 独立 的 均匀 随机 
数 (服从 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 ), 我 们 将 把 奈 ,zZ 转化 为 两 独立 的 标准 正 态 随 机 变 
量 Xi 和 X2. 在 求 正 态 随机 变量 之 前 , 先 求 出 (Xi, X2) 的 极 坐 标 表示 (R,6). 利 
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用 (X,Y) 与 (R,6) 之 间 的 关系 可 知 R? 与 9 相互 独立 . R? = X? +Y2? 具有 指数 
分 布 , 参数 为 入 = 1/2. 但 -2lnUi 具有 这 样 的 分 布 , 对 于 z > 0, 有 


P{-2InUi <z} = Pfnm > -z/2} = P{I >e /2}=1-e "/? 
另 一 方面 , 2xUz 为 (0,2x) 上 的 均匀 随机 变量 , 利用 它 可 生成 9. 如 果 令 


R=-2lnU! 6=2rU2 
R? 可 以 看 成 (Xi, X2) 到 原点 的 距离 的 平方 , © 就 是 (Xi, X2) 的 方位 角 . 由 Xi = 
RRcos 昌 ,X2 = Rsine, 我 们 得 到 
Xi1= V2InUicos(2nU2) X2= V-2inUisin(2rU2) 

是 相互 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 . 国 

例 7c 设 X 和 了 为 相互 独立 的 T 随机 变量 , 其 参数 分 别 为 (a, 和 ) 和 (B, )， 
计算 U=X+Y 和 V = X/(X+Y) 的 联合 分 布 . 

解 : X 和 Y 的 联合 密度 为 
和)e-xXz(Xz)a-1 Xe-My(Xy)6-1 


fxr(z,y) = Fa F(D) 
+ 有 
= 7! zz>0,y>0 
令 gi(z,y) =z+y,g92(z,Yy) =z/(z+ 引 可 得 
sa _6_1 dn__y Gg _ z 
67 Oy Br (r+y)? Oy (z+Y)? 
因此 
1 1 1 
J(z,Y) = y ~ “zity 
G+ (r+) 


由 方程 组 4 二 z 十 y,v = z/(z 十, 得 到 解 z = wv,y = u(1 一 2). 利用 公式 (7.1)， 

Xe-M(Xu)c+6-lve-i(1 一 o)2IT(a 十 D) 
Fe+ 爵 FEODJ 

由 上 式 可 知 X +Y 与 X/(X +Y) 相互 独立 . X +Y 具有 了 分 布 , 参数 为 (a 十 

8, 和 ). X/(X+Y) 具有 6 分 布 , 参数 为 (a, 6). 由 上 式 还 可 以 看 出 6 分 布 中 的 归 一 

化 因子 B(a,B) 为 


Juv(wau) = fx,rluv, ul -vv = 


1 
B(a, 8) = 人/ ve-1(1 一 op-1do = RD 


上 面 得 到 的 结果 很 有 意思 . 比如 , 假设 共有 n+ m 项 工作 需要 完成 , 完成 每 项 工作 
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所 需 的 时 间 服从 指数 分 布 , 并 且 完 成 各 项 工作 所 需 时 间 是 相互 独立 的 . 现在 假定 将 
这 n+ m 项 工作 分 配给 两 人 去 完成 . 甲 完成 其 中 n 件 , 乙 完成 余下 的 m 件 . 甲乙 
两 人 所 花费 时 间 分 别 为 X,Y. X,Y 相互 独立 , 并 且 其 分 布 为 分 布 , 参数 分 别 为 
(mA) 和 (m, 入 ). 甲 所 花费 的 时 间 占 总 任务 时 间 ( 即 X+Y) 的 比例 具有 6 分 布 , 参 
数 为 (n,m). 图 


现在 设 X1,… ,Xn 的 联合 密度 已 经 给 出 , 我 们 希望 求 得 六 ,… ,Y, 的 联合 密 
度 函数 , 其 中 


=X , Xn) Y= ga(X1 ,Xn) 1 Yh = gn(X1, ,Xn) 


其 解法 与 二 维 随机 变量 的 函数 的 密度 的 求法 类 似 . 我 们 假定 9; 具有 连续 偏 导数 并 
且 雅 可 比 行列 式 J(z1,… ,zn) 关 0 对 一 切 (z1,… ,zn) 成 立 , 其 中 


on dn Og 
Or! Br» Orn 
ao Bg ..，8g 
J(zl…… ,Tn) = Or Or2 rn 
Ogn Ogn Ogn 
erl Ozr2 Orn 


进一步 , 我 们 假定 方程 组 


1 = 91(T1,… ,Tn) 


Y2 = ga(z yzn) 
Yn = gn(T1,*…" ,Zn) 
具有 唯一 解 , 即 zi = (wi,… ,yn),… ,zn 二 hn(y1,… ,Vyn)， 在 这 些 假定 之 下 ， 
. ,Yi 的 联合 密度 为 
0 Yn) = fre, xn (TD Zn)| T(z ,za)| (7.3) 


其 中 zi = hi(yiy*… ,Yn),i = 1,2,.…: 
例 7d 设 X,X2 和 Xs 为 入 百 独 立 的 标准 正 态 随 机 变量 ， 令 歼 = 和 X 十 X2 十 
Xs, Y2 = X1 一 X2,Y3 = Xi 一 Xa. 计算 五 ,22,23 的 联合 密度 . 


解 : 计算 六 ,Y2,Y3 相对 于 Xi,X2, Xs 的 雅 可 比 行列 式 ， 
| | 
1 -1 0 
1 0 -1l 


=3 
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由 Yi 的 表达 式 可 解 得 

入 = $0 十 五 十 区) 站 二 3 _ 27 +Y) Xs= 3 + 2) 
利用 (7.3) 式 可 得 
frra,Ys (V1 Y2,Y3) = 了 peoaoa ((yi +y2+y3)/3, (yi —2y2+y3)/3, (yi+y2 —2ys)/3) 


由 于 
fx1,xa,Xs(T1, T2, 3) = mr?{- Da 2} 


可 得 1 
fryaya (V1 Ya Y3) = 3 Pt — Q(y1,y2,y3)/2} 
其 中 
Q(y1, Ya, ys) = (所 二 将士 办 + (2 -+t) 冯 外 四 32) 


= 3 + 38 + 3 一 了 om 四 
例 7e 令 X1,X2,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 , 其 参数 为 和 , 令 
=X1+X2++ Xi 一 1 
(a) 求 邱 … 的 联合 密度 函数 . (b) 利用 (a) 的 结果 , 求 次 的 密度 函数 ， 


解 : 人 2 22 = Xi 十 X2，… ,Yn = Xi 十 … 十 Xn 的 雅 可 比 行列 式 
为 


1 0 0 0 0 
1 = 0 
J=|1 1 1 0 0 
1 1 1 1 1 


车 将 该 行列 式 展开 , 只 有 第 一 项 非 0, 因此 J = 1. 而 Xi,… ,Xn 的 联合 密度 为 


n 
fx xa (Te szn) = TN = Me Mt tn") 0<zi<o0i=l,n 
i=1 


将 方程 组 了 = X1,… ,Y= Xi 十 … 十 Xn 反 解 得 
=Y,X2 = Yi ,X= Yn, Xn = Yn Yl 
最 后 利用 (7.3) 式 , 得 到 六 ,… , 丈 的 联合 密度 函数 为 
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2 
=fx3 ,Xn (YY — Yi i Yn — Yn-1) 


= 一) exp{ 一 su 十 >w = v1)]} 
i=2 


=Ne Nn 0<y ,0<h-y-bi=2,,n 


=Me Yn 0<hn<h<:<yn 


(b) 为 求 Y, 的 边缘 密度 , 我 们 必须 对 联合 密度 中 的 其 他 变量 求 积分 . 现在 一 
个 变量 一 个 变量 地 求 积分 : 


2 
Jo Yn) = / Nedgn=Mye sy 0<hw<y< < 


进一步 对 yo 求 积分 , 得 
y3 
oa ,wm) =/ 和 yoe yn dy 


一 全 oow 0<y < < < 
下 一 步 得 到 
一 一 or 0<y < < 
继续 下 去 , 最 后 得 到 
fy, (yn) = A 0 T en 0<ih 
这 个 结果 与 例 3b 的 结果 是 一 致 的 , 即 Xi +…+ Xn 是 T 随机 变量 , 参数 为 (n, 入 )-. 


*6.8 ”可 交换 随机 变量 
随机 变量 序列 X1,… , Xn 称 为 可 交换 的 , 如 果 对 于 1,2,… ,n 的 每 一 个 排列 


但， 
P{Xi, < ri Xis < zyXis < Tn} = P{X1 So 和 za 1 Xn < Tn} 
对 一 切 z1,… ,zn 成 立 . 换言之 , n 个 随机 变量 称 为 可 交换 的 , 如 果 它 们 的 联合 分 
布 与 这 些 随 机 变量 的 次 序 无 关 . 
当 X1,… ,Xn 为 离散 型 随机 变量 时 , 可 交换 条 件 可 写成 
P{Xi, = zl, Xis = TZ2, Xin = Tn} = P{X1= zl X2 = z2，…… ,Xn = In} 
对 一 切 排列 和 一 切 z1,… ,zn 成 立 . 它 与 下 列 陈述 是 等 价 的 : 分 布 列 p(z1, 22,…， 
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zn) = P{Xi = zl,Xis = z2… ,Xi, = Zn} 是 变量 (zl,…… ,zn) 的 对 称 函 数 , 或 者 
说 当 变量 z1,… ,zn 的 次 序 变换 以 后 , 相应 的 概率 值 不 变 . 

例 8a 设 坛子 里 一 共有 n 个 球 , 其 中 个 球 被 认为 是 特殊 的 球 . 现在 从 坛子 
中 一 个 一 个 地 无 放 回 地 随机 地 抽取 n 个 球 . 记 


x 二 /1 如 果 第 i 次 抽 到 一 个 特殊 的 球 
”0 如 果 抽 到 的 是 其 他 的 球 
我 们 将 指出 Xi1, X2,… , Xn 是 可 交换 的 . 我 们 需要 证 明 p(z1,… ,zn) 是 (z1,…， 
zn) 的 对 称 函数 , 对 于 (z1,… ,zn), 只 要 于 mi 关 , 就 必定 有 p(z1,… ,zn) = 0. 因 
此 , 我 们 只 需 对 (z1,… ,zn), 于 zi 一 ,zi 等 于 0 或 1 证明 p(z1,… ,zn) 是 对 称 
函数 即 可 . 为 了 对 p(z1,… ,zn) 有 个 直观 的 了 解 , 取 一 个 具体 的 向 量 (1,1,0,1,0,…， 
0,1), 其 中 有 个 1,n 一 kk 个 0. 
kk—-ln—kk—2n—k—1l 和 法 


人 


这 个 公式 比较 直观 , 由 于 抽取 第 一 个 球 是 一 个 特殊 的 球 , 因此 , 第 一 个 球 是 特殊 球 
的 概率 为 /n, 在 第 一 个 球 为 特殊 球 的 条 件 下 , 第 二 个 也 是 特殊 球 的 概率 为 (k 一 1)/ 
(n 一 1), 在 第 一 、 第 二 均 为 特殊 球 的 条 件 下 , 第 三 个 为 普通 球 的 概率 为 (n 一 k)/(n 一 2)， 
如 此 继续 下 去 , 把 这 些 条 件 概率 乘 起 来 就 得 到 p(1,1,0,1,0,… ,0,1)， 这些 连 乘 的 
分 数 的 分 母 的 连 乘积 为 n(n 一 1).…1, 其 原因 是 每 抽 到 一 个 球 , 坛子 里 的 球 就 少 一 
个 . 而 分 子 可 表示 为 两 部 分 的 乘积 , 一 部 分 为 上 (k 一 1)…1, 另 一 部 分 为 (n 一 此) 
(n 一 上 一 1).…1, 这 样 我 们 得 到 
P(zl，…，zn) 一 He zi=0,1,D z=k 
EE i=1 


显然 , p(Z1,… ,Zn) 是 (zt … ,zn) 的 对 称 函数 , 即 (Xi1,… ,Xn) 是 可 交换 的 。 里 


注释 现 介 绍 另 一 种 计算 p(z1,… ,zn) 的 方法 . 将 ”个 球 编 上 号 , 不 妨 将 上 个 
特殊 的 球 编号 为 1,2,… ,有 将 n 一 上 个 普通 球 编号 为 +1,… ,n. 将 球 一 个 一 个 地 
从 坛子 里 取出 来 , 等 价 于 将 这 些 球 排 成 一 个 队 和 ,… ,in, 第 一 次 取出 的 是 ,第 二 
次 取出 的 是 iz, 等 等 , 显然 it, … ,in) 是 一 个 试验 结果 . 而 每 一 种 排列 (让 ,i，) 
的 可 能 性 都 是 相等 的 . 而 对 于 固定 的 (z1,z2,… ,zn), 事件 (Zz1,… ,zn) 由 这 样 的 
一 些 试验 结果 (i ,… ,in) 组 成 , (ia … ,in) 中 1,2,… ,大 的 位 置 与 (z1,… ,zn) 中 ， 
zi = 1 所 占 的 位 置 相同 . 显然 事件 (z1,… ,zn) 中 , 含有 (ij,… ,in) 这 样 的 试验 结 
果 数 为 kk!(n 一 上 !, 这 样 


k!l(n—k)! 
n! 


p(T1,% ,Tn) = De 


车 X1, Xz,… , Xn 为 可 交换 的 , 很 容易 得 到 每 一 个 Xi 具有 相同 的 分 布 . 例如 ， 
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和 Y 是 可 交换 的 离散 随机 变量 , 则 
P{X=7z}=D PIX=%,Y=Yy= DP{X=y,Y=7}=P{Y=z} 
y 3 


在 例 8a 中 , 第 i 次 抽 得 的 球 为 特殊 球 的 概率 等 于 P{X; = 1} = P{X1 = 1} = k/n. 
直观 上 也 是 很 清楚 的 , 坛 中 的 n 个 球 中 的 任意 一 个 球 在 第 i 次 被 抽 到 的 可 能 性 都 
是 一 样 的 , 因此 , P{X; = 1} = k/n. 
例 sb 在 例 8a 中 令 六 表示 抽 到 的 第 一 个 特殊 球 所 需 的 抽 球 个 数 . 令 到 表 

示 抽 到 第 一 个 特殊 球 以 后 , 直到 抽 到 第 二 个 特殊 球 所 需要 的 附加 抽 球 的 次 数 . 一 般 
情况 下 , 令 下 表示 抽 到 i 一 1 个 特殊 球 以 后 , 直到 抽 到 第 i 个 特殊 球 所 需 附 加 抽 球 
次 数 , i = 1,… ,k. 例如 , 如 果 n = 4,k = 2,X1 = 1,X2 = 0, Xa = 0, Xa = 1, 则 此 
时 , 六 = 二 3. 六 1,… ,Yi 与 XX,… ,Xn 具有 如 下 关系 : 

=i =io =i Xi = Xiati = = Xat.tin = 1 
其 他 的 

Xj=0 

由 上 式 结合 例 8a 的 结论 可 知 

P{ =i Y= i ,Yk = ik} = 


由 上 式 看 出 , Yi,… ,Yi 为 可 交换 的 . 现在 把 一 副 扑克 有 牌 中 “A” 称 为 特殊 的 牌 , Y 表 
示 一 副 洗 好 的 扑克 有 牌 中 一 张 一 张 地 发 牌 , 直到 第 一 张 “A” 出 现 为 止 所 发 的 牌 数 . Y2 
表示 第 一 张 “A” 以 后 直到 第 二 张 “A” 出 现 为 止 所 发 的 附加 牌 的 张 数 , 等 等 . 由 于 
到 , 玖 , 鸡 ,到 是 可 交换 的 , 因此 , 所 有 Y; 的 分 布 都 相同 . a 

例 8c 下 面 的 模型 称 为 波 利 亚 倪 模 型 . 设 有 一 个 仍 含 有 n 个 红 球 , m 个 蓝 球 . 
每 次 从 从 中 随机 地 抽取 一 个 球 , 记 下 其 颜色 并 放 回答 中 , 同时 还 往 倪 里 添加 一 个 同 


颜色 的 球 . 记 
三 如 果 第 j 次 抽 得 红 球 
” 【0 如 果 第 次 抽 得 蓝 球 
为 了 对 X; 有 一 直观 了 解 , 看 下 面 的 两 个 特殊 情况 
P{Xi1=1,X2=1,Xa=0,X4=1,Xs=0} 
-二 n+t+1 m n+i+2 m+1 
ni+mni+m+lni+m+2nt+m+3n+i+m+4 
es n(n+1)(n+2)m(m+ 1) 
m+mnt+mt+l)nti+m+2)n+m+3)n+m+4) 


kl!(n—k)! a 
He 二" 二 ik <n 


P{Xi =0,X2=1,X3=0,X4=1,Xs=1} 
__m n m+1 n+i+l n+2 
nimni+m+lnt+m+2nti+m+3ni+m+4 


*6.8 可 交换 随机 变量 257 


3 n(n+1)(n+2)m(m+1) 
m+mn+t+m+l)n+i+m+2)nim+3)n+m+4) 
一 般 情况 , 对 任意 z1,z2,… ,zk, 其 中 7 个 1,k 一 r+ 个 0， 


P{X1 = 21,.… ,Xk = Zk} 


nn+tD (ntr- Dmm+l).. (m+k—r-1) 
(n+m)(n+m+k—1) 
由 此 可 知 , 对 任意 k, 随机 变量 X1,… ,Xk 是 可 交换 的 . 
一 个 十 分 有 趣 的 结论 是 , 第 i 次 抽出 一 个 红 球 的 概率 是 与 第 一 次 抽取 的 一 个 红 
球 的 概率 是 相同 的 [等 于 n/(n +m)]. 我 们 可 以 这 样 直观 地 看 这 个 原来 不 很 直观 的 
问题 , 设想 坛子 里 原来 一 共有 n + mm 类 球 , 红 1, 红 > …, 红 。 蓝 ， …， 蓝 
第 一 次 抽出 的 球 , 这 n + m 类 球 被 抽 中 的 概率 是 一 样 的 . 由 于 这 n + m 类 球 完全 
是 对 称 的 , 第 二 次 抽出 这 n+m 类 中 的 任意 一 类 的 概率 是 相同 的 ( 放 回 去 的 另外 一 
个 球 的 类 别 与 抽出 来 的 类 别 被 认为 是 相同 的 ), 这 样 第 ; 次 抽出 是 红 球 的 可 能 性 为 
n/(n+m). a 
最 后 一 个 是 关于 可 交换 连续 变量 的 例子 . 
例 8d 设 Xi,… ,Xn 为 相互 独立 的 (0,1) 均匀 随机 数 , 记 X(1),…. ,X(n) 为 
它们 的 次 序 统计 量 . 令 
Y=Xu) Y=X)—Xi) i=2,,n 


指出 姑 ,… ,Yn 为 可 交换 的 . 
解 : 考虑 n 维 空间 中 的 变换 


了 三 Ti)ya 三 7Z2 一 TI1 yn 三 Zn 一 Zn 一 1 


其 反 变 换 为 
Ti=+ + i=l,,n 


不 难看 出 这 个 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 1, 因此 , 利用 (7.3) 式 , 了 ,… ,次 的 分 布 密 
度 为 


0 二 
此 处 f 是 Xa)，… ,Xtn) 的 联合 密度 (而 不 是 X1,… , Xn 的 联合 密度 ), 因此 
0 0< 和 页 < 页 十 内 < n++yn <1 
或 等 价 地 ， 
fr dm) =n! 0<y<bi=b ,nh++yn <1 


从 上 述 表 达 式 看 出 fy,,…,y, 是 W,… ,yn 的 对 称 函数 , 即 六 ,… ,Y 为 可 交换 的 随 
机 变量 . a 
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小 结 
X 和 Y 的 联合 分 布 函数 定义 如 下 : 
F(z,y)=P{X <7,Y <y} —o0<TYy<o0 
所 有 关于 X,Y 的 概率 都 可 以 由 下 得 到 . 为 了 求 X 和 了 各 自 的 分 布 函数 , 利用 
Fx(z)= lim F(z,y) Fr(y)= lim, F(z,y) 
车 XX 和 YY 均 为 离散 型 随机 变量 , 则 它们 的 联合 分 布 也 是 离散 的 , 其 联合 分 布 列 为 : 
plij) = P{X=iY =j) 
X,Y 的 各 自分 布 列 为 
P{X=i}j= 5 pj)  P{Y=j}=D pl 
j i 
随机 变量 X 和 Y 称 为 联合 连续 的 , 如 果 存 在 一 个 二 元 函数 , 称 为 联合 密度 函 
数 f(z,y), 使 得 对 任意 二 维 集合 C， 
PoCmDecl= [ft aay 
c 


从 上 式 可 知 
P{z<X<z+dry<Y <y+dy} ~ f(z,y) drdy. 
若 X 和 了 联合 连续 , 则 它们 各 自 都 为 连续 型 的 , 且 密 度 函 数 分 别 为 
tx- rn = Dar 
随机 变量 X 和 Y 称 为 独立 的 , 如 果 对 任意 集合 A 和 B, 有 
P{X € A'Y € B}= P{X€ A}P{Y € B} 
车 联合 分 布 函数 (或 者 离散 情形 下 的 联合 分 布 列 ,或 者 连续 情形 下 的 联合 密度 ) 可 
以 分 解 为 两 个 因子 , 其 中 一 个 只 依赖 于 z, 另 一 个 只 依赖 于 则 X 和 六 独立 . 
一 般 情况 下 , 随机 变量 Xi,… , X。 称 为 相互 独立 的 ， 若 对 一 切实 数 集 4 ， 


4 有 
P{Xi€ A1,: ,An€ An} = P{X1€ 4 …P{Xne4n} 


若 X 和 了 为 独立 连续 型 随机 变量 , 则 它们 的 和 的 分 布 函数 可 以 通过 下 式 得 到 ; 
Prer@= Fxle Wf) ay 


车 Xi,i = 1.… ,n, 为 独立 正 态 随机 变量 , 参数 分 别 为 J 和 03,1 = 1,… ,nh 
则 完 ", X; 也 为 正 态 分 布 随机 变量 , 参数 为 并 ?As 和 二? o3. 
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着 Xi,i = 1… ,n, 为 独立 泊 松 随机 变量 ,参数 分 别 为 Ai,i = 1 …,m 则 
,Xi 也 服从 泊 松 分 布 , 参数 为 并 "和 Xi. 
车 X 和 YY 为 离散 型 随机 变量 , 则 已 知 Y = y 的 条 件 下 , X = z 的 条 件 分 布 列 
如 下 定义 : 


zy y= 

PU =alY =y) = pyty) 
其 中 plz,g 为 X,Y 的 联合 分 布 列 . 若 X,Y 的 联合 连续 且 其 相应 的 联合 密度 为 /， 
则 X 在 给 定 Y =y 之 下 的 条 件 密度 函数 为 
f(z,y) 
fr(y) 
设 加 ,X 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 将 它们 进行 排序 以 后 得 到 X() < 
Xeo) < … < Xn) 称 为 Xi,.… ,Xa 的 次 序 统计 量 . 设 这 些 随机 变量 是 连续 的 , 即 存 
在 密度 函数 f(zi), 则 它们 的 次 序 统计 量 的 密度 函数 为 


fxlr (zly) = 


jz Tn) 一 nz f(zn) T1172 S&Tn 


随机 变量 序列 Xi，… , Xn 称 为 可 交换 的 , 若 对 每 一 个 {1,2,… ,n} 的 排列 得，… ,in， 
其 相应 的 Xi,,… ,Xi 的 联合 分 布 是 相同 的 . 


习 题 


1， 搓 两 枚 均匀 租 子 , 求 以 下 随机 变量 X 和 Y 的 联合 分 布 列 : 
(a) X 为 两 枚 般 子 点 数 的 最 大 值 , Y 为 两 枚 般 子 点 数 之 和 ; 
(b) X 为 第 一 枚 般 子 的 点 数 , Y 为 两 枚 盘子 点 数 的 最 大 值 ; 
(c) X 为 两 枚 盘子 点 数 的 最 小 值 , Y 为 两 枚 般 子 点 数 的 最 大 值 . 

2. 坛子 里 有 5 个 白 球 和 8 个 红 球 , 从 中 无 放 回 地 随机 取出 3 个 球 . 如 果 第 i 次 取出 的 球 是 
白色 的 , 令 Xi 等 于 1, 否则 等 于 0. 求 以 下 联合 分 布 列 : (a) Xi, X2; (b) X1,X2, X3. 

3. 在 习题 2 中 , 假设 白 球 标 有 数字 号 码 , 如 果 第 i 个 白 球 被 取出 , 那么 令 ¥ 等 于 1, 否则 
等 于 0. 求 以 下 联合 分 布 列 : (a) Yi,Y2; (b) Yi,Y2,Y3. 

4, 在 有 放 回 情形 下 重 做 习题 2. 

5. 在 有 放 回 情形 下 重 做 习题 3(a). 

6. 已 知 5 个 元 件 里 有 2 个 是 失效 的 . 现 进行 检测 , 每 次 随机 地 从 未 检测 的 元 件 中 取出 一 个 
进行 检测 ,直到 失效 的 都 查 出 来 为 止 . 记 Ni 表示 第 一 个 失效 元 件 被 检测 出 时 的 检测 次 
数 , 记 Nz 表示 其 后 直到 第 二 个 失效 元 件 被 检测 出 时 的 附加 检测 次 数 . 求 N; 和 Na 的 联 
合 分 布 列 . 

7. 考虑 一 列 独立 伯 努 利 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p. 令 Xi 表示 第 一 次 成 功 前 失败 的 次 数 ， 
令 Xa 表示 前 两 次 成 功 之 间 失 败 的 次 数 , 求 X; 和 X2 的 联合 分 布 列 . 
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8. 设 X 和 Y 的 联合 密度 函数 如 下 : 
f(zY)=cy -re yg<r<y0<y<o 


(a) 求 c 的 值 ， (b) 求 X 和 了 的 边缘 密度 ， (c) 求 E[X]. 
9. 设 X 和 Y 的 联合 密度 函数 为 : 


_61( 2 2 
JeW=7(z2+ 型 ) 0<z<10<y<2 


(a) 证 明 上 式 确 实 是 联合 密度 函数 ; (b) 求 X 的 密度 函数 (c) 求 P{X > Yj}; 


(@ 求 P{Y > 引 x < 站， 加 求 B20， 四 求 Bp 
10. X 和 了 的 联合 密度 函数 如 下 ， 
f(zYy)=e YY) 0<sz<oo0<sy<oo 


求 (a) P{X <Y); (b) P{X < a}. 

11. 某 电器 商店 店主 统计 在 进入 该 店 的 顾客 中 , 45% 的 顾客 会 购买 一 台 普 通电 视 机 , 15% 的 
顾客 会 购买 一 台 等 离子 电视 机 , 剩 下 40% 的 顾客 只 是 看 看 , 不 会 购买 . 如 果 某 天 有 5 名 
顾客 进入 该 店 , 问 该 店 将 要 卖 出 2 台 普通 电视 机 和 1 台 等 离子 电视 机 的 概率 是 多 大 . 

12。 某 个 小 时 内 , 进入 药店 的 人 数 为 参数 和 = 10 的 泊 松 随机 变量 , 求 在 该 小 时 内 已 有 10 个 
女士 进入 该 店 的 条 件 下 , 至 多 有 3 位 男士 进入 该 店 的 条 件 概率 . 其 中 作 了 何 种 假设 ? 

13. 某 男 和 某 女 约 好 下 午 12 点 半 在 某 个 地 点 见面 . 如 果 男 士 到 达 的 时 间 服 从 12 点 15 到 12 
点 45 之 间 的 均匀 分 布 , 而 女士 到 达 的 时 间 服 从 12 点 到 下 午 1 点 之 间 的 均匀 分 布 . 且 两 
者 的 到 达 时 间 相 互 独立 . 求 先 到 达 者 等 待 时 间 不 超过 5 分 钟 的 概率 . 又 该 男 先 到 达 的 概 
率 是 多 大 ? 

14. 一 辆 救护 车 沿 着 长 为 L 的 道路 来 回 匀速 行驶 , 假定 某 个 时 刻 事故 发 生 的 地 点 服从 均匀 分 
布 [ 即 , 事故 发 生地 点 与 道路 端点 的 距离 服从 (0, 工 ) 上 均匀 分 布 ]. 假设 事故 发 生 时 救护 车 
的 地 点 也 是 服从 均匀 分 布 , 并 与 事故 发 生地 点 独立 , 那么 求救 护 车 与 事故 发 生 点 的 距离 分 
布 . 

15. 随机 向 量 (X,Y) 称 为 服从 平面 区 域 R 上 均匀 分 布 , 若 其 密度 函数 具有 下 列 形式 


_ jc 如 果 (z,y)eR 
ro 其 他 


(a) 证 明 1/c 等 于 区 域 R 的 面积 . 
假定 (X,Y) 在 边 长 为 2, 中 心 为 (0,0) 的 正方 形 区 域内 服从 均匀 分 布 . 

(b) 证 明 X 和 Y 相互 独立 , 且 都 服从 (1,1) 上 均匀 分 布 . 

(e) 求 (X,Y) 位 于 以 原点 为 圆心, 半径 为 1 的 圆 内 的 概率 , 也 即 , 求 P{X?+Y2 < 1} 的 
概率 . 
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16. 在 一 个 圆周 上 随机 独立 地 取 n 个 点 , 求 它们 正好 
在 一 个 半圆 周 上 的 概率 (也 即 , 我 们 要 求 可 以 从 圆 
心 画 一 根 直线 , 这 些 点 恰好 都 在 这 条 直线 的 同一 
边 的 概率 ). 令 户 ,… , Pn 表示 这 n 个 点 , 令 4 
表示 事件 “所 有 的 点 恰好 位 于 某 个 半圆 上 ”, 令 A; 
表示 事件 “处 于 以 Pi 为 起 点 , 顺 时 针 方 向 的 一 个 
半圆 周 上 ”. 

(a) 将 事件 4 用 事件 4i,i = 1,.… ,n 表示 出 来 ; 
(b) hi 之 间 是 否 互 不 相 容 ? 
(e) 求 P(A4). 

17. 从 一 条 直线 L 上 随机 取 Xi, X2, XX 三 个 点 , 求 X2 在 Xi 和 Xs 之 间 的 概率 . 

18. 在 一 条 长 为 工 的 线段 的 中 点 两 边 分 别 随机 取 一 个 点 (也 即 两 个 点 X 和 Y 为 相互 独立 随 
机 变量 , 且 X 在 (0, 工 /2) 上 均匀 分 布 , 而 Y 在 (Z/2,Z) 上 均匀 分 布 ), 求 这 两 点 之 间距 
离 大 于 L/3 的 概率 . 

19. 证 明 f(z,y) = 1l/z,0<y < z < ! 为 一 联合 密度 函数 . 假设 f 为 X 和 Y 的 联合 密度 函 
数 , 求 
(a) Y 的 边缘 密度 (b) X 的 边缘 密度 ， (c) E[X]; (d) E[Y]. 

20. X 和 Y 的 联合 密度 函数 如 下 : 

ze (st) rz>0y>0 
f(z,y) { 其 他 
间 X 和 Y 是 否 独立 ? 如 果 f(z,y) 由 下 式 给 出 呢 ? 


2 0<z<y0<y<1 
f(z,y) = 
Wt | 其 他 


21. 令 
fz) 24zy 0<z& 和 lo0<sys 和 sl0<sz+y<k1l 
z,Y) = 
其 他 
(a) 证 明 f(z,y) 为 一 联合 密度 函数 ， (b) 求 B[X]; (c) 求 E[Y]. 
22. X 和 Y 的 联合 密度 函数 如 下 : 
z+y 0<z<10<y<1 
f(z,y) = { 其 他 
(a) X 和 Y 是 否 独立 ? (b) 求 X 的 密度 函数 ; (c) 求 P{X +Y < 1). 
23. X 和 YY 的 联合 密度 函数 如 下 : 


12zy(1-z) 0<z<10<2<1 
| 


其 他 


262 


24. 


25. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 
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(a) X 和 了 是 否 独立 ? (b) 求 E(X); (c) 求 E(Y); 

(d) 求 Var(X); (e) 求 Var(Y). 

考虑 独立 重复 试验 , 每 次 结果 是 i 的 概率 为 pi, i = 0,1,… ,有 并 :opi = 1. 令 N 表示 

结果 第 一 次 不 等 于 0 时 的 试验 次 数 , 令 X 表示 该 结果 . 

(a) 求 P{N=n},n>1; 

(b) 求 PIX=j},j = ,局 

(e) 证 明 P{N =n,X= 站 = P{N=n}P{X = 如; 

(d) 对 你 来 说 , N 独立 于 X 是 不 是 很 直观 ? 

(e) 对 你 来 说 , X 独立 于 N 是 不 是 很 直观 ? 

假设 105 人 到 达 某 个 服务 站 的 时 间 为 独立 随机 变量 , 且 服从 (0, 105) 上 均匀 分 布 (单位 : 

小 时 ). 令 N 表示 在 第 一 个 小 时 内 到 达 的 人 数 . 求 P{N = 计 的 近似 值 . 

假设 4, B,C 为 独立 随机 变量 , 且 均 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 . 

(a) 求 4, B,C 的 联合 分 布 函数 . 

(b) 求 方程 Az? + Bz + C = 0 的 所 有 根 都 是 实数 的 概率 . 

如 果 随 机 变量 X， 和 X2 相互 独立 , 且 分 别 服从 参数 为 A 和 A2 的 指数 分 布 . 求 2 = 

X1/X2 的 分 布 , 且 计算 P{X1 < X2}. 

修理 一 辆 汽车 所 需 时 间 是 服从 指数 分 布 的 随机 变量 , 参数 为 和 = 1. 

(a) A. J. 在 时 刻 0 送 到 修理 站 一 辆 待 修 的 车 , 而 M. J. 在 时 刻 t 送 来 一 辆 待 修 的 车 . 问 
M. J. 的 车 先 修好 的 概率 是 多 少 ? (假定 每 辆 车 送 到 修理 站 的 时 候 就 立刻 开始 修理 , 并 
且 两 辆 车 的 修理 时 间 是 相互 独立 的 .) 

(b) 现在 假定 A. J. 和 M. J. 同时 把 车 送 到 修理 站 , 而 只 有 将 A. J. 的 汽车 修理 完 以 后 才 
开始 对 M. J. 的 车 进行 修理 . 问 在 t = 2 以 前 将 M. J. 的 车 修好 的 概率 有 多 大 ? 

某 个 餐馆 的 周 销售 额 为 一 正 态 随 机 变量 , 均值 为 2200 元 , 标准 差 为 230 元 , 求 以 下 事件 

概率 : 

(a) 下 两 周 内 总 销售 额 超过 5000 元 . 

(b) 下 三 周 内 至 少 有 2 周 的 周 销售 额 超过 2000 元 . 

你 做 了 何 种 独立 性 假设 ? 

吉尔 的 保龄球 得 分 近似 服从 均值 为 170, 标准 差 为 20 的 正 态 分 布 , 而 杰克 的 得 分 近似 服 

从 均值 为 160, 标准 差 为 15 的 正 态 分 布 . 如 果 杰 克 和 吉尔 每 人 玩 一 局 , 并 假设 他 们 的 得 

分 为 独立 正 态 随 机 变量 , 求 以 下 事件 的 近似 概率 : 

(a) 杰克 得 分 高 一 些 . 

(b) 他 们 两 人 的 总 得 分 超过 350. 

根据 美国 国家 健康 统计 中 心 数据 , 25.2% 的 男性 和 23.6% 的 女性 从 来 不 吃 早餐 ， 随机 选择 

200 个 男士 和 200 个 女士 的 样本 , 求 以 下 事件 概率 的 近似 值 : 

(a) 该 400 人 中 至 少 有 110 人 从 不 吃 早餐 . 

(b) 不 吃 早餐 的 女性 数 不 小 于 不 吃 早餐 的 男性 数 . 

某 杂 志 的 每 一 页 上 打印 错误 的 期 望 数值 为 0.2, 那么 一 篇 10 页 的 文章 有 (a) 0 个 ; (b) 2 

个 或 以 上 的 错误 的 概率 分 别 是 多 大 ? 解释 理由 - 
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33. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


全 球 范围 内 , 商业 航线 的 飞机 鞋 毁 事故 每 个 月 平均 有 2.2 起 , 求 以 下 事件 概率 : 
(a) 下 个 月 内 超过 2 起 这 样 的 事故 ; 

(b) 下 两 个 月 内 超过 4 起 这 样 的 事故 ; 

(c) 下 三 个 月 内 超过 5 起 这 样 的 事故 . 

并 解释 理由 . 


。 吉 有 两 件 事情 需要 完成 , 设 这 两 件 事情 为 1 和 2. 对 于 每 件 事情 , 吉 试 图 用 1 小 时 完成 ， 


但 能 够 完成 的 概率 分 别 为 pi(pl = 0.3, pa = 0.4), 若 一 小 时 内 不 能 完成 , 则 需 从 头 开 始 , 再 
用 1 小 时 来 完成 这 件 事情 . 问 : 为 完成 这 两 件 事情 , 共用 去 12 小 时 (或 以 上 ) 的 概率 有 多 
大 ? 
在 习题 4 中 , 求 以 下 条 件 下 的 Xi 的 条 件 分 布 列 : 
(a) Xa = 1 (b) X2 =0. 
在 习题 3 中 , 求 以 下 条 件 下 的 Yi 的 条 件 分 布 列 : 
(a) Y=1; (b) Y=0. 
在 习题 5 中 , 求 以 下 条 件 下 的 Yi 的 条 件 分 布 列 : 
(a) Y=1; (b) Y=0. 
从 数 集 {1,2, 3,4, 5} 中 随机 选 一 个 数 X, 再 从 集合 {1, 2,…, X} 中 随机 取 第 二 个 数 , 记 为 
} 
(a) 求 X 和 了 的 联合 分 布 列 ; 
(b) 在 Y = 的 条 件 下 求 X 的 条 件 分 布 列 , i = 1,2,3,4,5; 
(c) X 和 Y 是 否 独立 ? 为 什么 ? 
掷 两 枚 般 子 , 令 X 和 Y 分 别 表示 最 大 点 数 和 最 小 点 数 , 求 已 知 X = i 的 条 件 下 Y 的 条 
件 分 布 列 , i = 1,2,… ,6. X 和 Y 是 否 独立 ? 为 什么 ? 
X 和 YY 的 联合 分 布 列 如 下 : 
DD)=E PY)=3 ?2D)= p20)=3 

(a) 已 知 Y =i 的 条 件 下 求 X 的 条 件 分 布 列 , i = 1,2. 
(b) X 和 Y 是 否 独 立 ? 
(0) 求 P{XY < 3},P{X+Y >2},P{X/Y >1}. 
X 和 YY 联合 密度 函数 如 下 : 

f(z,y) = re 
(a) 求 给 定 Y =y 的 条 件 下 X 的 条 件 密度 , 以 及 给 定 X = z 的 条 件 下 Y 的 条 件 密度 ; 
(b) 求 2 = XY 的 密度 函数 . 
X 和 YY 的 联合 密度 如 下 : 


—z(y+1) z>0y>0 


f(sY)=c(r Ye” 0<z<oo-zky&z 


求 给 定 X = z 的 条 件 下 Y 的 条 件 分 布 . 
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43. 


45. 


53. 


54. 


55. 


56. 


某 保险 公司 假设 每 个 人 都 有 一 个 事故 参数 , 而且 事 故 参数 为 和 的 人 每 年 发 生 事故 的 次 数 
服从 泊 松 分 布 , 均值 为 和 . 他 们 还 假设 一 个 新 投保 的 人 的 参数 值 为 随机 变量 , T 随机 变 
量 的 分 布 参数 为 (s, a). 如 果 新 投保 的 人 在 第 一 年 内 发 生 了 n 次 事故 , 求 出 他 的 事故 参数 
的 条 件 密度 , 并 求 他 在 下 一 年 发 生 事故 数 的 期 望 值 . 


， 如 果 Xa, X2, Xs 为 独立 随机 变量 , 且 都 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 , 求 三 者 中 最 大 数 大 于 其 


他 两 数 之 和 的 概率 . 

一 台 复杂 的 机 器 只 要 其 5 个 发 动机 里 至 少 有 3 个 正常 工作 , 这 台 机 器 就 正常 工作 . 如 果 
任何 一 个 发 动机 正常 工作 的 时 间 为 一 随机 变量 , 其 密度 函数 为 f(z) = ze “,z > 0. 计算 
这 人 台 机 器 正常 工作 时 间 的 密度 函数 . 


。 设 3 辆 卡车 抛锚 的 地 点 随机 独立 地 分 布 在 长 为 工 的 公路 上 . 试 求 任意 2 辆 卡车 的 抛锚 地 


点 的 距离 均 大 于 d 的 概率 , 其 中 d < 工 /2. 


. 从 (0, 1) 上 均匀 分 布 中 随机 抽取 5 个 样本 值 , 计算 其 中 位 数落 在 区 间 (1/4, 3/4) 内 的 概 


率 


， 设 Xi Xa, Xa, Xa, Xs 独立 同 分 布 , 且 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 . 求 


(a) P{min(X1, X2,... ,Xs) < a}. (b) P{max(Xi1,X2,... ,Xs) < a}. 


设 X01),X(2),… ,Xem 是 (0,1) 上 mn 个 相互 独立 的 均匀 分 布 随机 变量 的 次 序 统计 量 , 求 


在 给 定 X01) = sl, XX(2) = 82,… ,Xtn_D = sn-1 之 下 X(n) 的 条 件 分 布 . 


. 记 21, 22 为 相互 独立 的 两 个 标准 正 态 随机 变量 . 令 X = Z1,Y = 21+ 22, 证 明 X,Y 具 


有 二 元 正 态 分 布 . 


， 从 密度 函数 为 /(z) = 2z,0 < z < 1 的 分 布 中 , 取 容量 为 2 的 样本 , 试 求 出 此 样本 的 极 差 


的 分 布 . 


.在 以 原点 为 圆心 , 半径 为 1 的 圆 内 随机 取 一 点 , 令 X 和 Y 分 别 表示 该 点 的 两 个 坐标 , 也 


即 其 联合 密度 为 

f(a)=i T+ Sl 
求 极 坐 标 RR= (X2 十 Y?) /2? 和 6 = arctan(Y/X) 的 联合 密度 函数 . 
设 X 和 Y 独立 , 且 均 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 . 求 R= VXz 二 Y5 和 日 = arctan(Y/X) 
的 联合 密度 函数 . 
如 果 U 服从 (0, 2x) 上 均匀 分 布 , 而 2 与 UV 独立 , 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 , 直接 证 明 
(不 用 例 7b 的 结果 ) 如 下 定义 的 关 和 YY 


X=V22cosU Y= V22sinU 


为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 
X 和 Y 联合 密度 函数 为 


f(z,9) = Tz>1y>1 


(a) 求 U= XY 和 V = X/Y 的 联合 密度 函数 . (b) 求 它们 的 边缘 密度 . 
设 X 和 Y 独立 同 分 布 , 其 公共 分 布 为 (0, 1) 上 均匀 分 布 , 求 以 下 随机 变量 的 联合 密度 : 
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57. 
58. 


60. 


61. 


(a) U=X+YV=X/Y; (OU=XV=X/Y; (UVU=X+YV=X/(X+Y). 
在 X,Y 为 独立 指数 分 布 情 形 下 重 做 习题 56, 且 指 数 分 布 参数 为 1. 

设 X 和 Xa 独立 , 且 均 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 , 求 Yi = Xi + X2 和 Y= ex 的 联 
合 密度 函数 . 

设 X,Y,2 独立 同 分 布 , 分 布 密度 为 f(z) 二 e*,0 < z < oo, 推 导 U=X+YV= 
X+Z2 1 =Y + 2 的 联合 分 布 . 

在 例 8b 中 , 令 Ye =n 十 1 一 避 和 ,Yi, 证 明 六 ,… ,Yk, x+l 可 交换 、 

提示 : 令 Zi = Yi 一 1,i 二 1,… ,上 十 1. 2 表示 取 到 第 i 一 1 个 特殊 球 与 取 到 第 i 个 特殊 
球 之 间 取 到 普通 球 的 个 数 , i = 1,… ,Zi+1 表示 取 到 第 个 特殊 球 以 后 剩 下 的 普通 球 
的 个 数 . 取 球 的 次 序 , 刚好 是 将 n 个 球 随机 地 排 成 一 列 , 而 Zi 刚好 是 那些 特殊 球 之 间 普 
通 球 的 个 数 . 然后 证 明 Zi,i = 1,… ,上 十 1 的 分 布 是 可 交换 的 . 

坛子 里 有 nn 个 球 , 标 有 号 码 1,… ,n. 假设 从 中 随机 取出 k 个 , 令 Xi = 1, 如 果 标 有 数字 
i 的 球 被 取出 , 否则 等 于 0. 证 明 X1,… ,Xn 可 交换 . 


理论 习题 


.验证 (1.2) 式 . 
. 假设 给 定时 间 周 期 内 事件 发 生 的 个 数 为 参数 的 泊 松 分 布 随机 变量 . 事件 一 共 分 为 ne 类， 


每 个 事件 属于 第 i 类 的 概率 为 pi,i = 1,… ,n, 并 pi = 1. 并 且 每 一 事件 的 分 类 不 依赖 于 
其 他 事件 的 分 类 . 证 明 发 生 的 类 型 为 的 事件 数 (i = 1,… ,n) 为 相互 独立 泊 松 随机 变 
量 , 参数 分 别 为 和 pi,i 一 1 ,n. 


.给 出 方法 利用 蒲 丰 投 针 问 题 来 估算 nt 值 . 令 人 惊异 的 是 , 这 曾经 一 度 是 估算 r 值 的 常用 


方法 . 


。 当 工 > DD 时 求解 薄 丰 投 针 问题 . 


解答 : 35(1 一 sing) + 20/x 其 中 8 满足 cos9 = D/L 


.如 果 X 和 Y 为 独立 连续 正 随机 变量 , 求 以 下 随机 变量 的 密度 函数 (假定 X,Y 的 密度 函 


数 已 知 ): 
(a) 2=X/Y; (b) 2 =XY. 
并 在 X 和 Y 都 是 指数 随机 变量 的 特殊 情形 下 求 出 以 上 的 密度 函数 、 


、 设 X,Y 为 联合 连续 , 其 联合 密度 函数 为 fxy(z,y), 证 明 X + Y 为 连续 的 , 并 且 其 密度 


函数 为 es 
srrrW= /ferst -sae 


(a) 如 果 X 服从 参数 为 (t,) 的 工 分布 , 求 eX 的 分 布 函数 (c > 0); 


(b) 证 明 去 Xx3。 服 从 参数 为 (n, 》) 的 工 分 布 , 其 中 n 为 正 整 数 ， XB 为 自由 度 2n 的 X 
分 布 随机 变量 


. 令 X 和 Y 为 相互 独立 连续 随机 变量 ， 危 险 率 函 数 分 别 为 x(t) 和 和 Ay(). 令 W = 


min(X,Y). 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


(a) 假定 X,Y 的 分 布 函数 已 知 , 求 W 的 分 布 函数 ; 
(b) 证 明 W 的 危险 率 函数 Aw (t) 由 下 式 给 出 


Aw(t) = Ax(t) + Ay(t). 


,， 令 入 ，… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 分 布 为 参数 和 的 指数 分 布 . 求 min(Xi,… , Xn) 


的 分 布 函数 . 
电池 的 寿命 为 独立 指数 分 布 随机 变量 , 参数 都 为 和 . 某 个 手电 简 工 作 需 要 2 节 电池 , 如 果 
某 人 有 一 个 手电 简 , 和 n 节 电 池 , 那么 该 手电 简 能 工作 的 总 时 间 的 分 布 是 什么 ? 
令 X1,X2,Xs,Xa, Xs 为 独立 同 分 布 连续 随机 变量 ， 其 公共 分 布 函数 和 密度 函数 分 别 为 
FF 和 f. 令 
T= P{X1 < X2 < Xs < Xa < Xs} 

(a) 证 明了 与 下 无 关 ; 

提示 : 将 了 写成 5 维 积分 , 且 作 变量 替换 : ui = F(zi),i = 1,.… ,5. 
(b) 求 了 的 值 . (c) 给 出 (b) 的 答案 的 直观 解释 . 
证 明 联合 连续 (离散 ) 型 随机 变量 Xi,…… , XX， 相互 独立 当 且 仅 当 其 联合 密度 函数 (分 布 
列 )f(z1,… ,zn) 可 以 写成 


fei ,2n) = [I 9i(zi) 


wl 
其 中 gi(z),i = 1,.… ,mn 为 非 负 函数 . 
在 例 5d? 中 , 试验 成 功 的 概率 被 看 成 随机 变量 . 在 该 例 中 , 我 们 计算 了 在 n+ m 次 试验 中 
有 n 次 成 功 的 条 件 下 , 试验 成 功 概率 的 条 件 密度 . 如果 我 们 指明 了 哪 n 次 试验 成 功 , 相 
应 的 条 件 密度 会 不 会 改变 ? 
假设 X 和 Y 为 独立 同 分 布 几何 随机 变量 , 参数 为 p. 
(a) 不 用 任何 计算 , 你 认为 以 下 的 值 是 多 少 ? 

P{X=ilX+Y =n} 


提示 : 假设 连续 掷 一 枚 硬币 ,正面 朝 上 的 概率 为 p. 如 果 第 二 次 正面 朝 上 发 生 在 第 n 
次 投掷 , 那么 第 一 次 正面 朝 上 的 时 刻 的 分 布 列 是 什么 ? 
(b) 验证 (a) 的 猜测 . 
设 一 独立 试验 序列 中 , 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p. 已 知 第 n 次 试验 的 结果 为 第 次 成 功 . 
指出 前 n 一 1 次 试验 的 各 种 可 能 的 结果 是 等 概 的 (每 一 个 结果 为 上 一 1 次 成 功 和 n 一 次 
失败 组 成 的 一 个 序列 ). 
如 果 X 和 了 为 独立 同 分 布 二 项 随机 变量 , 参数 为 (n,p), 用 分 析 的 方法 证 明 , 给 定 X+Y = 
m 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 为 超 几 何 分 布 . 另外 , 不 用 任何 计算 给 出 此 结果 的 另 一 种 解释 . 
提示 : 考虑 撕 2n 枚 硬币 , 令 X 表示 前 n 个 硬币 出 现 正面 朝 上 的 枚 数 , Y 表示 后 n 枚 硬 
币 出 现 的 正面 数 . 说 明 在 给 定 有 m 次 正面 朝 上 的 情况 下 , 前 n 枚 硬币 出 现 的 正面 数 与 从 
n 个 白 球 n 个 黑 球 里 随机 抽取 m 个 球 , 其 中 的 白 球 数 是 同 分 布 的 . 


@ 原文 写成 了 例 5c, 有 误 . 一 一 译 者 注 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


设 Xi(i = 1,2,3) 为 独立 泊 松 随机 变量 ， 参数 分 别 为 和 ,i = 1,2,3. 令 X = Xi + Xa 
且 Y = X2 + Xs, 随机 向 量 (X，Y) 称 为 服从 二 元 泊 松 分 布 . 求 其 联合 分 布 列 ， 即 求 
P{X =n,Y =m}. 
设 X 和 了 均 为 整数 值 随机 变量 . 记 
Plilj) = P(X =ily =j), ql(jli) =P(Y =jlX = 

证 明 me 

7 qili) 
令 Xi Xa, Xs 为 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 计算 
(a) P{X1 > Xz2|X1 > Xa}; (b) P{Xa > XzlX1 < Xa}; 
(¢) P{X1 > XalX2 > Xa}; (d) P{X1 > XalX2 < Xa}. 
令 U 表示 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 计算 下 列 条 件 下 的 U 的 条 件 分 布 : 
(a) U>a;(b)U<a, 其 中 0<a<1. 
假设 给 定 某 天 内 ， 空 气 中 的 水 分 含量 W 为 参数 (+, B) 的 随机 变量 , 也 即 ,其 密度 为 
J(w) = Be-ew(Bu)t-I/F(D),uw > 0. 给 定 W = w, 假定 当天 内 事故 发 生 次 数 N 服从 参 
数 为 w 的 泊 松 分 布 . 证 明 给 定 N = m 的 条 件 下 , W 的 条 件 分 布 为 参数 (t+ m,B+1) 的 
T 分 布 . 
令 W 为 参数 (t,8) 的 下 随机 变量 , 并 假设 在 W = w 的 条 件 下 , X1, X2,… ,Xn 为 独立 
指数 型 随机 变量 , 参数 为 w. 证 明 , 给 定 Xi = zi, Xa = z2,… ,Xn = zn 条 件 下 , W 的 
条 件 分 布 为 了 分 布 ,参数 为 (t+n,8+ 本 -1 7) 
mn 个 数 的 矩阵 排 成 了 n 行 , 每 行 m 列 , 如 果 有 一 个 数 , 既是 该 行 的 最 小 值 , 又 是 该 列 的 
最 大 值 , 那么 就 称 它 为 鞍点 ( saddlepoint). 比如 , 在 以 下 的 方 阵 中 


1 3 2 
0 -2 6 
05 12 3 


第 1 行 第 1 列 里 的 1 便 是 一 个 鞍点 . 鞍点 的 存在 性 在 博弈 论 里 是 一 个 很 重要 的 问题 . 考虑 
一 个 如 上 所 述 的 关于 数 的 矩阵 , 并 假设 有 两 个 人 A 和 B 进行 如 下 游戏 : A 从 1,2,… ,nn 
中 抽取 一 数 , B 从 1,2,… ,m 中 抽取 一 数 . 并 规定 它们 同时 宣布 自己 的 选择 , 如 果 A 抽 
到 了 i 而 B 抽 到 了 j, 那么 B 将 付 给 A 的 钱 数 为 该 数 阵 里 的 第 i 行 第 ; 列 的 数 . 假设 
该 阵 有 一 个 鞍点 , 不 妨 假设 为 第 7 行 第 列 , 该 数 为 zrk. 这 样 , 如 果 A 抽取 了 7, 那么 
他 可 保证 至 少 赢得 zvk( 因 为 zrx 为 第 r 行 里 的 最 小 数 , 如 果 他 选择 其 他 行 ， 就 不 能 保证 
至 少 赢得 zrk.), 另 一 方面 , 如 果 B 抽取 了 k, 那么 他 可 保证 至 多 输 掉 rrk( 因 为 zrk 为 
列 中 的 最 大 数 , 如 果 B 选择 其 他 列 , 他 输 的 钱 可 能 更 多 .). 由 于 A 有 方法 可 以 保证 他 至 少 
赢得 zrk, 而 B 有 方法 可 保证 他 至 多 输 掉 zrk, 因此 , 该 策略 对 两 人 来 说 是 最 佳 的 . 

如 果 该 矩阵 里 的 nm 个 数 是 从 任意 一 个 连续 分 布 里 独立 抽取 的 , 那么 该 阵 具 有 鞍点 
的 概率 是 多 大 ? 
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24. 


25. 


26. 


27. 
28. 


29. 
30. 
31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


如 果 X 服从 指数 分 布 , 参数 为 \, 计算 P{[X] = n,X 一 [X] < z}, 其 中 记号 [z] 定义 为 
不 超过 z 的 最 大 整数 . 你 能 推导 出 [X] 同 X 一 [X] 是 独立 的 吗 ? 
假设 F(z) 为 一 分 布 函 数 , 证 明 当 n 为 整数 时 , 以 下 都 是 分 布 函数 : 
(a) F™(z); (b) 1-—[— F(z)]". 
提示 : 令 X1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 F. 用 X; 来 定义 随机 变量 
Y 和 2, 以 满足 P{Y < z} = F"(z), 且 P{Z <z}=1- [1 F(z)]". 
证 明 : 如 果 n 个 人 随机 分 布 在 长 度 为 L 英里 的 路 上 , 那么 两 两 之 间 的 最 小 距离 大 于 DD 英 
里 的 概率 为 [1 一 (n 一 1)D/L", 其 中 D < 工 /(n 一 1). 如 果 D > 工 /(n 一 1) 呢 ? 
通过 对 公式 (6.4) 求 微分 , 建立 公式 (6.2). 
证 明 : 取 自 (0, 1) 均匀 分 布 的 2n + 1 个 相互 独立 的 、 样 本 的 中 位 数 服从 B 分 布 , 参数 为 
(n+l,n+l). 
验证 公式 (6.6) 是 X(;) 和 XU) 的 联合 密度 . 
求 密度 函数 为 f 的 连续 分 布 的 n 个 样本 的 极 差 的 密度 . 
令 X() < XGO) < … < Xn) 为 n 个 相互 独立 的 (0,1) 上 均匀 随机 变量 的 次 序 统计 量 . 
证 明 , 对 1<k<n+1, 有 

P{X() 一 Xe-D >t} = (1—t)" 
其 中 Xo = 0 Xo+b 三 19. 
令 XX，,… ,Xn 为 一 列 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 分布 函 数 为 已 .又 令 Xe) = 1,.… ,n 
表示 相应 的 次 序 统计 量 , 如 果 X 独立 于 Xi,i = 1,.… ,n, 并 且 也 具有 分 布 下 . 计算 
(a) P{X > Xm}; (b) P{X > XoDji (ce) P{X <X<XHh1ISi<i<n. 
令 XX，,… ,Xn 为 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 分布 函数 为 下 , 密度 函数 为 f， 随 机 变量 
AM 三 [XQ) 十 XX(n)]/2 定义 为 其 最 大 值 和 最 小 值 的 平均 值 , 称 为 中 程 . 证 明 它 的 分 布 函数 
Fu(m) =n [Flam—s)- FPO): f(s) de 
令 入 ，,… ,Xn 为 (0, 1) 上 独立 均匀 随机 变量 . 令 R = Xn) - X(1) 表示 极 差 ，M = 
[Xe + X(w]/2 表示 中 程 , 计算 R 和 M 的 联合 密度 . 
令 X 和 Y 为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 计算 以 下 随机 变量 的 联合 密度 : 


UV=X V=# 


Y 
然后 利用 此 结果 证 明 X/Y 具有 柯 西 分 布 . 


自 检 习题 


. 掷 一 枚 非 均 匀 般 子 , 每 个 奇数 面 1, 3, 5 朝 上 的 概率 为 C, 每 个 偶数 面 朝 上 的 概率 为 2C. 


(a) 求 C 的 值 . 


@ 原文 误 写 成 X(n+1) 三 t. 一 一 译 者 注 
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(b) 投 迫 这 枚 般 子 , 令 


过 结果 为 偶数 及。 了 人 结果 大 于 3 
0 其 他 0 其 他 
求 X 和 了 的 联合 分 布 列 . 
现在 假设 独立 投掷 12 次 散 子 . 
(c) 求 6 个 面 中 的 每 一 面 正好 出 现 2 次 的 概率 . 
(d) 求 其 中 点 数 为 1 或 2 的 有 4 次 , 点 数 为 3 或 4 的 有 4 次 , 点 数 为 5 或 6 的 有 4 次 
的 概率 . 
(e) 求 至 少 有 8 次 点 数 为 偶数 的 概率 . 
.随机 变量 X,Y, 2 的 联合 分 布 列 如 下 : 


Pl1,2,3) =p(2,1,1) =7(2,2,1) =p(2,3,2) = 


求 (a) E[XY2Z]. (b)E[XY + XZ+Y2]. 
.XX 和 了 的 联合 密度 如 下 


f(zy)=CYy -Te —y<r<y0<y<o% 


(a) 求 C; (b) 求 X 的 密度 函数 ， (c) 求 Y 的 密度 函数 ， 
(d) 求 E[X]; (e) 求 E[Y]. 

。 记 7= mi 十 … 十 rk, 其 中 rm 为 正 整数 . 证 明 , 若 X1,… , Xr 具有 多 项 分 布 , 则 Yi,... ,Yi 
也 具有 多 项 分 布 , 其 中 


rs 
We 3 0 ES 


rta+1 
上 式 中 ro 约定 为 0, 如 此 定义 的 Y; 表示 , Y 是 前 面 ri 个 X; 的 和 , Y2 是 接 下 来 ra 个 
Xi 之 和 , 等 等 . 
.。 设 X,Y, 2 为 独立 随机 变量 , 每 个 都 等 可 能 地 取 值 1 或 2, 求 以 下 随机 变量 的 概率 分 布 列 : 
(a) XYZ; (b) XY +XZ+YZ; (c) X?+Y2. 
. 设 X 和 YY 为 连续 型 随机 变量 , 其 联合 密度 为 
人 0<z<l1<y<5 
f(z,y) = 45 
其 他 
其 中 e 为 一 常数 . 
(a) c 的 值 是 多 少 ? ”(b) X 和 Y 是 否 独立 ? (c) 求 P{X +Y > 3}. 
. X 和 YY 的 联合 密度 为 


zy 0<r<1,0<y<2 
f(z,y) = 
人 人 其 他 


(a) X 和 Y 是 否 独立 ? ”(b) 求 X 的 密度 函数 ， (c) 求 Y 的 密度 函数 ; 
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10. 


11. 


12. 


(d) 求 联合 分 布 函数 ; (e) 求 E[Y]; (f) 求 P{X+Y <1}. 


.假设 有 2 个 元 件 和 3 种 撞击 , 其 中 第 一 种 撞击 将 引起 第 一 个 元 件 失效 , 第 二 种 撞击 引起 


元 件 2 失效 , 第 三 种 撞击 将 导致 两 个 元 件 都 失效 . 等待 三 种 撞击 的 时 间 为 独立 指数 随机 
变量 , 参数 分 别 为 1, 和 2 和 Xs. 令 X 表示 元 件 i,i = 1,2 失效 的 时 刻 , 随机 变量 X1, X2 
称 为 服从 联合 二 元 指数 分 布 . 计算 P{Xi > s, Xa > 甘 . 


,假设 一 分 类 广告 册 有 m 页 , 其 中 m 充分 大 . 假设 每 页 的 广告 数量 是 个 变量 , 而 且 你 要 知 


道 某 页 上 有 多 少 广告 唯一 的 方法 就 是 直接 计数 . 还 有 , 假设 页 数 足够 多 , 你 无 法 直接 数 出 
到 底 有 多 少 广告 . 你 的 目标 是 想 随机 选择 一 个 广告 以 使 得 任何 一 个 广告 被 选中 的 可 能 性 
是 一 样 的 . 

(a) 随机 挑选 一 页 , 然后 随机 从 中 选择 一 个 广告 . 这 样 是 否 达到 了 你 的 目标 ? 为 什么 ? 
令 n(i) 表示 第 i 页 上 的 广告 数 i = 1,… ,m. 尽管 这 些 数 n(i) 是 未 知 的 , 但 我 们 仍 
假定 它们 都 小 于 或 等 于 某 个 给 定 的 值 n. 考虑 如 下 选择 广告 的 法 则 : 

第 1 步 ” 随 机 选择 一 页 , 假设 页 数 为 X, 直接 数 出 该 页 上 的 广告 数 以 得 到 n(X); 

第 2 步 ” 以 概率 n(X)/n 决定 是 否 继续 考察 第 X 页 , 如 果 决 定 继续 考察 第 X 页 ， 
转向 第 3 步 , 否则 回 到 第 1 步 ; 

第 3 步 ”在 第 X 页 上 随机 选择 一 个 广告 . 

每 经 过 “第 1 步 ” 一 次 称 为 一 次 循环 . 比如 , 第 1 步 随机 选择 的 页 码 被 拒绝 继续 考察 , 

而 第 二 次 选择 的 页 码 接受 了 ， 即 转 入 第 3 步 , 那么 我 们 需要 两 次 循环 才能 得 到 一 个 

源 

(b) 一 次 循环 就 能 得 到 第 i 页 上 广告 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 一 次 循环 就 能 选中 一 个 广告 的 概率 是 多 大 ? 

(d) 通过 次 循环 才 选 中 了 第 i 页 上 的 第 j 个 广告 的 概率 是 多 大 ? 

(e) 通过 法 则 , 第 i 页 上 的 第 j 个 广告 被 选中 的 概率 是 多 大 ? 

(f) 通过 法 则 , 循环 的 次 数 的 期 望 值 是 多 大 ? 

在 自 检 习题 8 中 的 “随机 ”部 分 可 通过 (0, 1) 均匀 随机 变量 实现 . 

第 1 步 产生 一 (0, 1) 均匀 随机 数 U, 令 X = [mU] + 1 找到 X 页 上 的 广告 数 n(X). 

(其 中 [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 或 z 的 整数 部 分 .) 

(a) 解释 为 什么 上 述 算法 实现 了 自 检 习题 8 中 的 第 1 步 ? 
提示 : X 的 分 布 列 是 什么 ? 

(b) 写 出 实现 自 检 习 题 8 中 其 余 各 步 的 算法 . 

令 Xi1,X2,… ,Xn 为 一 列 (0, 1) 上 独立 均匀 随机 变 

量 , 对 于 一 个 给 定常 数 c， 定 义 如 下 随机 变量 : N 一 

min{n : Xn > c}, NN 是 否 独立 于 Xw? 即 如 果 知道 第 

一 个 大 于 c 的 随机 变量 的 值 ， 是否 影响 这 个 随机 变量 

发 生 时 刻 的 概率 分 布 ? 给 出 您 的 答案 的 直观 解释 - 

右 图 中 的 镖 地 是 个 边 长 为 6 的 正方 形 . 中 间 有 三 个 半 

径 分 别 为 1, 2, 3 的 同心 图 图 . 如 果 镖 落 入 半径 为 1 的 

圆 内 , 那么 得 分 为 30. 如 果 落 入 半径 为 1 的 圆 外 , 但 是 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


“19. 


20. 
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落 入 半径 为 2 的 圆 内, 得 分 20. 如 果 落 入 半径 为 2 的 圆 外 , 但 是 落 入 半径 为 3 的 圆 内 , 得 
分 为 10. 其 他 情况 得 分 为 0. 假设 你 每 次 指 镖 与 前 面 的 结果 都 是 独立 的 , 落 点 均匀 分 布 在 
该 正方 形 内 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 一 次 投 镖 得 分 20; (b) 一 次 投 镖 得 分 至 少 为 20; 

(c) 一 次 投 镖 得 分 为 0; (d) 一 次 掷 镖 的 期 望 得 分 值 ; 

(e) 两 次 掷 镖 每 次 得 分 至 少 为 10; (f) 两 次 掷 镖 后 总 得 分 为 30. 

NBA 篮球 赛 中 有 这 样 的 规律 : 两 支 实力 相当 的 球 队 比赛 的 时 候 , 每 节 主 队 得 分 与 客队 得 
分 之 差 为 正 态 随机 变量 , 均值 为 1.5, 方差 为 6. 并 且 , 假设 4 节 的 比分 差 是 相互 独立 的 . 
(a) 主队 胜 的 概率 为 多 大 ? 

(b) 在 前 半 场 主队 落后 5 分 的 情况 下 , 主队 得 胜 的 概率 为 多 大 ? 

(c) 在 第 一 节 主队 赢 5 分 的 情况 下 , 主队 得 胜 的 概率 为 多 大 ? 

令 N 为 几何 随机 变量 , 参数 为 p， 假设 已 知 N = n 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 为 参数 为 
(n, A) 的 工 分布. 求 已 知 X = z 的 条 件 下 NN 的 条 件 分 布 列 . 

令 X 和 Y 为 (0,1) 上 相互 独立 的 均匀 随机 变量 . 

(a) 求 避 = X,V = X+Y 的 联合 密度 . (b) 利用 (a) 得 到 的 结果 求 V 的 密度 函数 . 
你 和 其 他 三 个 人 正 参与 一 个 项 目的 竞拍 , 竞价 高 者 获胜 . 如 果 你 中 标 , 便 计划 立即 将 此 项 
目 转 售 , 售 价 为 10 000 美元 . 如 果 你 认为 其 他 人 的 竞价 是 独立 的 , 且 在 7000 到 11 000 
美元 之 间 均 匀 分 布 , 你 如 何 竞价 才能 使 得 期 望 获 益 最 大 ? (如 果 你 中 标 , 你 必须 将 此 项 目 以 
你 的 出 价 买 下 .) 

设 X1,X2,… ,Xn 为 独立 随机 变量 , 且 

(a) 均 为 等 可 能 取 1,… ,n 中 任 一 值 . (b) 具有 分 布 列 P{X =j} =pj,j = 1,2,… ,nn. 
分 别 在 以 上 两 种 情形 下 , 求 出 Xi, 2,… ,Xn 恰 为 1,2,… ,n 的 一 个 排列 的 概率 . 

令 X1,… ,Xn 和 Yi，,… ,Yn 为 相互 独立 随机 向 量 , 其 中 每 个 向 量 都 是 上 个 1 和 n 一 k 
个 0 的 随机 排列 . 也 即 , 它们 的 联合 概率 分 布 列 为 : 


n 
PX = i Xn =in} = PI = Yi =1/(®) 和 =01 = 
生 


令 N = 并 "|Xi 一 Yi| 表示 两 个 向 量 的 分 量 取 不 同 值 的 坐标 数 , 而 且 , 令 M 表示 满足 

Xi = 1,Yi =0 的 i 的 个 数 . 

(a) 求 N 和 M 的 关系 ; (b) 求 M 的 分 布 ， (c) 求 EIN]; (d) 求 Var(NN). 

令 1,22，… ,Zn 为 独立 标准 正 态 随机 变量 , 且 令 5; = 总 1_， 2 

(a) 求 5 =y 的 条 件 下 的 Sn 的 条 件 分 布 ,= 1,2，…… ,mi 

(b) 证 明 : 对 于 1 < k < n, 已 知 Sn = z 的 条 件 下 ，Sx 的 条 件 分 布 为 均值 zk/n, 方差 
k(n 一 )/n 的 正 态 分 布 . 

令 X1,X2,… 为 一 列 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 求 

(a) P{Xe > 和 |Xi = max( XI， … ,Xs)}; (b) P{Xs > X2lX1 = max( Xi ，Xs)}- 


第 7 章 期 望 的 性 质 
7.1 引 言 
本 章 中 , 我 们 将 进一步 讨论 期 望 的 性 质 . 对 于 离散 型 随机 变量 X, 它 的 期 望 由 
下 式 定义 : 
EIX]= > zp(z) 
其 中 p(z) 是 X 的 分 布 列 . 对 于 连续 型 随机 变量 , X 的 期 望 由 
EIX]= 人 zf(z)dr 
定义 , 其 中 f(z) 是 X 的 密度 函数 . 
由 于 E[X] 是 随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 的 加 权 平 均 , E[X] 的 值 必定 介 于 X 
的 两 个 极 值 之 间 . 因此 , 我 们 有 如 下 结论 , 若 
Plag X<b}=1 
则 
a< EIX]<b 


我 们 在 离散 情形 下 证 明 此 结论 . 由 P{a < X < 9} = 1 可 知 对 于 一 切 z 4 [a,, 均 
有 p(z) = 0, 因此 
EIX]|= 》 zp(z)> > ap(z)=ax > plz)=o 
z:p(z)>0 z:p(z)>0 z:p(z)>0 
利用 类 似 方法 可 证 E[X] < b. 这 样 , 我 们 在 离散 情形 下 证 明了 a < EIX] < b. 连续 
型 情形 下 的 证 明 完全 类 似 , 细节 从 略 . 


7.2 ”随机 变量 和 的 期 望 
第 4 章 的 命题 41 和 第 5 章 的 命题 2.1 给 出 了 随机 变量 的 函数 的 期 望 值 的 计 


算 公 式 . 此 处 , 我 们 将 这 个 公式 推广 到 二 元 函数 的 情况 . 设 X 和 了 为 随机 变量 , 9 
是 一 个 二 元 函数 . 
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命题 2.1 若 X,Y 具有 二 元 分 布 列 p(z,y), 则 
Elg(X,Y)] = > > 9(z,y)p(z,y) 
若 X,Y 具有 联合 分 布 密度 f(z， 四则 
Bo r= gel doy 


我 们 在 (X,Y) 为 连续 情形 和 9(X,Y) 为 非 负 情形 下 证 明 此 命题 . 由 于 g(X,Y) > 
0, 利用 第 5 章 的 引 理 2.1, 可 得 


Elg(X,Y)| = /  p{g(X,Y) > t}at 
将 概率 


Px >d=// pe Dy 


代入 期 望 公式 , 得 


zoom 人 pe yar 
将 上 述 的 三 重 积分 交换 积分 次 序 , 得 


Elg(X,Y)] yD f(z,y) dt dy dr 


-| fs avar 
这 样 , 我 们 证 明了 当 g(X,Y) 为 非 负 随机 变量 时 E[g(X,X)] 的 计算 公式 . g(X,Y) 
为 一 般 情形 下 , 可 参考 一 维 情况 处 理 . (参见 第 5 章 的 理论 习题 2 和 理论 习题 3) 
例 2a 设 在 长 度 为 二 的 一 段 路 [0,5] 上 某 一 点 X 处 发 生 了 车 神 . 在 发 生 车 祸 
的 同时 , 在 [0 的 菜 一 点 Y 处 有 一 辆 救护 车 . 假定 X,Y 都 是 均匀 地 分 布 在 地 段 
fo, zj] 上 , 并 且 相互 独立 , 求 事故 地 点 和 教 护 车 之 间 的 平均 距离 


解 : X 和 Y 之 间 的 平均 距离 就 是 E[|X 一 了 |, 由 于 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 
jeg= 声 ， 0<z<L,0<y<L 
由 命题 2.1 可知， 


1 L pL 
Blx -Y= 起 | | -ulavar 
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经 计算 ， 
L I L 
fe-va= f e-wevt ws)ay 
一 他 + 全 -a(L-)= 人 + 
从 而 


i 5 
zlx-Yl= 去 / ( 邱 +-al) = 四 


作为 命题 2.1 的 重要 应 用 , 我 们 得 到 如 下 的 结果 . 设 E[X] 和 E[Y] 均 有 限 , 令 
g(z,y) =X +Y. 在 (X,Y) 为 连续 的 情况 下 , 利用 命题 2.1 可 得 


EEC+Z= erway 


=- 广 广 wenaaz+ 广 万 wemnazu 


= 广 zprodz+ 三 oa-=ED0+ ED 
一 般 情形 下 , 结论 成 立 . 因此 , 当 EIX] 和 EIY] 均 有 限时 ， 
EI[X +Y] = ELIX]+ EIY] (2.1) 
例 2b 设 随机 变量 X 和 Y 满足 如 下 关系 
Xz>Y 


即 对 于 任何 试验 结果 , 随机 变量 X 的 值 永 远大 于 等 于 随机 变量 Y 的 值 . 因此 , 对 
任何 试验 结果 , X 一 Y > 0 永远 成 立 , 由 期 望 的 定义 可 知 , E[X 一 了 ] > 0 或 等 价 地 


EIX] > ELY] 站 


由 (2.1) 式 , 通过 归纳 法 可 知 , 对 于 任何 一 组 随机 变量 Xi,i = 1,2,… ,n, 只 要 
他 们 的 期 望 均 有 限 , 就 有 下 式 成 立 : 
五 [Xai 十 … 十 Xn] = E[Xi] 十 … 十 至 [Xn] (2.2) 


公式 (2.2) 是 一 个 十 分 有 用 的 公式 , 下 面 一 系列 例子 说 明了 其 有 用 之 处 
例 2c (样本 均值 ) 设 X1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 
函数 为 ,期望值 为 , 这 样 的 序列 称 为 来 自分 布 F 的 一 个 样本 . 由 下 式 


= 站 


i=1 
定义 的 元 称 为 样本 均值 . 计算 E[X]. 
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am- 区 沾 -区 


1 一 1 
=15DEIX =h 因为 BX4]=4 
i=1 


这 个 公式 说 明 , 样本 均值 的 期 望 值 等 于 其 分 布 的 均值 . 在 统计 中 , 分 布 的 期 望 值 通 
常 是 未 知 的 , 而 样本 的 均值 就 作为 y 的 估计 值 . 


国 
例 2d (布尔 不 等 式 ) 设 41,… , hn 为 n 个 随机 事件 , 记 Xi,i= 1,… ,n 为 这 
些 事件 的 示 性 函数 ， 
X= 1 hi 发 生 
0 其 他 


记 久 = 并 ”Xe 刚好 是 这 一 系列 事件 在 试验 中 发 生 的 次 数 , 令 


1 X>1 
Y= 
E 其 他 


故 当 hi,i = 1,… ,n 中 至 少 有 一 个 事件 发 生 时 , Y = 1, 否则 Y = 0. 由 此 立即 可 知 
X>Y. 从 而 E[X] > E[Y]. 由 


EIX] = DELXi] = DP(Ai) 
i=1 i=1 


ElY] = P(A 中 至 少 有 一 事件 发 生 } = P([j 4,) 


i=1 


可 知 , 布尔 不 等 式 成 立 , 即 
P(Ua) < P(A) 上 
i=1 i=1 


下 面 的 3 个 例子 说 明 (2.2) 式 可 用 于 二 项 分 布 , 负 二 项 分 布 和 超 几 何 分 布 的 期 
望 公式 的 推导 . 将 现在 的 方法 与 第 4 章 中 的 方法 进行 对 比 , 可 显示 出 公式 (2.2) 的 
优越 之 处 . 

例 2e (具有 二 项 分 布 的 随机 变量 的 期 望 公式 ) 设 X 的 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参 
数 为 (n,p). 注意 到 X 是 n 次 独立 重复 试验 中 的 成 功 次 数 , 而 每 次 成 功 的 概率 为 p， 
我 们 可 将 X 写成 


天 = 和 十 7 十:… 十 和 
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其 中 
1 第 i 次 试验 成 功 
人 第 ;次 试验 失败 
因此 , X; 是 一 个 伯 努 利 随机 变量 , 其 期 望 E[X;] =1xp+0x (1-p) =p. 因此 
五 [X] = E[Xi1] + E[X2] +:**+ E[Xn] = np mn 


例 2f ( 负 二 项 随机 变量 的 期 望 公式 ) 设 在 一 独立 重复 试验 序列 中 , 每 次 试验 
成 功 的 概率 为 p, 记 X 为 试验 序列 中 直到 > 次 成 功 所 需 的 试验 次 数 . 现在 希望 计 
算 X 的 期 望 值 . 

解 : 可 将 X 写成 下 列表 达 式 

X=X1+X2+…+ Xr 
其 中 Xi 表示 达到 第 一 次 成 功 所 需要 的 试验 次 数 ，X2 表示 在 试验 序列 中 达到 第 二 
次 成 功 所 需 的 附加 次 数 ，X; 表示 第 i 一 1 次 成 功 以 后 , 为 获得 第 i 次 成 功 所 需 的 附 


加 试验 次 数 . 稍 加 思索 , 就 可 得 到 结论 , X; 的 分 布 是 参数 为 p 的 几何 分 布 , 由 第 4 
章 的 例 8b 可 知 E[Xi] = 1/p,i = 1,… ,r. 因此 


E[X] = E[Xi1] + E[X2] 十 … 十 五 [Xr] = r/p 图 
例 2g ( 超 几何 随机 变量 的 期 望 ) 设 坛子 内 有 N 个 球 , 其 中 m 个 白 球 , 从 中 随 


机 地 取 nn 个 球 , 求 取出 白 球 个 数 的 期 望 值 . 
解 : 记 X 为 取出 的 白 球 个 数 , X 可 以 表示 成 : X = Xi 十 … 十 Xm, 其 中 


1 第 i 个 白 球 被 取出 
0 其 他 


现在 ， 
EX = P{X; =1} = P{ 第 i 个 白 球 被 取出 } = 人 (者 ER 
因此 
ELX] = EDC+…+EDXml = 全 
我 们 也 可 用 另 一 种 表示 方法 求 得 此 结果 . 随机 变量 X 可 表示 成 
X=Y+.……+Yn 
其 中 


人 


A | 第 i 次 选 出 的 是 白 球 
0 其 他 
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此 处 的 i 是 第 i 次 抽取 的 意思 , 而 前 面 X; 中 的 i 是 第 i 个 白 球 的 意思 , 两 者 含义 不 

同 . 由 于 N 个 球 中 的 每 一 个 球 被 第 i 次 取出 的 概率 都 相同 , 因此 E[Y;] = m/N, 故 

E[X] = E[Yi]+:…+ ElYn] = nm/N [ 

例 2h (配对 的 期 望 数 ) N 个 人 首先 把 他 们 的 帽子 丢 在 某 房间 内 , 将 帽子 充分 
混合 以 后 , 又 让 每 一 个 人 随机 地 取 一 项 帽子 , 求 选中 自己 帽子 的 人 数 的 期 望 值 . 

解 : 记 X 为 选中 自己 帽子 的 人 数 , X 可 写成 : X = Xi + Xo 十 … 十 Xn, 其 中 


ed { 第 i 个 人 选中 自己 的 帽子 


0 其 他 
对 于 每 一 个 人 来 说 , 选中 任何 一 项 帽子 的 可 能 性 是 相同 的 , 因此 
E[Xi] = P{X; =1} = 广 1 
这 样 


ED = ED]+…+EEwl = 六 xN=1 


因此 , 平均 来 说 , 只 有 一 个 人 能 拿 到 自己 的 帽子 . a 
例 2i (优惠 券 的 收集 问题 ) 设 一 共有 N 种 不 同 的 优惠 券 , 假定 有 一 人 在 收集 
优惠 券 , 每 次 得 到 一 张 优惠 券 , 而 得 到 的 优惠 券 在 这 NN 种 优惠 券 中 均匀 地 分 布 . 求 
出 当 这 人 收集 到 全 套 N 张 优惠 券 的 时 候 , 他 收集 到 的 优惠 券 张 数 的 期 望 值 . 
解 : 记 X 表示 这 人 收集 到 全 套 优惠 券 时 所 收集 的 优惠 券 的 总 数 . 我 们 利用 例 
2f 中 的 方法 来 计算 E[X]. 记 Xi 表示 第 i 种 优惠 券 已 经 收集 到 , 为 收集 到 第 i+ 1 
种 优惠 券 所 需要 的 附加 次 数 . 注意 X 具有 如 下 表达 式 : 


其 =Xo 十 XI 十 … 十 XN-1 


设 有 i 种 优惠 券 已 经 收集 到 , 则 下 一 次 收集 到 一 张 新 的 优惠 券 的 概率 为 (N 一 i)/N. 
这 样 , Xi 的 分 布 为 几何 分 布 , 即 


POG = () k>1 


N N 
因此 , E[Xi] = N/(N 一 ), 由 此 可 得 


sb-=1+ 产 + 产 5+. 

例 2j 10 个 猎人 等 待 一 批 野鸭 飞 过 , 当 一 群 10 只 野鸭 飞 过 猎人 头顶 时 , 10 个 

猎人 随机 地 瞄准 一 只 野鸭 并 同时 射击 . 设 每 位 狂人 击 中 野鸭 的 概率 为 p, 求 逃 过 这 
一 动 的 野鸭 数 的 期 望 值 . 


+ ND+E+ + + mn 
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解 : 记 


X= 1 第 ;只 野鸭 逃 过 这 一 动 
lo 其 他 
于 是 ， 


EIX] = E[X1+:…:+ Xio] = E[X1] +:…+ E[X10] = 10E[X1] 


其 中 , X 表示 逃 过 这 一 动 的 野鸭 数 ，E[Xi] = P{X; = 1} 表示 1 号 野鸭 未 
被 击 中 的 概率 . 每 位 猎手 是 否 击 中 i 号 野鸭 是 相互 独立 的 , 且 概 率 为 p/10, 因此 ， 
P{Xi = 1} = (1p/10)', 从 而 E[X] = 10(1 — p/10)Y™°. 国 

例 2k (游程 的 期 望 数 ) 设 有 个 1 和 mm 个 0 随机 地 排 成 一 个 序列 , 一 共有 
(n+m)!1/(n!m!) 种 不 同 的 排列 法 . 假定 每 种 排列 法 都 是 等 可 能 的 . 在 一 个 排列 中 ， 
连 在 一 起 的 1 构成 “1” 的 游程 . 例如 , n = 6,m = 4, 6 个 1 和 4 个 0 构成 如 下 的 一 
个 排列 : 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 其 中 第 一 组 3 个 1 构成 一 个 “1” 的 游程 , 在 这 个 
序列 中 一 共有 3 个 “1” 的 游程 . 我 们 感 兴趣 于 计算 游程 的 个 数 的 期 望 值 . 记 R(1) 
为 排列 中 “1” 的 游程 的 个 数 , 记 


了 1 一 个 1 的 游程 开始 于 第 个 位 置 
” 【0 其 他 
这 样 R(1) 可 表示 成 : R(1) = 学 吕 " i, 从 而 
E[R(1)] = > ELA] 
i=1 
经 计算 


n 
n+m 


EIn] = P{“1” 在 第 一 位 置 } = 
对 于 1<igsn+m, 


[A] = P{“0” 在 第 i 一 1 个 位 置 ,“1” 在 第 i 个 位 置 } = 一 了 一 和 


ntim nim-l 


这 样 
BIRD tm rm 
类 似 地 , 关于 “0” 的 洲 程 的 个 数 的 期 望 
Ela = Pe 
以 及 关于 总 的 游程 的 个 数 的 期 望 


mn 


EIR(1) + R(O] =1+ 2 站 
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例 21 (平面 上 的 随机 徘徊 ) 设 在 平面 
坐标 系 的 原点 上 放 一 质点 , 质点 在 平面 上 
作 如 下 的 随机 徘徊 . 每 一 步 质点 移动 一 个 
单位 距离 , 且 前 进 方向 与 z 轴 的 夹 角 9 在 
(0,2n) 上 均匀 分 布 .( 见 图 7.1.) 计算 在 走 
了 n 步 以 后 , 质点 离开 原点 的 距离 的 平方 
的 期 望 值 . 

解 : 用 (X;,Y) 表示 第 i 步 移动 后 , 坐 
标的 变动 量 , 因此 四 和 入 步 以 后 
四 为 第 二 步 以 后 
图 7.1 平面 上 的 随机 徘徊 
其 中 0i,i = 1,2,… ,n 为 相互 独立 , 且 在 (0,2r) 上 均匀 分 布 . 经 过 n 步 以 后 , 质点 
的 位 置 为 (并 Xi, 1 7), 质点 离开 原点 的 距离 的 平方 D? 的 公式 为 


p= (PR) + (TY) = Tt) + D+) 
es 二 i=1 #1 


=n+ DD (cosb Cos0; + sin 0; sin 0;) 
i#j 
注意 , 此 处 利用 了 公式 cos? 0; + sin? 9; = 1. 在 求 D? 的 期 望 时 , 利用 0; 之 间 相互 独 
立 性 假设 以 及 


Xi = cosOi Yi = sinO; 


2r 
2nElcos0i] = / cosudu = sin2x — sin0=0 
0 


2 
2rP[sin bi] = [ sinudu = cos0 — cos2x =0 
0 


最 后 得 到 E[D?] =n. 国 

例 2m (快速 排序 算法 ) 假设 有 一 组 互 不 相同 的 数 z1,… ,zn. 我 们 需要 将 它 
们 排 成 一 个 上 升 的 序列 , 称 这 一 过 程 为 排序 . 通常 采用 一 个 快速 排序 程序 来 完成 这 
一 任务 , 其 方法 如 下 : 当 n = 2 时 , 只 需 直接 比较 这 两 个 数 并 且 将 他 们 排 成 升序 即 
可 . 当 n > 2 时 , 随机 地 选 一 个 数 , 设 为 ri, 然后 将 所 有 其 余 的 数 与 zi 作 比较 , 将 
小 于 zi 的 数 归 入 ri 左边 一 集合 , 将 大 于 zi 的 数 归 入 zi 右边 一 集合 , 然后 对 于 那 
些 数 的 集合 重复 刚才 的 处 理 过 程 , 直到 所 有 的 数 都 已 排 成 升序 为 止 . 例如 , 下面 是 
10 个 不 同 的 数 


5,9,3, 10, 11, 14, 8, 4, 17,6 


开始 时 从 中 随机 地 选 一 个 数 (每 一 个 数 被 选中 的 概率 都 为 1/10) 比如 说 选中 了 
10, 然后 每 一 个 数 与 10 做 比较 , 这 样 得 到 


{5, 9,3,8,4,6},10,{11,14,17} 
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现在 我 们 对 于 不 是 单 点 集 的 数 集 进行 再 分 类 . 例如 先 对 上 述 左边 的 集合 进行 再 分 
类 , 随机 地 选 定 一 个 数 , 例如 6 被 选 定 , 然后 将 数 集中 其 余 的 数 与 6 作 比较 , 得 到 
{5, 3, 4}, 6, {9, 8}, 10, {11, 14, 17} 
现在 , 我 们 还 是 考虑 最 左边 的 非 单 点 集合 , 将 它 的 元 素 进行 比较 . 最 左边 的 非 单 点 
集合 为 {5,3,4}, 从 中 随机 地 取出 一 个 数 , 例如 4, 这 样 , 经 过 排列 以 后 得 到 
{3}, 4, {5}, 6, {9, 8}, 10, {11, 14, 17} 
重复 这 个 过 程 直到 每 个 花 括 弧 中 只 有 一 个 数 为 止 . 这 样 快速 排序 法 也 就 完成 了 . 
在 排序 过 程 中 , 最 基本 的 运算 是 比较 两 个 数 的 大 小 . 记 X 为 实现 排序 所 需 的 
比较 的 次 数 , 则 E[X] 是 一 个 排序 算法 的 效率 的 一 个 度量 , 为 计算 E[X], 我 们 首先 


将 X 写成 一 列 随机 变量 的 和 . 为 解决 这 个 问题 , 首先 将 最 小 值 命名 为 1, 将 第 二 小 
的 值 命名 为 2 …… , 将 最 大 值 命名 为 n, 对 于 i<j, 记 


I) = 1 在 排序 过 程 中 ，i,; 直接 比较 过 
0 其 他 
由 排列 过 程 可 知 , 任意 两 个 数 i 和 7 在 排序 过 程 中 , 有 可 能 从 未 比较 过 , 但 若 
它们 直接 比较 过 , 只 可 能 比较 一 次 , 不 可 能 再 次 比较 , 这 样 , 由 X 的 定义 可 知 : 
n-l n 
X=》 > TI 


i=1 和 = 计 1 


由 此 推 得 
EIX] = 直 [二 > 


Re 


: 
2 
现在 需要 计算 概率 

P{i 和 在 排序 过 程 中 直接 比较 过 } = 一 


考虑 数 集合 ii 二 1,… ,j, 一 共有 j 一 i+ 1 个 元 素 . 最 初 它们 全 包含 在 一 个 大 的 集 
合 中 , 用 一 一 个 花 二 弧 将 这 个 大 集合 括 起 来 在 排序 过 程 中 , 随机 地 选 定 一 个 比较 点 ， 
若 这 个 比较 点 不 在 此 区 间 内 , 即 比 i 小 , 或 比 j 大, 则 此 时 数 i,j 不 会 直接 进行 比 
较 , 在 比较 后 重新 排序 时 , 它们 还 是 处 于 同一 花 括 弧 内 . 现在 假定 选择 的 比较 点 落 
入 集合 i+ 1,… ,j 一 1j 之 中 , 则 只 有 当选 择 点 为 ;或 了 时 ， i 和 j 才 会 直接 进行 
比较 , 否则 它们 与 比较 点 比较 后 将 分 别 放 进 左 、 右 的 花 括 弧 内 , 而 不 会 直接 相互 比 
较 . 因此 , i ;j 直接 进行 比较 的 概率 , 就 是 从 ,i 十 1,… ,j 一 1,j 中 选取 i 或 了 的 概 


n 


I 让 = 六 上 


i=1 j=i+1 


jk 

=1 j= 

Sp Pp{i 和 在 排序 过 程 中 直接 进行 比较 过 } 
3 
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率 , 等 于 2/(j 一 i 二 二). 
将 得 到 的 公式 代入 E[X] 的 表达 式 后 , 得 到 E[X] = Dn ?ss ji 
现在 当 n 充分 大 时 , 利用 近似 公式 


2 2 交 n 
ri Wr ae el 
=2In(n—i+l1)—2In2x~2In(n—i+1) 
这 样 ， 
多 一 上 n—l mn 
Bw D2 -it de mo-z+Ddz=2 人 lny dy 
=2(ylny 一 幼 |: ~ 2nlnm 

由 此 可 知 , 利用 快速 排序 法 , 当 n 充分 大 时 , 大 概 进行 了 2nlnm 次 比较 , 可 将 n 个 
数 进行 排序 . a 

例 2n (事件 和 的 概率 ) 记 A1,… ,An 为 n 个 事件 , XX1,… ,Xn 是 它们 的 示 性 
函数 


_ /1 4 发 生 
” 【oo 其 他 
注意 
1 U4; 发 生 
1-TIa - x) = 
亚 其 他 
因此 
sh -IIa- x)| = P( U 4i) 
i=1 i=l1 
将 上 式 左 边 展开 
P(U4)=B[DX -DI XX + XXX 
i=1 i=1 i<j i<j<k 
一 … 十 (1)*+iXa Xx] (2.3) 
由 


1 hs,A4i,… hi 发生 


XuXia "Xi 一 
人 其 他 
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可 知 [Xi,…Xi] = P(4i,… Ai), (2.3) 式 变 成 大 家 熟知 的 事件 和 容 斥 公式 
P(U4) = 并 PU -DD P44) + DD IPA AAs) 
i i<j i<j<k 
(+P(AL... An) 和 


现 设 Xi(i > 1) 是 一 个 随机 变量 序列 , 每 一 项 具有 有 限期 望 , 下 面 的 公式 却 不 
是 无 条 件 成 立 的 ， 


z[ 袜 可 =- Da (2.4) 
在 下 列 的 一 系列 等 式 中 ， 打 间 导 <?” 的 一 处 是 (2.4) 式 成 立 的 关键 . 
a [全 本 -sla 守 基 
i=1 i=1 


和 i (2.5) 
2 m5[ -dab 
i=1 i=1 t=1 


问号 是 指 期 望 运算 和 极限 运算 是 否 可 以 交换 的 问题 . 若 两 个 运算 可 交换 ， 则 
(2.4) 式 成 立 . 在 一 般 情况 下 , 这 种 可 交换 性 是 没有 得 到 证 实 的 . 但 是 下 面 两 种 重要 
的 特殊 情况 下 ，(2.5) 式 中 的 两 种 运算 的 可 交换 性 是 得 到 保障 的 . 

1. Xi 均 为 非 负 随机 变量 ( 即 P{X; > 0} = 1 对 一 切 i 成 立 )， 

2. 5 EIXil] < oo. 

例 2o 考虑 非 负 整 数值 随机 变量 X, 对 一 切 i > 1, 定义 


, Xi 
Xi= 
0 X<i 
我 们 得 到 
x= tx -yi+ 0 Xx 
i=1 二 针 +1 i=1 i=X+1 
由 于 Xi; 都 是 非 负 随机 变量 ， 因此 
ELX]= TEC ) = Ere > 让 (2.6) 
i=1l 
这 是 一 个 非常 有 用 的 恒等式 . 国 
例 2p 设 有 个 对 象 , 记 为 1,2,… ,n. 这 mn 个 对 象 被 放 在 计算 机 的 n 个 单 
元 中 , 他 们 顺 次 放 在 序号 为 刘 ,…… ,in 的 单元 中 , 其 中 { 人 ,各 } 为 {1 2 ,n} 
的 一 个 排列 . 现 设 每 次 从 这 n 个 对 象 中 随机 访问 一 个 对 象 ， ee 
访问 历史 是 相互 独立 的 . 现 设 访问 对 象 i 的 概率 为 P(i), ?_ P(i) = 1, 假定 P(i) 


为 已 知 . 现在 的 问题 是 什么 样 的 单元 摆 放 次 序 , 能 够 使 得 每 次 访 oe 
元 序号 的 期 望 值 达到 最 小 . 
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解 : 不 妨 设 这 n 个 对 象 的 访问 概率 满足 条 件 P(1) > P(2) > … > P(n). 我 
们 指出 这 些 对 象 的 最 优 摆 放 次 序 应 为 Oo = {1,2,… ,n}. 记 X 为 被 访 对 象 在 计 
算 机 中 所 处 的 单元 的 序号 , 对 于 对 象 1,2,… ,n 在 计算 机 中 的 单元 任 一 排序 O = 


{ in}: 


Po{X 2k}=D PG) > PO)= Pa. .n{X >K} 

j=h j=h 
由 此 利用 公式 (2.6), 可 得 Eo(X) > 1.2,…n(X). 本 问题 的 结论 指出 应 该 把 最 经 党 
访问 的 对 象 放 在 最 容易 访问 的 单元 . 这 样 的 系统 设计 , 操作 起 来 最 顺手 , 访问 的 期 
望 时 间 也 最 短 . 和 


“7.2.1 ”通过 概率 方法 将 期 望 值 作为 界 


通过 在 集合 上 引入 概率 , 可 分 析 集 合 中 元 素 的 性 质 . 在 第 3 章 例 刀 中 已 经 看 
到 了 该 方法 的 应 用 . 在 本 节 中 , 我 们 将 找 出 某 些 函数 的 界 . 

设 / 为 定义 在 有 限 集 S 上 的 函数 , 我 们 对 该 函数 的 最 大 值 感 兴趣 

"m= 

令 5 为 取 值 于 S 的 随机 元 , 显然, 由 mm > f(5) 知 m > E[f(5)]. 当 7(S) 不 是 取 党 
数值 时 , 上 述 不 等 号 是 严格 意义 下 的 不 等 号 , 即 不 会 出 现 m = EIf(S)] 的 情况 . 总 
之 , E[f(S)] 是 mm 的 下 界 . 

例 2q (竞赛 中 的 哈密 顿 路 径 数 的 最 大 值 ) 在 循环 赛 中 , n 个 竞争 对 手中 任意 
一 对 都 进行 比赛 , 一 共 进行 2 ) 场 比赛 , 现 将 运动 员 编 成 号 1,2,… ,n, 下 面 的 情 
形 形 成 哈密 顿 路 径 : i,… ,in, 如 果 生 胜 i, iz 胜 ia, 如 此 下 去 , 直到 各 -1 胜 in. 
一 个 问题 是 求 哈密 顿 路 径 的 最 大 可 能 数 . 

作为 解释 , 设 n= 3, 如 果 有 一 个 人 胜 了 2 次 , 此 时 , 只 可 能 有 一 条 哈密 顿 路 径 ， 
例如 , 1 胜 了 2 和 3, 2 胜 了 3, 则 唯一 的 哈密 顿 路 径 为 1, 2, 3. 另外 , 若 在 循环 赛 中 
没有 人 赢得 2 次 , 即 每 人 胜 负 各 1 次 , 1 胜 2, 2 胜 3, 3 胜 1, 此 时 , 哈密 顿 路 径 的 条 
数 的 最 大 值 为 3. 

我 们 将 指出 对 于 参赛 人 数 为 n 的 比赛 中 , 哈密 顿 路 径 可 多 于 n!/2"! 条 . 由 
于 一 共 要 进行 (2 ) 场 比赛, 比赛 的 结果 一 共有 2(G3) 种 , 记 5 为 这 203) 个 不 同 的 比 
赛 结果 之 集合 , 记 f(s) 表示 比赛 结果 为 。 时 的 哈密 顿 路 径 的 数目 , s < S, 为 证 明 

nn! ， 我 们 随机 地 抽取 一 比赛 结果 s,s & S, 且 9 取 每 一 个 se S 的 概 


2n-1 


率 都 是 相等 的 , 并 假定 这 (2) 场 比赛 是 相互 独立 的 , 每 个 选手 对 等 可 能 地 打败 对 方 . 


max f(s) > 
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现在 将 nn 个 竞争 者 进行 排队 , 一 共有 n! 种 不 同 的 排列 , 例如 ,i2,… ,in 表示 竞争 
者 的 排列 , 其 中 排 第 一 位 , ?2 排 第 二 位 …, 将 这 些 排列 进行 编号 ,i = 1,2,… ,n!. 
为 了 简化 叙述 , 我 们 用 i 一 is 表示 i 在 与 iz 的 比赛 中 胜出 . 对 于 确定 的 比赛 结 


果 , 只 有 一 iz 一 … 一 加 ,排列 ( 订 ,… ,in) 才 是 哈密 顿 路 径 . 记 
x 二 /1 车况 赛 的 结果 使 排列 i 成 为 哈密 顿 路 径 
” 【0 其 他 

显然 Xi 依赖 于 比赛 结果 s, 是 一 随机 变量 , 并 且 哈密 顿 路 径 数 

n! 

f(5)= DX 

i=l1 

故 
Elf(S)] = 2 已 DG 
i=1 


对 于 Xi, 其 中 i 为 某 一 排列 , 不 妨 设 i 为 (1,2,… ,n)，(1,2,… ,n) 成 为 哈密 顿 
路 径 只 有 1 胜 2, 2 胜 3, .… , 故 E[Xi] = P{Xi = 1} = 1/2"-!， 由 此 可 知 
If(5)] = n!1(1/2)"-!. 由 于 f(S) 不 等 于 常数 , 故 存在 一 个 试验 结果 其 哈密 顿 略 
径 数 超过 n1/2"!. a 

例 2r 一 共有 52 棵 树 排列 在 一 个 贺 周 上 , 有 15 只 金 花 鼠 , 生活 在 这 些 树 上 ， 
指出 存在 相连 的 7 棵 树 , 其 上 生活 着 至 少 有 3 只 金 花 鼠 . 

解 : 将 一 棵 树 和 顺 时 针 方向 的 另外 6 棵 相 邻 的 树 组 成 该 树 的 一 个 邻 域 . 现在 
我 们 需要 证 明 : 对 于 生活 在 这 52 棵 树 上 的 15 只 金 花 鼠 , 不 论 它们 如 何 分 布 , 我 们 
总 能 找到 一 棵 树 , 使 得 至 少 有 3 只 金 花 鼠 生活 在 这 个 树 和 它 的 邻 域 中 . 为 此 , 我 们 
随机 地 选 一 棵 树 , 并 且 数 一 数 这 棵 树 和 它 的 邻 域 中 的 金 花 鼠 的 数目 , 记 这 个 数 为 X. 
显然 , X 是 一 个 随机 变量 , 现在 将 这 15 只 金 花 鼠 记 为 i= 1,2,… ,15, 记 

X 且 金 花 鼠 i 在 这 个 随机 选 定 的 一 棵 树 的 邻 域 里 
”1o 其 他 
显然 X = 并 5; Xi, 从 而 EIX] = 开 i5， BCX，{X; = 1} 表示 随机 地 选 定 的 7 棵 树 
上 生活 着 金 花 鼠 i, 显然 E[Xi] = P{X = 1} = 7/52, 从 而 E[X] = 15 x (7/52) = 
105/52 > 2. 由 此 可 知 , 必定 存在 一 棵 树 , 使 得 在 这 棵 树 的 邻 域 里 生活 的 金 花 鼠 数 
目 大 于 2. a 


*7.2.2 ”关于 最 大 数 与 最 小 数 的 恒等式 
下 面 是 关于 若干 数 的 最 大 值 , 最 小 值 的 一 个 恒等式 . 
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命题 2.2 对 于 任意 一 组 数 z1,.… ,zn, 下 列 恒 等 式 成 立 : 
max zs =D zt 一 Dmin(zi,z;) + > min(zi, 2j, Tk) 


i<j i<j<k 
上 + 二 (Drrimintzh zn) 


证 明 : 我 们 给 出 一 个 概率 的 证 明 . 首先 , 假定 所 有 的 zi 在 [0,1] 区 间 内 , 令 U 
为 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 记事 件 4; = {U < zi}, 不 难 验证 


U4 ={U< max zi} 


因此 ， 
2 U4:} = P{U < max zi} = max zs 


及 
P(4i) = P{I < zi 一 mi 
此 外 , 事件 4i,,… , Ai. 同时 发 生 的 充 要 条 件 是 事件 {U < zi,},j = 1,… ,7 同时 成 
立 , 由 此 导出 
Aa hi.={U < 了 
进一步 得 
P(4 4i)=P{U< jin ze) = sn 
由 事件 和 的 概率 的 容 斥 公式 : 
P(U4i) = 和 Pi)- DP(AiA;)+ > PCU4i4i4h) 
i i<j i<j<k 
十 … 十 (-1l)"+1P(4 4n) 

可 得 到 该 恒等式 . 

现在 设 z; 为 非 负 , 但 不 限制 于 单位 区 间 . 设 c 为 常数 , 使 所 有 zi 均 小 于 c, 此 
时 恒等式 对 于 y; = zi/c 成 立 , 再 在 恒等式 两 边 乘 以 常数 c, 可 知 恒等式 对 zi 也 成 
立 . 现在 假定 zi 可 取 负 值 , 此 时 , 存在 b, 使 得 zi +b > 0 对 一 切 i= 1,… ,n 成 立 . 
这 样 , 下 列 恒等式 成 立 

max(zs +b) =》> (ex +b)— Dmin(z: +b,zj 十 怠 
i i<j 
十 … 十 (-Dn"+limin(zl +b,.… ,zn +b) 

记 M = Di 一 可 ;cj min(zi,2j) 十 … 十 (一 1)"+? min(z1,… ,zn), 可 将 上 面 的 恒 等 
式 写成 : 


maxzi+b= M+b(n— 全 + (ntl (®)) 


286 第 7 章 期望 的 性 质 
但 是 下 面 也 是 一 个 恒等式 

0=(L-D"=1-n+ (3)+…+CDn 人 
将 上 面 的 两 个 恒等式 合并 便 得 


maxzi=M 
这 样 , 证 明了 本 命题 所 列 的 恒等式 对 一 切 zi(i = 1,… ,n) 都 成 立 . 品 
由 命题 2.2 知 , 对 任意 随机 变量 Xi,… ,Xn, 有 
max Xi = DO Xi Dmin(Xi, Xj) + + (1)"+! min(X1,... , Xn) 


i i<j 
将 上 式 求 期 望 , 可 得 
Blmax Xi = > ELXi] 一 > Blmin(Xi, X;)] 
i i<j 


+ + (1)"+iE[min(X1,... , Xn)] (2.7) 


例 2s (不 等 概率 的 优惠 券 收 集 问题 ) 现 设 某 人 收集 优惠 券 , 每 次 收集 一 张 , 均 
独立 于 以 前 所 收集 的 优惠 券 . 现 设 一 共有 n 种 不 同 的 优惠 券 , 每 次 收集 的 时 候 ， 优 
惠 券 i 被 收集 到 的 概率 为 p 并 六 ;pi = 1. 求 出 当 第 一 次 收集 到 全 套 n 种 优惠 券 时 
所 收集 到 优惠 券 总 数 的 期 望 值 . 

解 : 记 Xi 为 收集 到 第 i 种 优惠 券 时 所 收集 到 的 优惠 券 张 数 , 记 X 为 收集 到 全 
套 m 种 优惠 券 时 所 收集 到 的 优惠 券 总 数 . X 与 Xi 之 间 有 如 下 的 关系 


= a 

由 于 收集 到 一 张 第 i 种 优惠 券 的 概率 为 p;, Xi 的 分 布 是 以 Pi 为 参数 的 几何 分 
布 . 又 由 于 min{Xi,X;} 是 为 了 收集 到 第 i 种 优惠 券 或 第 7 种 优惠 券 所 需 收 集 的 
优惠 券 的 张 数 , 因此 min(Xi, X;) 的 分 布 是 以 mi + p; 为 参数 的 几何 分 布 . 类 似 地 ， 
min( Xi Xj, Xk) 的 分 布 是 以 pi + p; + pk 为 参数 的 几何 分 布 , 利用 (2.7) 式 以 及 几 
何 分 布 的 性 质 可 知 

1 
2 Es De 2 mr 


区 i<j< 
1 
Pi+***+pn 


[eas 二 
0 2 
并 利用 恒等式 
P 志 I (1 一 erPiz) 一 2 二 De td 


i<j 


eS 


注意 到 
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关于 E[X] 的 等 式 可 以 化 成 下 面 更 便于 计算 的 公式 


E[X] = ft 三 Ta = ez))ar a 
o 


i=1 


7.3 ”试验 序列 中 事件 发 生 次 数 的 矩 


上 一 节 中 的 许多 例子 都 具有 下 列 形 式 : 对 于 给 定 的 事件 序列 A1,… ,4 求 
出 E[X], 其 中 X 是 这 些 事件 在 试验 中 的 发 生 次 数 . 其 解法 是 给 出 每 个 事件 的 示 性 
函数 
;1 4 发 生 
” 【o 其 他 


利用 关系 式 X = 并 ?Fi 可 得 
EIX]=E[D5] = DB = P(A) (3.1) 
i=1 i=1 i=1 


现在 我 们 感 兴趣 于 “事件 对 ”出 现 的 次 数 . 若 4; 与 4; 在 试验 中 出 现 ， 则 
天 :万 = 了 反之 , 则 无: 万 = 0 因此, 在 试验 序列 中 ,<; 1i1; 是 事件 对 出 现 的 次 


数 . 又 由 于 X 是 试验 序列 中 事件 出 现 的 次 数 , 因此 事件 对 出 现 的 次 数 为 (>). 这 


样 ， 

(2) = 

i<j 
在 上 式 右边 的 和 项 中 , 一 共有 (2 ) 项 . 上 式 两 边 求 期 望 , 得 
2[(3)] = 2 EL] = 2 P(AiA;) (3.2) 

i<j ic 了 

或 
(2) = 并 Ph44) 
i<j 

由 此 得 到 


E[X’] — E[X] =2) P(A4;4;) (3.3) 
i<j 
进一步 可 得 到 E[X?] 和 Var(X) = E[X3] 一 (EI[X])? 的 公式 . 
进一步 , 考虑 在 试验 序列 中 ,k 个 事件 组 的 出 现 次 数 , 可 得 到 
= 5 hi 


<iz<…<ik 


两 边 求 期 望 得 到 
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B[X%)]= 3 Bd= DD Ph hs) 0 


<iz<<i 和 <i2<…< 认 


例 3a (二 项 随机 变量 的 矩 ) 考虑 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 记 
Ah; 为 第 i 次 试验 成 功 这 一 事件 , 当 i 关 ] 时 , P(4i4;) = p?, 由 (3.2) 式 得 到 


[=Pr- (0 


EI[X(X—1)]=n(n— 1)p? 


或 


机 EIX?] — E[X] =n(n — 1)p? 
再 利用 E[X] = J" P(A4i) = np, 可 得 
Var(X) = E[X’] — (E[X]))? =n(n— lp?+np— (np)? =np(l —7) 

这 个 结果 与 4.6.1 节 的 结果 相同 . 

一 般 情况 下 , 利用 P(Ai, 4i。… 4i) = mk，(3.4) 式 变 成 

a[C)]- 开 = 人 
或 等 价 地 
EIX(X—1):..(X—k+1)]=n(n—1):..(n—k+1)p: 
利用 上 式 可 以 递 推 得 到 各 阶 矩 E[X,k > 3. 例如 ,k= 3 的 情况 下 ， 
EI[X(X — D(X -2)]=n(n -Dn 2)p 


可 E[X3 — 3X?+2X]=n(n— 1)(n— 2)p 
从 而 
E[X3] = 3E[X?] — 2E[X] + n(n — 1)(n — 2)p? 
=3n(n— 1)p +np+n(n— 1)(n— 2)p 图 
例 3b ( 超 几 何 随机 变量 的 矩 ) 设 一 个 坛子 中 有 NN 个 球 , 其 中 m 个 为 白 球 ， 
NN -mm 个 黑 球 . 现 从 中 随机 地 抽取 nt 个 球 , 此 时 n 个 球 中 的 白 球 个 数 X 就 是 事件 
A1, A2，,… , An 的 发 生 数 , 其 中 事件 4; 表示 取出 的 第 i 个 球 为 白 球 . 由 于 第 i 个 球 
可 以 是 N 个 球 中 的 任意 一 个 , 其 中 m 个 为 白 球 , 因此 P(4i) = m/N. 由 公式 (3.1) 
得 到 E[X] = 于 ?1 P(4i) =nm/N. 又 由 于 
P(AiA;) = P(4i)P(4jil4i) = 
再 利用 (3.2) 式 得 


m 
NN=1 
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el] -号 路 二 -国史 翅 


或 加 mm—1) 
EX(X -N=nn-)). R= 
或 2 交 m(m—1) 
BX = n(n — DR + EIX) 
进一步 可 得 


Var(X) = ED-EpdP=no-DR + 办 - ty 


mr(n—1l)(m—1 mn 
到 [0 +1- 穷 ] 
这 个 结果 与 第 4 章 例 8j 所 得 的 结果 是 相同 的 . 

利用 (3.4) 式 , 可 得 到 X 的 高 阶 矩 . 由 
mm—1):…(m—k+1) 
N(N—1):..(N—k+1) 


P(An Ais Ais) = 
再 利用 (3.4) 式 , 得 


ny mm—1l).…(m—k+l) 
人 RE 


四 

一 

Tx 

Se 
1 


或 

EIX(X—1):..(X—k+1)]=nn— 1)..(n—k+ Dt 

例 3c (配对 问题 中 的 矩 ) 设 有 N 个 人 , 随机 地 拿 帽子 . 记 4; 为 第 i 个 人 拿 
到 自己 的 帽子 . 此 时 

Ph4)= PUDPUilD = 方 -二 

其 中 , P(4;|4i) 表示 第 i 个 人 已 经 拿 到 自己 的 帽子 的 条 件 下 , 第 j 个 人 拿 到 自己 由 
子 的 概率 . 这 个 概率 与 第 i 个 人 拿 到 自己 帽子 的 概率 相似 , 只 是 可 选择 帽子 总 数 为 
N 一 1. 记 X 为 n 个 人 中 拿 到 自己 帽子 的 人 数 , 由 公式 (3.2) 得 到 


x 1 N. 1 
5[(2)] -EN = (2) mr- 
从 而 , BIX(X - D] =1, 也 即 , ELIX3 = 1+ BIX]. 由 于 BIX] = Zi=; P(4D) = 我 
们 得 到 
Var(X) = E[X?] — (EIX]) =1 
这 样 , X 的 期 望 和 方差 均 为 1. 对 于 高 阶 矩 , 可 利用 (3.4) 式 , 由 于 P(A4i Ais… Ai,) = 
1/[IN(N -1)…(N 一 k 二 1)], 可 得 
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5s[(#)] = 人) FONT 


E[X(X—1):...(X—k+1)]=1 m 


例 3d ( 另 一 个 优惠 券 收集 问题 ) 设 有 N 种 不 同 的 优惠 券 , 每 次 收集 到 的 新 优 
惠 券 均 与 以 前 收集 到 的 优惠 券 相互 独立 . 假定 得 到 优惠 券 i 的 概率 为 pi;, 并 p; = 
1. 找 出 当 收集 到 n 张 优惠 券 时 , 不 同类 型 优惠 券 的 类 别 数 的 期 望 与 方差. 

解 : 我 们 发 现 讨论 未 收集 到 的 优惠 券 类 别 更 方便 . 令 Y 为 已 收集 到 的 类 别 数 ， 
和 = N-Y 为 未 收集 到 的 类 别 数 , 记 4; 表示 收集 到 的 n 张 优惠 券 中 没有 类 别 i 这 
一 事件 , 因此 , X 是 41,…， Aw 中 发 生 的 事件 数 , 每 次 收集 到 i 以 外 的 优惠 券 的 概 
率 为 1 一 pi. 因此 , P(4i) = (1 一 pi)". 从 而 EIX] = 学 信 1(1 -pi)", 我 们 得 到 


N 
ElY]=N- EX]=N- D0-p)" 
i=1 


类 似 地 , 在 收集 优惠 券 时 , 既 没 有 i, 又 没有 j 的 概率 为 1 -pi -pj;. 同时 , 每 次 收集 
的 优惠 券 种 类 与 以 前 所 收集 到 的 优惠 券 相 互 独 立 , 因此 


P(AiA;)=(1-pi-pi)"”, 天 了 
这 样 ， 
EIX(X —1)] =25 P(A4:4;) =25 (1 -pi—p;)" 
i 13 
或 E[X*] =25 (1 -pi—p;)" + ELX] 
坷 
这 样 , 我 们 得 到 


Var(Y) = Var(X) = 已 [X3] — (E[X])?* 
N 
=2D0 -pp + Dp)" (WD S80) 
i<j i=1 这 1 
特别 , 当 pi = 1/N, i= 1,2,……,N 时 ， 
so=ND-(- 二 7 
Var(Y) =N(N -DQ -2B) +N(- 坟 -0 二 四 
例 3e ( 负 超 几何 分 布 随机 变量 ) 负 超 几何 分 布 (negative hypergeometric distri- 
bution) 是 这 样 定义 的 : 设 一 坛子 内 共有 mm 十 mn 个 球 , 其 中 n 个 为 特别 的 球 , m 个 


为 通常 的 球 , 每 次 从 坛子 中 随机 地 取出 一 个 球 , 即 坛子 中 的 每 一 个 球 都 以 相等 的 概 
率 被 取 到 . 记 Y 为 取 到 r 个 特别 球 的 时 候 所 需 的 抽取 次 数 , 则 Y 的 分 布 就 是 负 


7.3 试验 序列 中 事件 发 生 次 数 的 和 矩 。 291 


超 几 何 分 布 . 负 超 几何 分 布 与 超 几 何 分 布 的 关系 同 负 二 项 分 布 与 二 项 分 布 的 关系 
是 一 样 的 . 它们 不 是 考虑 成 功 次 数 的 概率 , 而 是 考虑 为 达到 固定 成 功 次 数 所 需 试验 
次 数 的 分 布 . 现在 求 Y 的 分 布 . Y = 是 这 样 的 事件 , 它 是 由 下 列 两 个 条 件 所 确 
定 的 : 

(a) 前 面 & 一 1 个 球 中 , 含 7 一 1 个 特殊 的 球 ,k 一 7 个 通常 的 球 . 

(b) 第 上 个 球 为 特殊 球 . 

显然 


el 
一 

(7) 
我 们 不 打算 用 Y 的 分 布 直接 计算 Y 的 方差 和 期 望 .我 们 采用 如 下 的 技巧 ， 将 mn 
个 通常 的 球 记 成 o1,… ,om, 用 4 表示 "在 个 特殊 的 球 被 取 走 以 前 , ot 已 经 被 取 
走 " 这 一 事件 , 令 X 为 4l,…' , Am 中 事件 的 发 生 数 , 则 X 就 是 个 特殊 的 球 被 取 
走时 被 取 走 的 通常 球 的 个 数 . 显然 Y = +X, 因此 ， 


ElY] =r+ EX]=r + YP(A) 


i=l 

为 计算 P(4i), 考虑 n 十 1 个 球 , 其 中 一 个 球 为 oi, 其 他 的 球 都 是 特殊 的 球 , 设想 从 
坛子 里 一 个 一 个 地 往外 随机 地 取 球 , 最 后 把 全 部 球 都 取出 来 . 现在 可 产生 n+1 种 
情况 , 一 种 情况 是 ci 比 这 n 个 特殊 球 早出 来 , 第 2 种 情况 是 最 先 取 到 一 个 特殊 球 ， 
然后 出 现 oi, 然后 其 他 球 陆续 出 来 , 等 等 , 最 后 一 种 情况 是 所 有 n 个 特殊 球 都 取出 
以 后 , oi 才 被 取出 来 . 

由 于 这 n+ 1 个 球 都 处 于 平等 的 地 位 , 上 述 的 n+1 种 情况 是 等 可 能 的 , 因此 ， 
每 种 情况 出 现 的 概率 为 1/n, 而 4; 刚好 是 由 前 > 种 情况 所 组 成 , 因此 


了 
2 一 n+l 


P{Y =k} = 


这 样 和 r(n+i+m+1) 
SM=rimiri™ ti 
举例 来 说 , 在 翻 牌 游戏 中 , 在 一 副 扑 克 牌 中 , 翻 出 一 张 黑 桃 所 需 的 平均 翻 牌 数 
为 1+39/14 = 3.786(r = 1,n = 13,m = 39), 而 翻 出 一 张 “A” 所 需 的 平均 张 数 为 
1+48/5= 10.6(r= ln=4m= 48). 
现在 计算 Var(Y) = Var(X). 我 们 利用 等 式 


EIX(X —1)]=2) P(A;4;) 
i 


其 中 P(4i4;) 是 > 个 特殊 球 被 取出 以 前 of oj 已 经 被 取出 来 的 概率 . 考虑 m +2 个 
球 , 其 中 包括 0i,0; 以 及 n 个 特殊 的 球 . 由 于 oi oj 以 及 m 个 特殊 的 球 在 抽取 过 程 
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完全 处 于 平等 地 位 , 因此 事件 4A;4; 等 价 于 o; 和 oi 这 两 个 球 在 被 取出 的 过 程 中 
排 在 前 > + 1 位 , 这 样 ， 


Pa) = O/C) = 可 


从 而 ， 
om)__r(r+1) 
BX(X -N=2(7) mr 
加 (r+1) 
LE 
EN]=m(m- Dimty + 2 
由 于 E[X] = mr/(n + 1), 我 们 有 
全 eR A (se ER LL 
Va(Y) = Va) = mm Drm+D n+1 (车 i) 


_ mr(n+1—r)(nt+m+1) 
+l)n+2) 四 
例 3f (优惠 券 收 集中 落 单 种 类 问题 ) 设 一 共有 n 种 不 同 的 优惠 券 , 在 收集 优 
惠 券 时 , 假设 各 种 优惠 券 是 等 可 能 出 现 的 , 并 且 与 以 前 收集 的 历史 是 相互 独立 的 . 
现 设 一 个 人 不 断 收集 优惠 券 , 直到 全 部 n 种 优惠 券 收集 齐全 为 止 . 现在 希望 求 出 在 
收集 过 程 中 , 落 单 的 优惠 券 的 种 类 数 的 期 望 和 方差 .2 
解 : 记 X 表示 在 收集 过 程 中 落 单 的 优惠 券 数目 . 令 们 表示 收集 到 的 第 i 种 优 
惠 券 的 种 类 .2 用 4; 表示 在 收集 的 过 程 中 落 单 这 一 事件 , 则 X 等 于 4 , An 
中 发 生 的 事件 数 , 从 而 E[X] = ?1 P(4i). 
现在 求 P(4;)， 当 第 一 次 收集 到 T; 类 型 的 优惠 券 后 还 需 收 集 (n - i) 种 新 的 
类 型 的 优惠 券 .2 此 时 , 这 n 一 i+1 种 (n 一 i 种 未 收集 的 以 及 T) 优惠 券 同等 可 能 


@ 一 种 优惠 券 称 为 落 单 的 是 指 当 收集 到 全 部 种 类 的 优惠 券 时 , 这 种 优惠 券 只 收集 到 一 张 . 一 一 评 者 注 
@ 例如 ,第 一 次 收集 到 的 优惠 券 的 种 类 称 为 Ti, 因为 它 是 收集 到 的 第 1 种 优惠 券 . 若 第 二 次 收集 到 的 不 
是 类 型 ， 则 称 为 类 型 T2， 因 为 它 是 第 2 种 优惠 券 ， 因此 ， 收 集 到 的 优惠 券 序列 总 是 T， 
TIT2TsT1.… .一 一 译 者 注 
@ 现在 看 第 一 次 收集 到 Ti 以 后 的 优惠 券 收集 情况 .我 们 只 关心 这 n 一 i 十 1 种 优惠 券 出 现 的 情况 , 其 中 
n 一 种 是 以 前 没有 收集 到 的 优惠 券 , 还 有 一 种 就 是 Ti. 我 们 将 这 n 一 i 十 1 种 优惠 券 在 收集 中 出 现 
的 顺序 分 成 两 类 ， 一 种 情况 是 Ti 在 最 后 出 现 , 这 种 序列 是 这 样 的 : 五 :Wi Wi， Win_， 
.…T, 这 个 序列 的 第 一 个 总 是 五 ， 表 示 在 整个 收集 过 程 中 第 一 次 收集 到 第 i 种 优惠 券 ,后 面 的 
Wj， 表示 出 现 了 一 个 新 的 优惠 券 种 类 此 后 出 现 的 种 类 依次 为 Wi 不 过 除了 第 一 个 为 Ti 外 ， 
在 Wi ;以 前 没有 第 二 个 全 这 个 序列 实际 上 到 Wi,。， 就 终止 了 ,因为 已 经 收集 到 全 套 优 惠 券 
了 , 因此 , 出 现 这 种 情况 T; 就 落 单 了 .另外 一 种 情况 为 ,Wi ，… Wi srrWin-，… 而 诸 W 
之 前 除了 第 一 个 Ti; 以 外 , 还 有 一 个 五 , 此 时 , 五 就 不 落 单 ，( 此 处 广 ,… in-i 为 1,…n 一 i 的 一 
个 排列 .) 这 样 看 T; 是 不 是 落 单 ， 就 看 在 第 一 次 出 现 T; 以 后 , 这 n 一 i+ 1 种 优惠 券 哪 一 种 最 后 出 
现 , 若 T; 最 后 出 现 , T; 就 落 单 ， 若 这 (n 一 i) 种 新 的 优惠 券 中 的 某 一 种 最 后 出 现 ， 就 不 落 单 
一 一 译 者 注 
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地 能 成 为 最 后 一 类 被 收集 到 的 优惠 券 . 显然 五 落 单 的 概率 为 1/(n - i+ 1), 因此 
P(4i) = 1/(n -1i+1l), 从 而 


sm- Di 


i=1 i=1 


现在 确定 落 单 优惠 券 数 的 方差 . 对 i < j, 定义 5;; 表示 “第 一 次 收集 到 T 时 , 工 
仍 只 有 一 张 ”, 显然 4i4; G So， 
P(AiA;) = P(4i4jlS5)P(S5) 


P(S5) 是 如 下 事件 的 概率 : 收集 到 T; 后 , 在 T; 和 待 收集 的 n 一 i 种 共 m+1-i 种 
优惠 券 中 , 收集 的 前 j 一 i 种 中 没有 Ti 由 于 T; 等 可 能 地 成 为 第 一 、 第 二 、…… S 
第 ”+ 1 一 i 种 再 次 被 收集 到 的 品种 , 因此 


i ntl 
PEON ll nt 


现在 考虑 S5 发 生 的 条 件 下 , 4;4; 发 生 的 概率 . 当 第 一 次 收集 到 T 以 后 (7; 在 此 
前 已 经 收集 到 ), 考虑 以 后 的 n 一 j + 2 种 优惠 券 , 其 中 包括 尚未 收集 到 的 n -7 种 
新 的 优惠 券 以 及 T; 和 工 , 只 有 到, 出 现在 n 一 j 种 未 收集 到 的 优惠 券 之 后 , 事件 
4i4i 才 发 生 . 由 于 这 n 一 j + 2 种 优惠 券 的 地 位 是 平等 的 , 这 样 
2—j 2 

Phi4ils) =1/ ("+2 7) = miroir1) 
由 此 可 得 
2 


PUN) = mr) ir 


i<j 


因此 


1 
E[X(X —1)] EPE 


利用 前 面 得 到 的 E[X] 的 公式 , 有 


于 1 1l\2 
V0 -4 mr mr + i (7) 。 


i 


7.4” 协 方差 、 和 的 方差 及 相关 系数 
下 面 是 关于 独立 随机 变量 乘积 的 期 望 的 一 个 命题 . 
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命题 4.1 若 X,Y 相互 独立 , 则 对 任何 函数 和 9, 下 式 成 立 : 
Elo(X)h(Y)] = Elg(X)]E[h(Y)] 


证 明 : 设 X,Y 具有 联合 密度 f(z,y), 则 
Bon = gtr aray 
= /snap Waray 


= rstway {9x 
= Elh(Y)Elg(X)] 
离散 情形 下 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 


期 望 和 方差 可 以 给 出 单个 随机 变量 的 信息 , 两 个 随机 变量 的 协 方差 可 指示 两 个 
随机 变量 之 间 的 关系 . 


定义 X 和 六 之 间 的 协 方差 Cov(X,Y) 由 下 式 给 出 ， 
Cov(X,Y) = EL(X -ELXD)GY — EIYI)] 


将 上 式 右边 期 望 号 下 的 表达 式 展开 , 可 得 
Cov(X,Y) = EI[XY — ELX]Y — XE[Y] + ELX]E[Y)] 
= EIXY] — E[X]E[Y] - E[X]E[Y] + EIX]EI[Y] 
= ELXY] — EIX]EI[Y] 
车 X,Y 相互 独立 , 则 由 命题 4.1 可 知 Cov(X,Y) = 0. 但 是 其 逆 命题 却 不 真 . 
下 面 给 出 一 个 相依 随机 变量 具有 零 协 方差 的 例子 . 设 X 满足 下 式 : 
P{X=0}=P{X=1}=P{X=-1}=1/3 
定义 


0 XO 
Y= * 
1 X=0 


由 XY =0 可 知 E[XY] = 0, 同时 E[X] = 0, 从 而 
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0 


然而 , X,Y 并 不 独立 . 
下 面 的 命题 列 出 了 协 方差 的 若干 性 质 . 


7.4_ 协 方差 、 和 的 方差 及 相关 系数 295 


命题 42 (i) Cov(X,Y)=Cov(Y,X) (ii) Cov(X,X)= Var(X) 
(ii) Cov(aX,Y) = aCov(X,Y) 


(iv) Cov( DEX, PE) = Dr Dr Cov(Xi, ¥) 


命题 4.2 的 证 明 : (i)(ii) 可 直接 由 协 方差 的 定义 证 得 . (ii) 作为 练习 留 给 读者 
去 证 . 现 证 结论 (iv). 记 ji = E[ 和 ,vj = B[ 世 ]. 则 由 


得 
cn( Dx”) -5[(Sx -Pn) (SY -Ho)] 


i=1 j=1 


-=#[ 实 ce- 太守 0- 蔬 ] 


i=1 j= 
=B[> 0m -| =a 
i=1 j=1 i=1 j=1 
上 述 最 后 一 个 等 式 也 是 利用 了 期 望 运算 的 可 加 性 . 口 
利用 命题 4.2 的 (i) 和 (iv), 并 且 取 = Xj,j = 1,… ,n, 可 得 


Var( 六 x)= cn(D% 2 = CoX, x) 
i=1 i=1 j=1 
一 于 vt )+》 > Cov(Xi, X;) 


1 
在 上 式 中 , 对 于 i,ji 关 j, 二 重 和 中 出 现 了 两 次 , 因此 上 式 等 价 于 
Var (2*)- Dv Xi) +2D ,DCov(Xi, X;) (4.1) 


i=1 ic 了 


如 果 X1,… ,Xn 两 两 独立 , 即 对 于 i 关 j, Xi 与 X; 相互 独立 . 此 时 , 方程 (4.1) 简 


化 为 : -、 
ver( > o) = DVar(X;) 
i=]1 i=1 
下 面 的 例子 说 明了 公式 (4.1) 的 用 处 . 
例 4a 设 X1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 其 公共 期 望 为 几 方差 为 
ao2. 如 例 2c 那样 , 令 卫 = 工 上 Xi/m 为 样本 均值 , Xi 一 叉 ,i = 1,… ,n 称 为 离 差 ， 
等 于 个 体 数据 与 样本 均值 之 差 . 随机 变量 


es 
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称 为 样本 方差 . 求 (a)Var( 包 ) 和 (b)E[S2?]. 
解 : (a) 利用 独立 性 得 
Ww -ww( 实 区 -G8) 完 wee0 -和 
(b) 我 们 由 下 列 代数 恒等式 开始 计算 
甸 一 1)52 = Ye J+h 一 又)? 


i=1 


= DX p+ DT- 2 Xi — 
i=1 i=1 i=1 


= > 一 思 ? 二 n( 呈 一 思 ? 一 2( 芝 一 加 nm( 叉 一 办 


i=1 


0 


i - 1D)? —n(X—p)? 


再 求 期 望 , 得 到 
(n—1)BlS7] = 》 BIO 一 内 3 一 nB[( 又 一 由 9 
i=1 


=no? —nVar(X) = (n— 1)o? 
上 面 的 最 后 等 式 是 利用 了 (a) 的 结果 , 而 最 前 面 的 等 式 是 利用 例 2c( 即 y= E[X]) 
的 结果 . 两 边 再 除 以 (n 一 1) 就 得 到 样本 方差 的 期 望 为 2. a 
下 面 例子 提供 了 求 二 项 随机 变量 方差 的 另 一 个 方法 . 


例 4b (二 项 随机 变量 的 方差 ) 设 X 为 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p), 求 
Var(X). 


解 : 由 于 X 表示 n 次 独立 重复 试验 的 成 功 次 数 , 而 每 次 成 功 的 概率 为 p, X 可 

表示 成 : X = Xi +… 十 Xn, 其 中 Xi 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随 机 变量 
RE @ 第 i 次 试验 成 功 
0 其 他 
利用 (4.1) 可 得 Var(X) = Var(Xi1) +…'+ Var(Xn) . 又 有 ， 
Var(Xi) = EL 人 一 (BEDX)2 = ELXi] — (EI[Xd)? 由 FX? =X: 
=p-—p 

因此 , Var(X) = np(1 一 中 

例 4c (有 限 总 体 中 的 抽样 ) 设 一 共有 N 个 人 , 每 一 个 人 对 某 件 事情 有 一 Pe 
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度 , 用 一 个 实数 v 表示 一 个 人 对 该 事件 的 “支持 态度 ”. 用 vi 表示 第 i 个 人 的 支持 
态度 , i= 1,2,…,N. 

现 假 定 一 个 统计 工作 者 为 了 获得 关于 vi 的 信息 , 他 “随机 地 选 定 ”n 个 人 , 了 
解 他 们 的 v 值 . 所 谓 随机 地 选 定 n 个 人 , 是 指 所 有 n 个 人 的 组 都 是 等 可 能 地 被 选 
定 , 而 这 种 组 一 共有 人 个 . 当 这 ” 个 人 被 选 定 之 后 , 就 征询 他 们 对 某 事件 的 态 
度 并 确定 他 们 的 v 值 . 用 5 表示 这 些 被 选 定 的 n 个 人 的 v 值 的 总 和 , 求 它 的 期 望 
和 方差 . 

上 面 提 到 的 问题 的 一 个 重要 的 特例 是 , 在 未 来 的 选举 中 , 某 社区 中 的 每 个 人 对 
于 某 项 建议 或 者 候选 人 有 一 态度 , 或 者 支持 或 者 反对 , 若 取 vi 为 1 表示 第 i 个 人 支 
持 , 取 0 为 反对 , 则 5= 并 > wi/N 表示 社区 中 表示 支持 的 人 数 比例 . 为 了 估计 五， 
取 一 个 n 个 人 的 随机 样本 , 让 他 们 进行 投票 表态 , 样本 中 表示 支持 的 人 数 所 占 的 比 
例 S/n, 通常 用 作 5 的 估计 . 

解 : 对 每 一 个 人 i,i = 1,… ,入 , 确定 一 个 示 性 函数 到, 表示 这 个 人 是 否 在 样 


本 中 ， 
_ 几 i 在 随机 样本 中 
lo 其 他 
S 具有 下 列表 达 式 
5S= ui 
i=1l 
故 
N 
ElS| = > 7wE[ 
i=1 
N 
Var(S) = DVar(vifi) +2) ,Cov(vils, v7) 
i=1 i<j 
N 
= Dv Var(f)+2 DD viviCov(, 1;) 
i=1 i<j 
由 于 
n _ n(n—1) 
EH= NW, Blihl= Ww) 
可 得 


Var(1:) = 条 (1 一 秀 ) 


n(n—1) n\2 n(N—n) 
Cov(15,5) = NO ~ (W) NAN-1) 
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因此 ， 


N 
ElS|=n) =n 
ZN 


N 
we 
i=]1 


利用 恒等式 (wi +… 二 vw)? 一 开启 吕 二 2 兄 可 ;cj vivj, Var(5) 可 简化 为 


N 


L 


现在 考虑 Np 个 vi 为 1, 其 余 的 vi 值 为 0 的 特殊 情况 . 此 时 , 5S 是 一 个 超 几 何 随机 
变量 , 其 期 望 和 方差 为 


ElS|=ni=np 由 于 5= 和 P=p 


Ver(9) =- 只- 虹 ( 关 -P= 只 0 - 


s/n 表示 样本 中 wi 取 值 为 1 的 那 一 部 分 的 比例 . S/n 的 方差 和 期 望 如 下 
8 5 人 一 
< 四 -> (= oa 


设 X,Y 为 两 个 随机 变量 , 假定 Var(X) 和 Var(Y) 均 大 于 0, 则 
Cov(X,Y) 
VVar(X)Var(Y) 


2 
Var(5) = MN 2 ( 秆 -中 


p(X,Y)= 
称 为 X 和 YY 的 相关 系数 , 可 以 证 明 
-1<p(XY)<1 (4.2) 


为 证 明 (4.2) 式 , 令 o2 = Var(X),o2 = Var(Y). 利用 不 等 式 


A (+ ¥)- = Ver) 2 Var(Y) , 2Cov(X,Y) 
Oz y 


= 2[1+p(X,Y)] 
oz oy Czcy 

可 知 -1 < p(X,Y). 另 一 方面 , 由 不 等 式 

XX 工 ) _ Var(X) 二 Var(Y) _ 2Cov(X,Y) 


v2 o2 Ozroy 


og ver( =2[1 — p(X,Y)] 


az Oy 


可 知 p(X,Y) < 1. 因此 , 不 等 式 (4.2) 成 立 . 


事实 上 , 由 Var(2) = 0 可 推 知 随机 变量 2Z 以 概率 为 1 地 等 于 一 个 常数 (第 8 
章 将 严格 地 证 明 这 一 事实 ). 由 (4.2) 式 的 证 明 可 以 看 出 , 若 p(X,Y) = 1, 可 推导 得 
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Y =a+bX, 其 中 b= oy/oz > 0 同 理 , 若 p(X,Y) = 一 1, 可 推导 得 Y =a+bX, 其 
中 5 = -oy/oz < 0. 现在 我 们 将 下 列 逆 命题 作为 练习 留 给 读者 : 若 Y =a+bX, 则 
p(X,Y) = 十 1 或 一 1, 其 正 负 号 由 b 的 正 负 所 决定 . 

相关 系数 是 X,Y 之 间 线性 依赖 程度 的 一 种 度量 . 当 p(X,Y) 接近 +1 或 -1 时 ， 
表明 X 与 了 之 间 具有 很 高 的 线性 依赖 性 , 而 当 p(X,Y) 接近 0 时 , 表示 两 者 之 间 缺 
乏 这 种 线性 依赖 性 . 当 p(X,Y) 取 正 值 时 , 说 明 当 X 增加 时 , Y 趋 于 增加 , 而 负 值 说 
明 当 X 增加 时 , Y 趋 于 下 降 . 车 p(X,Y) = 0, 则 称 X,Y 为 不 相关 (uncorrelated). 

例 4d 记 I4,Is 为 事件 4,B 的 示 性 函数 , 即 


1 A 发 生 1 B 发 生 
IA= Is= 
0 其 他 0 其 他 
则 
ElIa] = P(A), Ells]= P(B), ElIals]= P(AB) 
故 
Cov(Ia, Ip) = P(AB) - P(A)P(B) = P(B)[P(4IB) - P(A)] 

由 上 式 可 得 到 一 个 非常 直观 的 结论 : T4。 和 ze 为 正 相 关 , 不 相关 或 负 相 关 , 只 需 看 
P(4lB) 是 大 于 、 等 于 或 小 于 P(4) 即 可 . 中 

下 面 的 例子 指出 样本 均值 与 离 差 是 不 相关 的 . 

例 4e 设 Xi ,Xn 为 独立 同 分 布 序列 , 其 公共 方差 为 0?, 指出 

Cov(Xi 一 叉 , 义 ) =0 
解 : 
Cov(Xi 一 部 , 殉 ) = Cov(Xi, 鲜 ) - Cov( 冯 ,又 ) = Cov GC zi 站) — Var(X) 
. le 02 oo 

= i 人 
其 中 第 三 个 等 式 是 利用 了 例 4a 的 结果 , 最 后 的 等 式 是 由 于 下 列 等 式 的 结果 ， 
0 i 关 j ”由 独立 性 
2 汪 由 Var(Xi) =o0? 

尽管 区 与 Xi - 碗 不 相关 , 但 通常 它们 并 不 相互 独立 . 然而 当 Xi 为 正 态 分 布 
时 ,总 不 仅 与 Xi 一 久 独立 , 而 且 与 整个 序列 X; 一 叉 ,j = 1,2,… ,n 相互 独立 , 这 
些 结果 将 在 7.8 节 给 出 . 在 7.8 节 中 还 将 指出 在 正 态 的 假定 之 下 , X 与 样本 方差 5? 
也 相互 独立 , 并 且 (n 一 1)S?/o? 具有 自由 度 为 (n 一 1) 的 x? 分 布 (关于 5? 之 定义 


Cov(Xi, Xi) = { 
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见 例 4a). a 

例 4f 考虑 m 个 独立 实验 , 每 个 实验 具有 r 个 可 能 的 实验 结果 , 相应 出 现 的 
概率 分 别 为 忆 ,… , P., i Pi = 1. 令 Ni 表示 m 次 实验 中 结果 i 出 现 的 次 数 ， 
则 Vi,… ,N. 具有 多 项 分 布 


m! a 
P{Ni=n, Na=n2,.… Nm mt “Pr Dnm=m 


对 于 i 关 j, 当 Ni 增 大 时 , N; 应 趋向 于 变 小 , 因此 , 直观 地 看 来 ，Ni 与 Ni 应 为 负 
相关 . 现在 计算 它们 的 协 方差 . Nt 和 Ni 具有 下 列表 达 式 
N=> HR 和 N;= D1(k) 
k=1 k=1 
其 中 
L(A = 1 第 k 次 试验 的 结果 为 i =- 1 第 大 次 试验 的 结果 为 7 
0 其 他 0 其 他 


利用 命题 4.2(iv), 得 到 Cov(Ni, Nj) = 寺中 工 亿 ;Cov(K(), 万 (6)). 由 于 第 上 次 试 
验 结果 是 与 第 4 次 试验 结果 是 相互 独立 的 , 可 知 


Cov(Ti(k), DO)=0 大 4 
另 一 方面 ， 
Cov(1:(), 1;(6)) = EECD(O — EL(OEL;(0) =0 一 书局 = -PP; 
这 样 , 我 们 得 到 
Cov(Ni Nj)=—mPP; i#j 
由 上 式 可 知 Ni 和 Ni 是 负 相 关 的 , 符合 我 们 的 直观 看 法 . a 


7.5 条 件 期 望 


7.5.1 定义 
当 X 和 YY 的 联合 分 布 为 离散 分 布 时, 对 于 P{Y = vy} > 0 的 y 值 ,给 定 Y=y 
之 下 , X 的 条 件 分 布 列 由 下 式 定义 : 
pxre 四 = PX =alY = 共 一 2 
很 自然 地 , 对 于 py(y) > 0, X 在 给 定 Y =y 之 下 的 条 件 期 望 由 下 式 给 出 


BEIXIY =y] = DzP{X =zlY =y} = zpxly (zly) 
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例 5a 设 X 和 YY 独立 同 分 布 , 其 公共 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参数 为 (n,p). 计 
算 在 X+Y = m 的 条 件 下 X 的 条 件 期 望 . 
解 : 首先 计算 和 + 了 = m 之 下 ,XX 的 条 件 分 布 列 , 对 于 上 < min(n,m)， 


PX -HX+Y =m- 
_P{X=hY =m- 周 _ P{X= 及 P{Y =m- 仙 


P{X+Y =m} P{X+Y =m} 
(PPD De (nn 


(多 mm(L -arm (2”) 


mm mm 
此 处 , 我 们 利用 了 XX+Y 的 分 布 列 为 二 项 分 布 参数 为 (2n,)]. 因此 , 在 X+Y 一 mm 
的 条 件 下 , X 的 分 布 为 超 几何 分 布 . 由 例 2g, 我 们 得 到 
EI[XIX+Y =m]=m/2 图 
类 似 地 , 设 X 和 Y 的 联合 分 布 连续 , 其 联合 密度 函数 为 ftz, ,对 于 给 定 的 
Y =y 只 要 应 (y) > 0, X 的 条 件 密度 函数 由 下 式 给 出 : 
jx) = 拓 沿 
很 自然 地 , 给 定 Y =y 的 条 件 下 , X 的 条 件 期 望 由 下 式 给 出 


ElxlY =y= 太 =pxrrlelndz 


此 处 假定 fy(y) > 0. 
例 5b 设 X 和 Y 的 联合 密度 函数 为 
t=- 0<z<oo0<y< oo 
计算 EIXIY = 
解 : 先 计算 条 件 密度 
fw) _ fry) __ (ye /ev 


fr(y) 和 证 -z/ye- 
[rw [aes hevar 
一 (Uner = le-z/y 
f we 
0 

因此 , X 在 给 定 Y = y 之 下 的 条 件 分 布 刚好 是 指数 分 布 , 其 期 望 为 y, 因此 
BEIXIY = = 人/ Ze-z/ydz =y 上 

oy 


注释 条 件 概率 满足 概率 的 所 有 性 质 , 条 件 期 望 也 满足 通常 期 望 的 性 质 , 例如 


fxly (zly) = 
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Dg(z)pxiy (zly) 离散 情形 
BllY =g= 1 = 
矿 spPorGlmadz 连续 情形 


B[D xlY =g| = DslY = 要 
i=1 i=1 


仍然 有 效 . 事实 上 , 给 定 Y = 之 下 的 条 件 期 望 可 以 看 成 是 较 小 的 样本 空间 中 的 普 
通 的 期 望 , 这 个 小 的 样本 空间 由 满足 条 件 {Y = y} 的 那些 样本 点 组 成 . mn 


7.5.2 ”利用 条 件 计算 期 望 
用 ELXIY] 表示 随机 变量 Y 的 函数 , 它 在 Y =y 处 的 值 为 BI[X|Y = y], 注意 
E[XI|Y] 本 身 是 一 个 随机 变量 . 下 面 给 出 的 命题 是 条 件 期 望 一 个 极其 重要 的 性 质 ， 


命题 5.1 
BEIX] = E[LEIXIY]] (5.1) 


若 Y 是 离散 型 随机 变量 , (5.1) 变 成 


EIX] = D_ EIXIY = yP{Y = 分 (5.1a) 
y 
车 Y 的 分 布 连 续 , 具有 密度 函数 fy(y), 则 (5.1) 式 变 成 
Blix]= /ElY =Wfy (Way (5.1b) 
X 和 YY 为 离散 情形 下 (5.1) 式 的 证 明 : 我 们 必须 指出 
E[X] = > EIXIY = YP{Y =} (5.2) 
了 


从 等 式 右边 开始 ， 
DEIXIY =yP{Y =y)} = DrP{X = zlY =Y}P{Y =Y)} 
y y 2 


y 了 y 
=D rzD PX=%Y=y= 2 rP{X=7}= EX] 加 
? 


可 以 这 样 来 解释 (5.2) 式 , 期 望 值 EIX] 可 以 看 成 条 件 期 望 EB[X|Y = y] 的 加 权 
平均 , 而 权 值 刚好 是 条 件 {Y = vy} 的 概率 . 这 个 结果 对 计算 随机 变量 的 期 望 是 极其 
重要 的 , 它 可 以 让 我 们 首先 很 容易 地 计算 某 随 机 变量 在 给 定 条 件 之 下 的 条 件 期 望 ， 
然后 再 对 条 件 期 望 求 平均 . 下 面 的 例子 说 明了 这 个 公式 的 用 处 . 
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例 5c 一 个 矿工 在 井下 迷 了 路 , 迷路 的 地 方 有 三 个 门 , 从 第 一 个 门 出 来 , 经 过 
3 个 小 时 后 , 可 到 达 安 全 之 处 . 若 从 第 二 个 门 出 去 , 经 过 5 个 小 时 后 , 他 会 回 到 原 
地 . 若 从 第 三 个 门 出 来 , 经 过 7 个 小 时 后 才 会 到 原 地 . 假定 工人 在 任何 时 候 都 是 随 
机 地 选择 一 个 门 . 问 这 个 工人 为 了 走 到 安全 之 处 , 平均 需要 多 少时 间 . 

解 : 设 X 表示 该 矿工 为 到 达 安 全 之 处 所 需 的 时 间 , 又 设 Y 为 他 选择 的 门 的 号 
码 , 则 


E[X] =E[X|IY =1]P{Y =1}+E[XIY=2]P{Y =2}+E[X|Y =3]P{Y =3} 


=3(BIXIY =1]+ EIXIY =2]'+ EIXIY = 3]), 

然而 

EIXIY=1]=3 EXlIY=2]=5+E[X] EXY=3=7+BIXI (5.3) 

我 们 在 此 对 (5.3) 式 作 一 解释 , 例如 E[X|Y = 2] 的 公式 , 其 理由 如 下 : 如 选择 
第 二 个 门 , 他 花 5 个 小 时 后 又 回 到 了 原 地 , 但 回 到 原 地 , 问题 与 刚 开始 时 一 样 , 他 到 
达 安 全 地 点 所 需 时 间 为 E[X]. 因此 E[X|Y = 2] = 5 十 BIX]. (5.3) 的 其 余 公式 是 完 
全 类 似 的 . 因此 了 

五 [X] = 3(3+5+ E[X]+7+ E[X]) 

从 而 E[X] = 15. 国 

例 5d (随机 个 数 随机 变量 之 和 的 期 望 ) 假设 在 某 一 天 进入 百货 商店 的 人 数 是 
一 个 随机 变量 , 其 平均 数 为 50. 进一步 假定 这 些 顾客 在 店 里 花费 的 钱 数 是 相互 独 
立 且 同 分 布 的 随机 变量 , 每 位 顾客 的 花 钱 数 的 期 望 为 8 元 , 并 且 顾 客 的 花 钱 数 与 进 
入 百货 店 的 人 数 也 是 相互 独立 的 . 求 那 一 天 百货 店 营业 额 的 期 望 值 . 

解 : 记 N 为 进入 百货 店 的 顾客 人 数 ,X; 是 顾客 i 在 店内 的 消费 额 , 则 百货 店 
内 消费 总 量 为 并 Xi 


[Dx = sle[2xn]) 


但 
s[SxiN = 川 = Bs[SxN = 可 
i=1 i=l 
5 由 Xi 与 N 的 独立 性 
i=1 
二 nE[X] ”其 中 E[X] = E[X] 
由 此 可 得 ， 


E [Ex = NE[X] 
i=1 
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从 而 


5[> xX] = EINEIX]] = EIN]EIX] 


因此 , 当天 百货 店 营业 额 的 期 望 值 为 50 x 8 = 400 元 . 

例 5e 掷 般 子 的 “Crap” 游 戏 是 这 样 的 , 每 次 搓 两 枚 般 子 , 开始 时 ， 如 果 得 到 
的 点 数 之 和 是 2, 3 或 12 则 玩 者 输 , 若 得 到 7 或 11, 则 玩 者 赢 , 若 得 到 的 是 其 他 点 
数 i, 则 需 继续 玩 下 去 , 一 直到 掷 出 7 或 i 为 止 . 若 玩 者 最 后 得 到 的 点 数 为 7, 则 玩 
者 输 , 若 最 后 得 到 的 为 i 则 玩 者 赢 . 记 RR 为 丘 仍 子 的 次 数 , 求 : 

(a) E[R]; (b) 已 [R 玩 者 赢 ]; (c) E[R| 玩 者 输 ]. 

解 : 记 已 为 每 次 掷 般 子 得 到 两 个 般 子 之 和 为 守之 概率 , 易 知 

Pi= Pai= 了 i=2,3,.…,7 

记 5 为 第 一 次 掷 出 点 数 , 则 


EI[R] = 立 E[RIS =ilP: 
其 中 ， 


1 i=2,3,7,11,12 
已 [RS =1]= 1 
十 


TE 其 他 
在 上 式 中 , 若 第 一 次 得 到 i, i 承 2,3,7,11 或 12, 则 玩 游戏 者 必须 继续 进行 直到 
出 现 i 或 7 为 止 , 而 掷 般 子 的 次 数 服 从 几何 分 布 , 参数 为 已 + Pr. 因此 , 掷 般 子 的 
期 望 次 数 为 万 5 +1， 其 中 +1 表示 加 上 第 一 次 掷 般 子 , 这 样 ， 


6 10 
已 入 a 
ElR]=1+ > 天 区 + B=1+2(3/9+4/10+5/11) = 3.376 


现在 计算 E[R| 赢 ] , 为 此 , 先 计算 玩 游戏 者 赢 的 概率 p. 将 第 一 次 掷 般 子 的 结果 5 
八条 


p= Poms -dn ptt DARA 及 一 0.493 


上 面 等 式 中 当 5 = ii = 45,6 或 8,9,10 时 , P{ 赢 |5 = 计 就 是 在 后 续 掷 般 子 过 程 中 ， 
i 在 7 之 前 出 现 的 概率 , 值 为 PB/(P: + 互 ). 现在 需要 确定 玩 游戏 者 赢 的 条 件 下 5 
的 条 件 概率 , 记 Q; = P{S = il 赢 }, 我 们 有 

Q2=Q3=Q12=0 Qr=P/p Qu= Pi/p 
对 于 i=4,5,6,8,9,10 


Qi= 


P{S =i 赢 _ PRP{ 启 IS= 让 _ PP 
P{ 赢 } 也 p(B.+P) 
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这 样 ， 
E[R| 赢 ] = 2 BIR 启 ， S =iQ: 


在 第 6 章 例 2 已 经 指出 , 已 知 S =i 的 条 件 之 下 , 需要 撕 多 少 次 角 子 与 最 后 的 结果 
是 赢 或 输 是 相互 独立 的 .( 可 以 这 样 来 看 这 个 事实 , 在 需要 掷 的 次 数 为 R 的 条 件 下 ， 
是 赢 是 输 的 概率 与 已 经 括 了 几 次 是 无 关 的 , 再 利用 事件 独立 性 的 对 称 特性 , 即 4 独 
立 于 事件 B, 则 B 也 独立 于 事件 4, 可 以 推出 在 输赢 已 知 的 条 件 下 , RR 的 分 布 与 输 
赢 也 是 无 关 的 .) 这 样 我 们 得 到 


6 
已 [R 赢 ] = E[RIS =i]Qi=1+ 2 


和 


Q: ,LR_Q 
HIF1A 再 + 再 2988 
虽然 我 们 可 以 仿照 计算 已 [R| 赢 ] 一 样 , 计算 E[RI| 输 ] . 但 是 由 下 面 的 公式 

E[R] = E[R| 赢 jp + 已 [R 输 ](1 一 如 


可 立即 求 得 


E[R| 输 ] = 


EI[R] - EIR| 启 lp _ , g01 四 
1-—p 


例 5f 在 第 6 章 例 5c 已 经 指出 , 二 维 正 态 随机 向 量 (X,Y) 的 联合 密度 为 


| 
_ p= 4s)y 2|} 


azoy 


现在 需要 指出 p 是 X 与 Y 的 相关 系数 . 第 6 章 例 5c 已 经 指出 , 在 Y=y 之 
下 , X 具有 正 态 分 布 , 其 条 件 期 望 为 lz + p 轩 (一 pw), 由 此 得 到 


已 XYIY = 引 = EI[XylY = =yE[XIY = 
= vl + PE 3 本] 一 ypz 十 py — pwy) 
从 而 
EIXY|Y] = Yu 十 pe(Y? — jyY) 
y 
由 上 式 可 得 
BIXY] = ElYps +pE(Y?— mY)] = HElY]+ peEly? -pvY] 
y 


0 0 
= pepy + pT (EY — 1%) = Hepy + pF Var(Y) = papy + pesoy 
y y 
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由 此 可 得 


Co Y) _ EIXY]— pspy _ pozoy _ 


zay COzay azoy 


Corr(X,Y)= 


有 时 候 , 随机 变量 X 的 期 望 BIX] 反而 容易 计算 , 此 时 我 们 可 利用 关于 条 件 其 
望 的 恒等式 ( 即 (5.1a) 或 (5.1b)) 来 计算 条 件 期 望 , 请 看 下 面 的 例子 . 

例 5g 考虑 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 的 结果 为 1,2,… ,, 相应 的 概率 为 
pl… ,Pk 并 Lpi = 1. 令 Ni 表示 试验 中 出 现 结果 i 的 次 数 . 对 于 i 关 族 计算 

(a) 已 [ViINi > 0]. (b) 已 [Ni|Ni >1]. 


解 : 对 于 (a), 令 
f N=0 
人 
1, N:>0 
EIN;] 可 以 写成 


EIN;] = EINjIT = 0]P{I = 0} + EINjIT = 1]P{I = 1} 
或 等 价 地 
EIN;] = E[N;|N; = 0]P{N:; = 0} + E[N;|N; > OJP{N: > 0} 

对 于 Ni, 其 无 条 件 分 布 是 二 项 分 布 , 相应 的 参数 为 (n,p;). 现在 设 Ni = > 给 
定 , 则 其 余 的 N 一 7 次 试验 不 会 取 到 i, 并 且 相互 独立 地 取 7 的 概率 为 P(j| 不 是 i) = 
Pj/(1 一 pi). 因此 Nj 在 Ni = "7 之 下 的 条 件 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参数 为 (n 一 7,p;/(1 一 
pi)) (关于 推导 的 细节 可 参见 第 6 章 例 4c). 又 由 于 P{Ni = 0} = (1 一 pi)". 因此 , 上 
面 关 于 E[N;] 的 等 式 变 成 


npj = nT a (1—p)" + EININ: > O(1 — (1—pi)") 


上 式 给 出 1_ (pn! 
五 [NilNi > 0] = pp 
对 于 (b), 其 讨论 是 完全 类 似 的 , 令 
0, N=0 
J=141, N=1 
2, MM>1 
得 到 
E[INj] =E[Nj|J = 0]P{7 =0} + EIN;|J = 1]JP{J = 1} 
+ E[N;lJ = 2]P{J = 2} 
或 等 价 地 
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EI[N;] =E[N;|N; = 0|P{N: = 0} + EIN;IN; = 1]P{N: = 1} 
+ E[Nj;INi > HP{Ni > 1} 
由 这 个 公式 导出 


npj =n 


pj i 加 pi (1 _ yn=1 
Tn Pi) +(n Di pi) 


+ EINjINi > 1](1— (1 —pi)" — npi(l — pi)™™!) 
最 后 得 到 
Pe ME = Ww BE n—2 
BN > Y= et ie EF -0 | 
类 似 地 , 也 可 以 利用 条 件 的 方法 计算 随机 变量 的 方差 . 请 看 下 面 的 例子 : 
例 5h (几何 分 布 的 方差 ) 设 有 一 独立 重复 试验 序列 , 每 次 试验 成 功 的 概率 为 
p, 记 N 为 取得 第 一 次 成 功 所 需 的 试验 次 数 . 求 Var(N). 
解 : 令 Y = 1 若 第 一 次 试验 成 功 ; Y = 0, 其 他 情况 . 利用 公式 
Var(N) = EIN’] — (BIN])? 
为 计算 EIN3, 先 将 它 写 成 如 下 形式 
EIN’] = ELEIN?IY]) 


由 于 
E[IN?lY =1)=1 
BIN2IY =0] = El(1 + N)?] 
上 述 两 式 成 立 的 理由 如 下 , 若 第 一 次 实验 成 功 , 显然 N = 1, 从 而 N? = 1, 故 第 一 


式 成 立 . 若 Y = 0, 即 第 一 次 试验 失败 , 则 在 此 种 情况 下 试验 相当 于 重新 开始 , 因此 
为 了 达到 第 一 次 成 功 所 需 实验 次 数 变 成 N + 1, 我 们 得 到 第 二 式 . 这 样 


已 IN?] = EIN?|Y = 1]JP{Y =1} + EIN?IY = 0]P{Y =0} 
=p+(1 -PE +N)Y]=1+(1—p)B2N+ NY 
在 第 4 章 例 8b 中 , 已 经 指出 EIN] = 1/p, 因此 我 们 得 到 
五 [N3] =1+ 2 +(1—p)EIN’) 
由 上 式 解 得 
ee 4 
EIN"]= 页 
从 而 
1 


Var(N) = BN- (BIN) = 2 (2) = = 
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例 5i 考虑 有 7 个 玩家 的 赌博 问题 ,开始 时 玩家 i 具有 n; 个 单位 的 赌资 ， 
ni > 0i= 1,… ,7. 每 一 盘 , 选 出 两 人 进行 赌博 , 胜 者 从 败 者 拿 走 一 个 单位 赌资 , 任 
何人 , 只 要 赌资 变 成 0, 就 退出 比赛 . 一 直到 某 个 人 赢得 所 有 赌资 n = 并 ?mi 个 单 
位 . 这 个 人 就 是 最 后 的 赢家 . 假定 各 盘 的 输赢 都 是 相互 独立 的 . 并 且 参 加 赌博 的 任 
何 一 对 玩家 , 两 人 都 有 相同 的 赢 的 概率 . 求 结 束 赌 博 所 需 盘 数 的 期 望 . 

解 : 首先 , 我 们 假定 只 有 两 个 玩家 . 玩家 1 和 玩家 2 的 最 初 的 赌资 分 别 为 7 和 
n 一 j 个 单位 . 记 X 为 结束 赌博 所 需 的 盘 数 . 记 mj = E[Xj], 对 于 了 = 1 mn 一 1 
Xi;=1+A; 

其 中 4; 表示 第 一 盘 以 后 所 需 的 附加 盘 数 . 由 此 得 到 
mj =1+ BE[Aj] 
以 第 一 盘 的 结果 为 条 件 , 可 得 
mj =1+ E[4jll 赢 第 一 盘 ] . + [4jl2 赢 第 一 盘 ] .了 
如 果 玩 家 1 赢 , 此 时 玩家 1 的 赌资 变 成 7 + 1 而 玩家 2 的 赌资 变 成 n 一 j 一 1, 显然 
五 [4jl1 赢 第 一 盘 ] = mj+1， EE[4j|2 赢 第 一 盘 ] = mj_1 
这 样 , 我 们 得 到 
mi=1+ jm 中 D1 
或 
m=2m—mi-1-2, j=1,…,n—l1 (5.4) 
利用 mo = 0, 得 
7n2 一 2ml 一 2 
ms=2m2—mi—2=3m -6=3(m — 2) 
ma =2ms3—m2—2=4m—12=4(m—3) 
由 此 , 看 出 有 如 下 规律 ， 
m=im it+l), i=1,2,,n (5.5) 
要 证 明 上 式 , 只 需 利 用 数学 归纳 法 . 我 们 已 经 证 明 对 于 i = 1,2, (5.5) 式 成 立 , 假定 
(5.5) 式 对 一 切 i < j < n 成 立 , 利用 (5.4)， 
mi+1=2m;— mi-1—2 
二 2j(mi 一 j++1) 一 (j 一 1)(m 一 j++2) 一 2 (由 归纳 法 假设 ) 
=(+l)ma 一 212+27 十 产 一 37 二 2 一 2 
=G+Dm-7 -i=(i+1)(m—)) 
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由 归纳 法 , 我 们 证 明了 (5.5) 式 , 利用 mn = 0, 可 得 

m=n—1 
再 利用 (5.5) 式 , 可 得 

m=i(n—i) 
这 样 , 当 只 有 两 个 玩家 且 初 始 赌资 分 别 为 i 与 n 一 i 的 时 候 , 所 玩 的 盘 数 的 均值 为 
in 一 让, 这 个 数 也 是 玩家 1 玩 的 平均 盘 数 . 

现在 回 到 r 个 玩家 参加 赌博 的 游戏 , > 个 玩家 每 人 开始 时 , 手中 的 赌资 为 mi， 

= 1 ,Ti_ini =n. 令 XX 表示 从 赌博 一 开始 到 结束 所 赌 的 盘 数 . 令 X; 为 玩 
家 ; 自始至终 所 赌 的 盘 数 , 虽然 , 在 ;参加 的 各 盘 赌 博 中 , 其 对 手 不 一 . 由 于 各 对 手 
都 是 势均力敌 . 对 于 i 来 说 , 他 的 各 盘 赌 博 就 像 是 与 一 个 “人 ” 赌 似 的 , 但 这 个 人 的 
赌资 是 n 一 ni. 这 样 , 第 i 人参 赌 的 盘 数 的 平均 值 为 E[Xi] =ni(n 一 ni). 这 7 个 人 
参 赌 的 总 盘 数 的 平均 值 为 


E | = Sn 一 mi) = m2 一 D3 
i=1 i=1 i=1 


但 实际 赌博 时 ,都 是 两 人 参加 一 盘 赌博 . 因此 赌博 从 开始 一 直到 结束 的 盘 数 X = 
$i Xi. 这 样 ， 


E[X] = 3 人 - 守 ) 
i=1 


十 分 有 意义 的 是 , 我 们 的 论证 显示 , 从 开始 到 结束 , 赌博 的 平均 盘 数 并 不 依赖 于 对 
手 的 选择 . 但 是 , X 的 分 布 却 是 依赖 于 对 手 的 选择 . 例如 , r=3, m=n2=1, ns=2. 
如 果 第 一 盘 让 赌 徒 1 和 赌 徒 2 先 赌 . 那么 至 少 要 赌 3 盘 才 能 决 出 最 后 的 胜 者 , 即 
P{X > 3} = 1. 但 是 让 赌 徒 3 在 第 一 盘 中 玩 , 那么 就 有 可 能 在 2 盘 之 内 决 出 最 后 
的 胜利 者 . 即 P{X = 2} > 0. 这 说 明 X 的 分 布 是 依赖 于 对 手 的 选择 的 . m 
下 面 的 例子 中 , 我 们 利用 条 件 期 望 的 性 质 验证 6.3.1 节 中 的 一 个 结果 : (0 ,1) 上 
独立 同 分 布 均匀 随机 变量 序列 的 部 分 和 最 早 超过 1 的 部 分 和 项 数 的 期 望 值 竟然 等 


例 5j 设 ,U2,… 为 一 相互 独立 的 (0,1) 上 均匀 随机 变量 序列 , 求 E[N]， 


其 中 n 
N=min{n: 0:>1} 


解 : 我 们 将 得 到 一 个 更 一 般 的 结果 . 对 于 ze [0,]1], 令 
Nt(z) = min fn :六 下 > z} 
i=1 


ml(z) = EIN(z)] 
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NN(z) 是 部 分 和 i_1 Ui 超过 z 的 最 小 指标 n, m(z) 是 N(z) 的 期 望 值 . 将 页 作 
为 条 件 , 利用 公式 (5.1b), 得 到 


1 
me) = [BING = yey (5.6) 
对 于 条 件 期 望 EIN(z)|Ui 二 切 , 我们 有 
EIN(z)|U = = f : we (5.7) 
l+m(z—Yy), yz 


上 式 中 , 当 y > z 的 情况 等 式 是 很 显然 的 , 当 y < z 时 , 此 时 需要 继续 取 Uo,…, 此 
时 相当 于 序列 从 Us 开始 , 要 求 出 超过 z - y 的 最 小 时 刻 . 因此 , 这 个 时 刻 的 期 望 值 
应 为 m(z -中 ,加 上 原 有 的 Ui 这 个 随机 数 , EIN(z)|Ul = y] 就 变 成 (5.5) 的 第 二 
种 情况 . 将 (5.7) 式 代入 (5.6) 式 , 得 到 


m(z)=1+ m(z — ydy 


=1+ [ moar ( 作 变 量 替换 u =z 一) 


将 上 式 求 微 商 得 到 
m(z) = m(z) 

加 mz) _ 

mz) 
将 上 式 求 积分 , 得 

ln[m(z)]=z+c 

或 

m(7z) = ke” 
由 m(0) =1, 得 k=1, 这 样 

m(z) 一 ez 
回 到 我 们 最 早 提出 的 问题 , 均匀 随机 数 部 分 和 超过 1 的 最 早 时 刻 的 期 望 值 m(1) 等 
于 e. 国 


7.5.3 ”利用 条 件 计算 概率 
我 们 不 仅 可 以 利用 条 件 期 望 的 方法 计算 一 个 随机 变量 的 期 望 , 也 可 利用 此 方法 
计算 概率 . 设 E 为 一 随机 事件 , 令 X 为 巨 的 示 性 函数 , 即 
x-l! E 发 生 
0 EE 不 发 生 


7.5 条 件 期 望 311 


由 此 ， 
E[X] = P(E) 
E[XIY =y]= P(ElY =y) ”对 任何 随机 变量 Y 
这 样 , 利用 (5.1a) 与 (5.1b), 可 得 到 


DP(ElY =y)P(Y =y) YY 为 离散 型 随机 变量 
P(B)=4 > (5.8) 


三 P(ElY = ray Y 为 连续 型 随机 变量 


车 Y 是 离散 型 随机 变量 , 并 且 只 取 值 yy,… ,yn, 利用 记号 = {Y = gi}, 方程 
(5.6) 变 成 


P(E) = DP(EIF)P(R) 
i=] 
其 中 五 ,… , , 互 不 相 容 , 且 这 些 事件 的 和 是 一 个 必然 事件 , 此 时 我 们 称 它们 形成 
一 个 完备 事件 组 . 这 个 公式 就 是 概率 的 全 概 公式 . 

例 5k (最 优 奖 问题 ) 设 有 n 个 不 同 的 奖 陆续 出 台 , 当 一 个 奖 出 来 时 , 你 可 以 
拒绝 或 接受 .当然 , 你 接受 了 这 个 刚 出 台 的 奖 , 你 不 能 再 领 以 后 出 台 的 奖 . 若 你 拒 
绝 刚 出 台 的 奖 , 那么 你 还 有 机 会 领 以 后 出 台 的 奖 . 当 一 个 奖 出 台 时 , 唯一 的 信息 是 
刚 出 台 的 奖 与 已 经 出 台 的 奖 进行 比较 . 例如 , 当 第 5 个 奖 出 台 时 , 你 只 能 与 前 4 个 
已 经 公布 的 奖 进行 比较 . 我 们 的 目标 是 希望 得 到 最 高 奖 , 或 找到 一 种 策略 使 得 得 到 
最 高 奖 的 概率 尽 可 能 大 . 假设 出 台 的 奖项 的 n! 种 次 序 都 是 等 可 能 的 . 

解 : 令 人 惊讶 的 是 , 我 们 可 以 得 到 很 好 的 结果 . 对 于 固定 的 ,0 < k < m 考虑 
如 下 的 策略 . 首先 拒绝 前 面 个 奖项 , 然后 从 第 上 + 1 个 奖项 出 台 开始 算 起 , 只 要 
发 现 新 出 台 的 奖项 比 前 面 已 经 发 布 的 好 就 接受 这 个 奖项 , 否则 就 拒绝 这 个 奖项 而 观 
察 出 台 的 下 一 个 奖项 , 记 及 ( 最 优 ) 表示 利用 这 个 策略 得 到 最 优 奖项 的 概率 , 记 X 
为 最 优 奖项 出 台 的 次 序 , 例如 最 优 奖 是 第 5 个 出 台 的 奖 , 则 X = 5. 利用 全 概 公式 


用 (最 优 ) = SR 最 优 |XX=ijP(X =i)= 上 D> PP( 最 优 |X 一 让 
i=] iT 


若 最 优 的 奖项 在 前 面 的 次 发 布 , 按 这 个 选 奖 的 策略 , 每 次 都 拒绝 拿 奖 , 因此 , 不 可 
能 拿 到 最 优 奖 . 这 样 

P( 最 优 X=i))=0 i<k 
另 一 方面 , 车 最 优 奖 的 位 置 i 在 上 之 后 , 即 > k, 那么 就 有 可 能 拿 到 最 优 奖 . 如 果 


前 面 i 一 1 个 奖项 的 最 大 值 奖 的 位 置 在 前 面 的 上 个 奖 中 , 那么 , 随 着 奖 的 出 台 , 一 
到 i 一 1 都 是 拒绝 领 奖 , 直到 最 优 奖 i 发 布 时 , 按 规则 接受 最 优 奖 . 现在 假定 最 优 奖 
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位 置 在 i, 在 前 面 i 一 1 个 奖项 中 , 最 高 奖 的 位 置 在 1,… ,i 一 1 处 是 等 可 能 的 . 因此 


及 (最 优 IX = 让) = P{ 前 面 i 一 1 个 奖 中 , 最 高 的 奖项 在 {1,2,… ,k} 中 |X = 让 
SR 


这 样 , 我 们 得 到 
PP( 最 优 ) = 上 >》 ak/ Ler- th ("FE:) ~ An 人) 


il nnr-!l 


车 考虑 函数 a 
-二 
则 
-3 
因此 


y=0>m (2)=1>7=2 

由 于 及 ( 最 优 ) = g(k), 当 取 = n/e 时 , Pe( 最 优 ) = g(n/e) = 1/e, 最 优 策略 是 首 
先 拒绝 前 面 k = n/e 个 奖项 , 然后 等 待 出 现 第 一 个 比 以 前 的 奖项 都 大 的 奖项 , 并 接 
受 这 个 奖项 . 按 这 个 策略 , 拿 到 最 优 奖 的 概率 近似 地 等 于 1/e = 0.367 88. mn 

注释 ”大 部 分 人 对 于 以 这 么 大 的 概率 拿 到 最 优 奖 感到 吃惊 一般 认为 这 个 概 
率 当 n 很 大 时 会 趋 于 0. 然而 , 即使 不 经 精确 计算 , 稍微 思考 , 就 会 发 现 拿 到 最 优 奖 
的 概率 会 相当 大 . 取 上 = n/2, 考虑 这 n 个 奖 中 的 最 高 奖 与 第 二 最 高 奖 . 考虑 一 个 
随机 事件 : 第 二 最 高 奖 出 现在 前 面 一 半 , 第 一 最 高 奖 出 现在 后 面 一 半 , 这 个 事件 的 
概率 为 1/4. 当 这 个 事件 发 生 时 , 我 们 一 定 能 选 到 奖 , 并 且 是 最 高 奖 . 因此 看 出 , m 
无 论 怎么 大 , 总 是 能 找到 一 种 策略 , 使 得 得 到 最 高 奖 的 可 能 性 超过 1/4. 中 

例 51 设 U 为 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 又 设 在 给 定 U = 2 的 条 件 下 , 随 
机 变量 X 的 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参数 为 (n,p). 计算 X 的 分 布 列 . 

解 : 利用 X 的 条 件 分 布 , 可 以 计算 X 的 分 布 列 ， 


1 1 
Px=0= | PX =i -po = { PX =iU = nap 


n! ee A 
= 人 aa- 中 ‘dp i=0,1,,n 


又 已 知 了 
1 
/za -可 dp= "nti 
(这 个 公式 的 概率 证 明 可 参见 6.6 节 ), 由 此 可 得 
PIX=0=— i i=0,.,n 


n+l 
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由 这 个 公式 , 我 们 可 以 得 到 一 个 令 人 吃惊 的 事实 . 如 果 将 一 个 硬币 连续 丘 n 次 , 假 
定 硬 币 的 正面 朝 上 的 概率 p 的 分 布 为 (0,1) 上 均匀 分 布 , 则 正面 朝 上 的 次 数 的 分 布 
是 {0,1,… ,n} 上 的 均匀 分 布 . 

由 于 条 件 分 布 具有 很 好 的 形式 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 较为 直观 的 解释 ， 设 U， 
页 ，.… ,Un 为 +1L 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 每 一 个 变量 的 分 布 为 (0,1) 上 的 
均匀 分 布 . 令 X 为 态 ,… ,Un 中 小 于 U 的 变量 个 数 , 由 于 态 ,… ,Un 和 U 具有 
相同 分 布 , 在 ”+1 个 变量 的 排序 过 程 中 U 为 最 小 ,U 为 第 2 小 ,….,U 为 最 大 , 这 
nn 十 1 种 可 能 性 是 相同 的 , 因此 X 等 于 0,1,2,3,… ,n 这 n+1 种 可 能 性 也 是 相同 
的 . 又 由 于 当 给 定 UV =p 的 条 件 下 , U; < U,i = 1,… ,n 的 个 数 的 分 布 为 二 项 分 布 ， 
其 参数 为 (n,p). 这 样 , X 的 分 布 具有 很 直观 的 解释 . 中 

例 5m 设 X 和 Y 为 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 其 密度 分 别 为 fk 和 fy. 计 
算 P{X <Y}. 

解 : 先 将 Y 的 值 固定 , 利用 公式 (5.8), 得 到 


Px <r}= /PX < Yl -WProndy 


= / P{X <yY =Y}fr(y)dy 
= 广 Ptx <WWfrtWav 独立 性 


= 三 moponuy 
其 中 
rxW = 人 rodz 昌 
例 5n ” 设 X,Y 为 相互 独立 的 连续 随机 变量 , 其 密度 分 别 为 fx(z), fy(y). 求 


XX 十 Y 的 分 布 . 
解 : 利用 公式 (5.8), 我 们 得 到 


P{X+Y <a}= fe P{X+Y <alY =y}fy(ydy 
= Pty eal =v)ay 
= 三 Ptx<e-9mro= 广 me-opoa 


7.5.4 ”条 件 方差 
我 们 既然 可 以 定义 Y =y 之 下 X 的 条 件 期 望 , 也 可 以 定义 Y=y 之 下 XX 的 
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条 件 方差 , 它 由 下 式 定义 
Var(XIY) = E[(X — E[XIY])IY] 
Var(XIY) 是 X 和 它 的 条 件 期 望 之 差 的 平方 的 (条 件 ) 期 望 值 . 或 者 , 换 句 话说 ， 


Var(XIY) 在 Y 已 知 的 条 件 下 与 通常 的 方差 的 定义 完全 一 样 , 不 过 求 期 望 的 过 程 换 
成 了 求 条 件 期 望 . 

条 件 方差 和 方差 之 间 具 有 某 种 联系 , 人 们 通常 利用 这 种 关系 计算 一 个 随机 变量 
的 方差 . 首先 , 和 普通 方差 的 公式 Var(X) = E[X?] - (已 [X])2 一 样 , 条 件 方差 也 有 


Var(X|Y) = EIX?lY] — (BIXIY])? 


由 此 得 到 
ElVar(XIY)] = E[E[X?|Y]] — E[((ELX|IY])’] = ELX?] — BIGCBCXIY])3 (5.9) 
同时 ， 
Var(E[XIY]) = E[(ELXIY])’] ~ (ELE[XIY])? = E[(EIXIY])®] — (ELX])? (5.10) 
将 (5.9) 式 与 (5.10) 式 相 加 , 我 们 得 到 如 下 命题 : 


命题 5.2 (条 件 方差 公式 ) 
Var(X) = ElVar(X|Y)] + Var(E[XIY]) 


例 50 设 在 任何 长 度 为 t 一 段 时 间 区 间 (0,t) 内 到 达 某 火车 站 的 人 数 是 一 个 
服从 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 均值 为 Xt. 现 设 火车 在 (0,T) 这 个 区 间 内 随机 到 达 , 即 
到 达 时 间 是 (0,T) 上 的 均匀 分 布 , 并 且 它 与 到 达 火车 站 的 人 数 独立 . 求 火车 到 达 时 
上 火车 的 旅客 人 数 的 期 望 和 方差 . 

解 ， 记 N(t) 表示 t 以 前 到 达 车 站 的 人 数 , Y 表示 火车 到 达 时 间 , 能 够 上 火车 
的 人 数 为 N(Y) (假定 火车 到 达 后 立即 开 走 , 而 Y 以 后 到 达 火 车 站 的 人 只 好 等 下 一 
班 火车 ). 把 Y 的 值 固定 , 设 为 条 件 , 得 

E[IN(Y)Y =4] = EIN(t)Y = 4 = E[IN(t))] 由 Y 与 Nb 的 独立 性 
二 外 ”NN(t) 是 泊 松 随机 变量 , 平均 值 为 在 
因此 ， 
EIN(YIY]= XY 
两 边 求 期 望 , 得 到 


EIN(Y) =XBIY] = 


2 
为 求 Var(N(Y)), 利用 固定 Y =t 之 下 的 条 件 方差 公式 
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Var(N(Y)IY = 为 = Var(N(t)|Y = 二 
二 Var(N(t)) 了 与 NG 独立 
一 外 
故 
Var(N(Y)|Y) = AZ EIN(YIY] = XY 
再 利用 命题 5.2 的 条 件 方差 公式 , 得 
)272 


Var(N(Y)) = EY] + Var(XY) = 37 + 


其 中 , 利用 了 Y 的 方差 Var(Y) = T?/12. 中 

例 5p (随机 个 数 随机 变量 之 和 的 方差) 设 Xi, X2,… 是 一 个 独立 同 分 布 的 
随机 变量 序列 , N 是 一 取 自然 数 的 随机 变量 , 并 且 独 立 于 序列 {Xi,i > 1}, 为 计算 
Var( 守 Xi), 先 固定 N 的 值 作为 条 件 


N N 
a [Ex = NE[X], Var (Sn) = NVar(X) 
i=1 i=1 
其 中 X 的 分 布 与 Xi 的 分 布 相 同 . 再 利用 条 件 方差 公式 可 得 


N 
Var 位 x] = E[N]Var(X)+ (E[X])?Var(N) 图 
4=1 


7.6 ”条 件 期 望 及 预测 


有 时 候 , 在 实际 问题 中 会 遇 到 这 种 情况 , 某 人 观察 到 随机 变量 X 的 值 , 基于 X 
的 观察 值 , 要 对 第 二 个 随机 变量 Y 的 值 进行 预测 , 通常 用 9(X) 表示 预测 值 , 即 当 
X 的 值 z 被 观察 到 以 后 , g(z) 就 是 Y 的 值 的 预测 值 . 当然, 我 们 希望 选择 g(X) 接 
近 Y, 选择 g(X) 的 一 个 准则 是 极 小 化 E[(Y - 9(X))3]. 现在 我 们 指出 在 这 个 准则 
之 下 , Y 的 最 好 的 预测 值 为 9(X) = E[Y|X]. 


命题 6.1 
EI(Y — 9(X))"] > El(Y — E[YIX])"] 


证 明 : 
EI(Y 一 9CO)2IX] =BIY — EBIYHXI+ EIY|X] ~ g(X))°IX] 
=E[(Y — E[Y|X])*|X] + E[(E[Y|X] — g(X))°IX] 
+2E[(Y — EIY|X])(E[Y|IX] — 9(X))IX] (6.1) 
然而 , 对 于 给 定 的 X 值 , E[Y|X] - 9(X) 就 是 一 个 常数 , 因此 
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EI[(Y — E[Y|X])(E[Y|X] — g(X))|X] 
=(E[Y|X] — g(X))E[Y — E[YIX]IX] 
=(E[Y|X] ~— 9(X))(E[YIX] — EIYIX])=0 (6.2) 
这 样 , 由 (6.1) 式 和 (6.2) 式 可 得 
E[(Y — g(X))?|X] > EI(Y — E[YIX])*|X] 
上 式 两 边 再 求 期 望 即 可 得 到 命题 的 结论 . 口 
注释 ”此 处 可 以 给 出 一 个 更 加 直观 的 证 明 , 当然 , 在 证 明 的 严格 性 上 要 差 一 点 . 
很 容易 证 明 E[(Y 一 c)”] 在 c= ElY] 时 达到 极 小 值 ( 见 理 论 习题 1). 因此 在 我 们 没 
有 任何 数据 可 用 时 , 在 均 方 误差 最 小 的 意义 下 , Y 的 最 优 预 测 就 是 E[Y] . 现在 设 
得 到 了 X 的 观察 值 z, 此 时 预测 问题 与 没有 数据 时 的 预测 问题 完全 一 样 , 只 是 原来 
Y 的 期 望 改 为 事件 {X = z} 之 下 的 条 件 期 望 . 因此 , Y 的 最 优 预 测 是 Y 在 X=z 
之 下 的 条 件 期 望 . 
例 6a 设 身 高 为 z 英寸 的 父亲 , 其 儿子 的 身高 具有 正 态 分 布 , 均值 为 z+1, 方 
差 为 4. 现 设 父亲 的 身高 为 6 英尺 , 试 预测 其 儿子 成 长 以 后 的 身高 . 
解 : 设 父亲 身高 为 X, 儿子 身高 为 Y, 两 者 关系 可 表示 为 
Y=X+l+e 
其 中 e 为 正 态 随机 变量 , 独立 于 X, 并 且 期 望 为 0, 方差 为 4. 对 于 6 英尺 的 父亲 ， 
其 儿子 身高 的 最 优 预 测 为 E[Y|X = 72]. 
ElYIX =72] = E[X+1+elX =72]=73+ ElelX = 73] 
=73+E(e) ”利用 XX 与 e 的 独立 性 
=73 nm 
例 6b 设 A 处 发 射 一 个 强度 为 5 的 信号 , 在 B 处 会 接收 到 一 个 强度 为 R 的 
信号 , R 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 5, 方差 为 1. 现在 设 发 射 端的 信号 服从 正 
态 分 布 , 其 期 望 为 / 方差 为 "2. 当 接 收 端 收 到 的 R 的 值 为 > 时 , 求 发 送信 号 的 最 
优 估计 ? 
解 : 首先 计算 发 射 端 发 送信 号 的 5 在 给 定 R 之 下 的 条 件 密度 
Jsa(sir) _ fs(s)frls(r|s) _ Ke-G-a2/2cze-er-s212 
fn) fa(r) 
其 中 K 不 依赖 于 s. 注意 下 面 的 恒等式 


一 各 2 一 s)2 1 二 
=- 入 + 他 3 = ( 走 +)-( 丰 +7) s+ 


2 2 2 2)\2 
lto -2( 竺 各 )|+0- 寺 5 (- 蛙 守 ) + 


fsir(slr) = 


1+0o2? 
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其 中 C1, C2 均 不 依赖 于 s, 因此 条 件 密 度 为 
有 二 roz\ 
所 (:- 1 十 o2 ) 
Pa 
z( 


其 中 C 与 s 无 关 . 由 上 式 可 知 , 在 给 定 R=7 之 下 , 5 的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 , 其 
期 望 和 方差 分 别 为 
K+ro? 
EISIR=7] = Tra Var(SIR=7) = Te 


再 利用 命题 6.1, 在 给 定 R=" 之 下 , 对 5 的 均 方 误差 最 小 的 估计 为 
EISIR=7] = 


fsla(slr) = Cexp 


1 02 

于 到 4 
由 上 式 看 出 , 条 件 期 望 提供 了 关于 S 的 信息 . 它 是 4 和 r 的 加 权 平 均 . 而 两 个 权 
值 之 比 为 1 与 o?. 其 中 1 代表 信号 5 发 出 后 接收 到 的 信号 的 条 件 方差 . 而 o? 表 
示 发 送信 号 的 方差 . 发 送信 号 的 方差 越 大 , / 的 作用 越 小 (y 代表 先 验 信息 ), 同时 ， 
接收 到 信号 的 条 件 方 差 代表 传播 信号 的 误差 (现在 为 1), 这 个 误差 越 小 , 则 7 人 
用 越 大 . 

例 6c 在 服 半 信人 入 汪 寺 各 中 人 和牛 生 拓 基 所 本 闲人 其 过 程 如 下 : 取 一 如 
增 数列 , a;,i = 0, 土 1, 土 2,…, 使 得 lima = 00,, lim ai = oo. 当 X e (aai+l] 
时 , 选 一 个 代表 值 y; ， 这 样 将 连续 入 总 次 航 化 . 用 了 ”表示 离散 化 后 的 值 ， Y 与 X 
之 间 有 如 下 的 关系 : 


Y=% Qi<X<aitl 
Y 的 分 布 由 下 式 给 出 
P{Y =%} = Fx(ai+1) — Fx(ai) 

现在 我 们 的 目标 是 要 选择 各 区 间 的 代表 值 y, i = 0, 土 1, 士 2,…, 使 得 BI(X 一 Y)] 
达到 极 小 . 

(a) 找到 最 优 值 yi,i = 0, 土 1,… 
对 于 最 优 的 Y, 指出 

(b) BIY] = E[X], 也 即 均 方 误差 最 小 意义 下 的 离散 化 保持 均值 不 变 . 

(e) Var(Y) = Var(X) — E[(X 一 Z)?]. 

解 : (a) 对 于 任意 的 离散 化 随机 变量 Y 利用 命题 5.1 的 结果 , 有 

B[(XK-Y 和 = EX —y)la <X <ainlP{a < X < ot)} 


T=i a<X<arn i=0,+l,.… 
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EI(X —yi)la < X <aitr]= El(X—y)lI = 
利用 命题 6.1 的 结论 , 当 
y= EIXIT=1]= EXla: <X <ain]= / 和 2 i 

时 , E[(X 一 y)?lai < X < ai+l] 达到 极 小 值 . 因此 , Y = E[X|I] 是 最 优 的 离散 化 随 
机 变量 . 在 最 优 的 选择 之 下 

(b) EIY] = E[E[XIN] = E[X] 

(¢) Var(X) = ElVar(X|D)] + Var(E[X|1]) 

= E[E[((X —Y)?|N] + Var(Y) = E[(X —Y)?] + Var(Y) 

显然 成 立 . 国 

在 某 些 情况 下 ，X 和 Y 的 联合 分 布 不 完全 知道 , 或 者 ， 即 使 联合 分 布 知道 ， 
已 [YIX = z] 的 计算 也 十 分 复杂 . 然而 , 如 果 我 们 知道 X 和 Y 的 期 望 、 方 差 和 相关 
系数 , 我 们 至 少 可 以 求 出 依赖 于 X 的 最 优 线性 预测 . 

为 求 得 Y 的 最 优 线性 预测 , 我 们 需要 选择 线性 预测 c + bX 的 系数 a 和 5b ,使 
得 Bl(Y - (ae+bX))?] 达到 极 小 值 . 为 此 , 先 将 E[(Y - (ae+bX))?] 展 成 一 个 a,b 的 
多 项 式 : 

El(Y — (a +bX))’] = E[Y? — 2aY — 2bXY 十 a2 十 2abX + b2X?] 
= ElY?] — 2aE[Y] — 2bE[XY] + a? +2abE[X] + bE[X?] 
将 上 式 对 a 和 6。 求 偏 导数 得 到 
有 RElY — (a+bX))*] = —2E[Y] +2a+ 2bE[X] 


0 (6.3) 
mElY 一 (ae+bX))?] = —2E[XY] +2aE[X] + 2bE[X?] 
令 偏 导数 为 0, 求解 关于 (a,b) 的 方程 组 (6.3), 得 到 
_ E[XY]— EIX]E[Y] _ Cov(X,Y) _ oy 
© ECA- oe ae 


a= ElY] -bEIX] = ElY]— 所 2 


其 中 p 为 X,Y 的 相关 系数 , o2 = Var(Y),o2 = Var(X). 容易 验证 由 (6.4) 给 出 的 
a,b 值 使 得 E[(Y - (ac+bX))?] 达到 极 小 . 因此 , 在 均 方 误差 意义 下 , Y 的 最 优 线性 
预测 为 

名 十 Px — hz) 


其 中 py = E[Y],pz = ELX]. 
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这 个 线性 预测 的 均 方 误 差 为 


E [人 -py -px = | 


2 
= BY — 1) + PBX ps) 2p EY pr)(X ~ po) 
=02 + p09 — 2p?0% = op(1 —p?) (6.5) 
由 (6.5) 看 出 , 当 p 接近 于 +1 或 -1 时 , 其 最 优 线性 预测 的 均 方 误差 接近 于 0. 
例 6d 当 X,Y 的 联合 分 布 为 二 元 正 态 分 布 时 , 由 于 X 给 定之 下 Y 的 条 件 其 
望 为 X 的 线性 函数 , 因此 Y 的 最 优 线性 预测 就 是 最 优 预测 , 在 第 6 章 例 5c 已 经 
给 出 , 在 正 态 情况 


a 
EIYIX=2]=W+p (7 — kz) a 


7.7 矩 母 函 数 


随机 变量 X 的 矩 母 函 数 M(t) 由 下 式 定义 
M(t) = 已 [etx] 


> ep(z) X 离 散 , p(z) 为 其 分 布 列 


/ ”etz f(z)dz X 连 续 , f(z) 为 其 密度 函数 


其 中 为 实数 . 我 们 之 所 以 称 M(t) 为 矩 母 函数 , 其 原因 是 X 的 所 有 阶 矩 都 可 以 从 
M(t) 在 t=0 的 各 阶 微 商 得 到 . 例如 


M'(t)= BBle™] =E [Eee 中 = ElXet*] (7.1) 


其 中 我 们 假定 微 商 和 期 望 两 个 运算 可 以 交换 次 序 , 即 我 们 假定 在 离散 情形 下 ,下 式 
成 立 


全 EE ea = 于 是 eeplol 


在 连续 情形 下 ， 
d 


号 [fe 三 / Bles(oas 


这 个 假定 在 通常 情况 下 能 够 验证 . 特别 是 本 书 中 提 到 的 分 布 , 都 能 满足 上 述 要 求 . 
因此 , 在 (7.1) 中 , 令 上 = 0 ,得 


M'0) = E[X] 
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类 似 地 ， 


d 
W(t) = — 
M"()= 主 


由 此 得 到 


M'(t)= BXex ]=E 陪 (Xetx | = E[X?e:*] 


M"(0) = 已 [X3] 
一 般 地 , 对 M(t) 求 n 次 导数 可 得 
M(t)= EX"e*] n>1 
从 而 
M0)=E[X"] n>1 
现在 我 们 对 某 些 常见 分 布 计算 M(t). 
例 7a (二 项 分 布 (参数 为 (n,p))) 设 X 具有 二 项 分 布 , 参数 为 (n,p), 则 


MO = B= 2 只 人 (人 mxQ -pn 
-> (W) (pe) p= (pet +1—p)" 


最 后 一 个 等 式 利用 了 二 项 式 展开 定理 . 两 边 求 微 商 可 得 
M'(t) = npe' + 1—p)" pe 


故 
El[X]= M'(0) = np 
再 求 一 次 微 商 得 
M"(t) =n(n— 1)(pet +1—p)" ?(pe’)? +n(pe! +1—p)" 1pe 
故 
E[X?] = M”(0)=n(n— Dp2 + mp 
X 的 方差 为 
Var(X) = 已 X3 — (EI[X])? =n(n— lp +np— np = np(1 一 中 
这 验证 了 之 前 所 得 的 结果 . 


例 7b ( 泊 松 分 布 (参数 为 和 )) 设 X 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 参数 为 , 则 


00 in, 一 入 Xm 
MO = Ee*]=) 一 
n=0 


一 e-^ bb COE = er-xexe = exp{ 和 (e! — 1)} 


nl! 
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求 微 商 可 得 
M'(t) = Xetexp{X(et 一 1)} 
M"(t) = (Xet)2zexp{X(et — 1)} + Met exp{ 和 (et — 1)} 
由 此 可 得 
EI[X]= M'(0) = 入 
E[X?] = M”(0) = 和 + 和 A 
Var(X) = E[X’*] — (E[X])* = 入 
因此 , 泊 松 随机 变量 的 期 望 和 方差 均 为 入 . a 
例 7c (指数 分 布 (参数 为 A)) 
M(t) = Ele:*] = 人/ ”eeXe-Msdz 


号 入 
= 和 人 e-0-drdz= 一 i 对 < 和 
。 A-t 


由 上 式 可 知 , 指数 分 布 的 M(t) 只 对 上 < 入 有 定义 . 对 M(t) 求 微 商 ， 


my _ 从 ne) 一 
“人 人 区- 
因此 
EIX] = M'(0) = > ElX?] = M”(0) = 总 
其 方差 为 
Var(X) = ELX3] - (ELIX])2 = 吉 四 


例 7d ( 正 态 分 布 ) 首先 计算 标准 正 态 随机 变量 的 矩 母 函数 . 令 2 为 该 标准 正 
态 随机 变量 ， 


£2 1 / tze 一 z212， 1 / { Ee 2} 
= = 一 一 dz = 一 一 d: 
Mz(t) = Ele”] 村 ee lz 于 exp 3 lz 


We es (zt? gs e022 lf” t/agy et/2 
= 友人 仆人 2 + ae 记 人 。 日 12dz =e 
因此 , 标准 正 态 随机 变量 的 矩 母 函数 为 Mz(t) = er/?. 对 于 一 般 正 态 随机 变量 , 只 
需 作 变换 ( 见 5.4 节 )X = /+c2 其 中 心 2 是 X 的 期 望 与 方差 , 2 为 标准 正 态 随 
机 变量 . 此 时 


Mx(t) = Betx] = Ele'(+°2)] = Elete!e?] 


2 o2t2 
= ettEle'’2] = ett Mz(to) = etketto) /2 ~ exp {至 + 对 


322 第 7 章 期 望 的 性 质 
求 微 商 , 可 得 


2 oa2t2 
Mx(t) = (p+to )e{ 2 + 于 


人 2 2 ot? 有 oe 
MX(t)= (十 tj2exp1 一 +ht?+o op{ 守 + 叶 


2 2 
由 此 可 得 
EM 一 MO = 
LIX3 = M”(0) =p2 +0? 
因此 ， 


Var(X) = 已 X3] — (E[X]))* = 2 nm 
表 7.1 和 表 7.2 给 出 了 某 些 常用 的 离散 和 连续 分 布 的 矩 母 函数 . 
表 7.1 离散 概率 分 布 
分 布 列 和 拢 母 函 数 均 值 方 藉 


二 项 分 布 (Pr nD)" 
参数 (n,p),0 <p<1 


(pet +1—p)" np np(1 —p) 
ean 


泊 松 分 布 


参数 入 > 0 exp{X(e — D)} 入 入 
几何 分 布 2 Pet 1-p 

参数 0<p<1 4 1 二 (1 二 pe p FP 
负 二 项 分 布 )zrd 一 p)n- [ 7 _ 员 

参数 7,p;0<p<1 和 1— (1—p)et 了 pp 


表 7.2 ”连续 概率 分 布 


密度 函数 和 矩 母 函数 均 值 方 差 
1 
和 人 rp a<zr<b etb eta atb (b—a)? 
(a,b) 上 均匀 分 布 f(z) = { a A 2 
指数 分 布 _ je z>0 陈 介 1 > 
参数 入 > 0 t= ee pe 本 x 
Xe-xz(Azjs-: , 
下 :m=1 ri >" (之 ) 2 和 
参数 (s, 和 ), 和 >0 0 a 入 一 二 入 入 
= _1_。e-(ze-m?/2o2 
pe /0 = is° exp{Jt + 02t2/2} 站 2 
一 oo<Z<oo 


和 矩 母 函数 的 一 个 重要 性 质 是 , 独立 随机 变量 和 的 矩 母 函数 等 于 诸 随机 变量 各 自 
和 矩 母 函 数 的 乘积 . 设 X 和 了 为 相互 独立 随机 变量 , 其 矩 母 函数 分 别 为 Mx(t) 和 


rm 


7.7_ 短 母 函 数 323 


My(t). 记 Mx+y(t) 为 六 十 Y 的 矩 母 函数 , 则 
Mx+Y(t) = Ele:(*+Y)] = Ele:*e!Y] = Ele:*]Ele!Y] = Mx(t)My(t) 


其 中 倒数 第 二 个 等 式 利用 了 命题 4.1 关于 独立 随机 变量 乘积 的 期 望 的 计算 公式 . 
矩 母 函数 的 另 一 个 重要 特性 是 , 矩 母 函 数 唯 一 地 确定 了 分 布 . 设 Mx(t) 是 其 
的 矩 母 函数 , 并 在 t = 0 的 某 一 邻 域内 有 定义 是 有 限 , 则 X 的 分 布 被 Mx(t) 所 唯 


一 确定 . 例如 , 若 
MxO= (3) (er +1) 
则 由 表 7.1 可 知 X 的 分 布 为 二 项 分 布 , 参数 为 (10 ,1/2). 
例 7e 设 随机 变量 X 的 矩 母 函 数 M(t) = e3( 了, 求 P{X = 0}. 
解 : 由 表 7.1 知 , M(t) = ea(e -0 是 泊 松 随机 变量 , 参数 为 和 = 3, 这 样 , P{X = 
0} =e-, n 
例 7f (独立 的 二 项 随机 变量 的 和 ) 设 X 和 Y 为 相互 独立 的 二 项 随机 变量 , 其 
分 布 参数 分 别 为 (n,p) 和 (m,p), X 十 Y 的 分 布 是 什么 ? 
解 : X +Y 的 矩 母 函数 为 
Mx+Y(t) = Mx(t)My(t) = (pe! +1—p)"(pe!: +1—p)™ = (pe +1—p)"+™ 
然而 , (pet + 1 - p)"+m 是 二 项 分 布 的 矩 母 函数 , 其 相应 的 参数 为 (n + mp) 由 秆 
母 函数 唯一 确定 分 布 , 知 X 十 Y 的 分 布 为 二 项 分 布 , 参数 为 (n+ m,p). mn 
例 7g (独立 的 泊 松 随机 变量 的 和 ) ” 设 义 ,Y 为 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 , 相应 
参数 为 和 ,Xz, 求 X +Y 的 分 布 . 
解 : 由 Mx+Yr(t) = Mx(t) My (t) 
= exp{\(e! — 1)} exp{X2(e! — 1)} 
= exp{(A1 + M2)(e: —1)} 
知 X 十 Y 的 分 布 也 是 泊 松 分 布 , 分 布 参数 为 Xi + M2, 这 验证 了 第 6 章 例 3e 的 
结果 . a 
例 7h (独立 正 态 随机 变量 之 和 ) 设 X 和 Y 为 相互 独立 正 态 随 机 变量 , 其 参 
数 分 别 为 ac?) 和 (12,0o3). 则 XX 十 Y 也 是 正 态 分 布 , 期 望 为 J + 1a, 方差 为 
gf +02. 
解 : Mx+Y(t) = Mx(t)My(t) 


azt2 o2t? 
=e?{ 字 tint}op{ 宅 - + 


2 十 2. t2 
-op{ 全 + (pa + 
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这 个 函数 是 期 望 为 ja + yo , 方差 为 of + o3 的 正 态 随机 变量 的 矩 母 函 数 . 由 

于 矩 母 函 数 完全 确定 其 分 布 函数 , 故 X +Y 的 分 布 为 正 态 分 布 , 其 期 望 为 ji + jo， 

方差 为 o? + o2. 图 
例 7i 计算 自由 度 为 n 的 x? 分 布 的 矩 母 函 数 . 

解 : 我 们 将 具有 x? 分 布 的 随机 变量 分 解 成 Z? 二.… + 22, 其 中 21,.… ,2 为 
相互 独立 具有 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 令 M(t) 为 其 矩 母 函 数 . 由 前 面 论述 可 知 
M(t) = (Blet2 ])" 

其 中 2 为 标准 正 态 随机 变量 . 现在 ， 


2 oe 2 
Bletz] = -天 ee /dr 


Vi -~ 
高 广 一 dc 其 中 co? 二 (1 一 24)-! 
=0=(1—2t)-Y? 
上 述 最 后 第 二 个 等 式 利用 了 “密度 函数 之 积分 为 1” 的 结论 . 因此 
M(t) = (1 — 2t)-"™/? n 
例 7j (随机 个 数 随机 变量 之 和 的 矩 母 函 数 ) 设 X1,X2,… 为 一 独立 同 分 布 随 


机 变量 序列 . 又 设 N 为 取 值 于 正 整数 集合 的 随机 变量 , 且 与 X;,i > 1 相互 独立 . 
现在 需要 计算 


N 
Y= xX 


i=]1 
的 矩 母 函数 . (在 例 5d 中 Y 可 以 解释 为 某 一 天 百货 公司 的 营业 额 , 它 是 某 一 天 顾 
客 消费 的 总 和 , 此 处 每 一 个 顾客 的 消费 额 , 以 及 顾客 人 数 都 是 随机 变量 .) 
首先 , 求 出 N 固定 之 下 的 条 件 期 望 . 
N= 


直人 人 


一 吾 | 位 可 = [Mx(t)]" 


i=1 


其 中 
Mx(t) = Ele*:] 
因此 
Ele IN] = (Mx(t)™ 
这 样 


My(t) = E[(Mx(t))"] 
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利用 微分 法 
MY(t) = EIN(Mx(t)” MX(t)] 
故 
EIlY] = MY(0) = EIN(Mx(0))”—! MY(0)] 
= E[INE[X]] = EIN]ELX]} (7.2) 
验证 了 例 5d 的 结论 . (上 述 论证 中 , 我 们 利用 了 Mx(0) = Ele%*] = 1 这 一 结论 .) 
同样 , 由 


MY(t) = EIN(N — D)(Mx(t)™ (M(t))? + N(Mx(t))™ MY(A)] 


ElY”] = MY(0) = EIN(N — D(E[X])? + NELX™]] 
= (B[X])*(E[IN’] — EIN]) + EIN]ELX™] (7.3) 
= E[IN](E[X”] — (E[X])?) + (E[X])?E[N’] 
= E[N]Var(X) + (E[X])?E[LN?] 
由 (7.2) 和 (7.3), 得 
Var(Y) = E[IN]Var(X) + (E[X])*(E[N’] — (EIN])’) 
= E[N]Var(X) + (E[X])?Var(N) 中 
例 7k 令 Y 为 具有 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 假定 当 给 定 Y =p 的 条 件 
下 , X 的 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参数 为 (n,p). 在 例 5k 中 我 们 已 经 推出 X 的 分 布 为 
有 限 点 集 {0,1,… ,n} 上 的 均匀 分 布 . 现 利用 和 矩 母 函 数 方法 建立 这 个 结论 . 
解 : 首先 将 Y 的 值 固定 , 在 Y 值 固 定 的 条 件 之 下 , 利用 二 项 分 布 的 矩 母 函数 
得 到 
Ele*|Y =p] = (pe +1—p)" 
由 于 Y 又 是 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 对 上 式 求 期 望 得 


1 ft et 
Bel= | e+t1-pdp= a ay 作 变 量 怕 换 y=pet+1-p 


1 
= 四 = 0 tetest+..+en) 

上 述 函数 是 有 限 集合 {0, 1,… ,n} 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 矩 母 函数 . 由 于 矩 母 函 

数 唯一 确定 其 分 布 , 因此 X 的 分 布 就 是 {0,1,… ,n} 上 均匀 分 布 . mn 

联合 矩 母 函 数 


我 们 可 以 把 矩 母 函数 推广 到 两 个 或 多 个 随机 变量 的 联合 矩 母 函数 . 设 Xi1,… ,Xn 
为 随机 变量 序列 , 其 联合 矩 母 函 数 由 下 式 定义 : 
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Mtn) = Ele XtttnX"] 
Xi 的 矩 母 函数 可 以 从 联合 矩 母 函数 M(t1,… ,如 ) 中 得 到 , 即 : 
Mx(t) = Ele:*:] = M(0… ,0,t,0,... ,0) 
其 中 的 位 置 刚好 在 第 i 个 变量 的 地 方 . 
可 以 证 明 , X1,.… , Xn 的 联合 矩 母 函数 唯一 地 确定 了 它们 的 联合 分 布 . 这 个 结 


论 的 证 明 已 经 超出 了 本 书 的 范围 . 利用 这 个 结论 , 可 以 证 明 , X1,… , Xn 相互 独立 
的 充 要 条 件 是 


MG ,tn) = Mxa(b) RMxn(tn) (7.4) 
车 XX，,… ,Xn 相互 独立 , 则 
RM 人 如) = Ele XttinXn)] = ElenX! .etnxn] 


= ElensX!].… Ele"X"] ”由 独立 性 
= Mx (t1).…* Mx, (tn) 
另 一 方面 , 车 (7.4) 式 成 立 , 我 们 首先 指出 (7.4) 式 两 边 都 是 矩 母 函 数 ,等 式 右边 
与 分 布 函数 Fx, (zi)… Fx (zn) 相对 应 .等 式 左边 与 (Xi1,… , Xn) 的 分 布 函数 
(Xi …,Xn) 相对 应 . 由 于 矩 母 函数 唯一 确定 分 布 函数 , (7.4) 说 明 对 任意 z1,… ， 
zn, 有 
(zzn) = Fx, (zl) FExo(zn) 


其 中 Fx, 为 Xi 的 分 布 函 数 . 这 个 等 式 说 明 Xi,… ,Xn 是 相互 独立 的 . 
例 71 设 X 和 Y 为 相互 独立 且 同 分 布 的 正 态 随机 变量 , 期 望 为 /, 方差 为 0?， 
第 6 章 例 7a 证 明了 X+Y 与 XY 相互 独立 . 现在 用 和 矩 母 函数 的 方法 证 明 这 个 
结论 . 
Ele{X+Y)+s(X-Y)] ~ Ele(t+)X+(-s)Y] = Ele(t+s)X] Ble:—")Y] 
EP eH(t+s)+o? (t+s)?/2ep(t—s)+o"(t—a)"/2 


= e2kt+oztzeo?s” 一 Ele:(X+Y)] Eles(X-Y)] 


利用 随机 变量 独立 的 充 要 条 件 (7.4), 可 知 X +Y 与 X 一 Y 是 相互 独立 的 . 可 

下 面 我 们 用 联合 矩 母 函数 的 方法 去 验证 第 6 章 例 2b 的 结论 . 

例 7m 假设 出 现 的 事件 数 是 一 个 随机 变量 , 其 分 布 为 泊 松 分 布 , 参数 为 和 . 又 
假设 这 些 事件 独立 地 以 概率 p 被 记录 下 来 , 指出 记录 下 来 的 事件 数 和 未 记录 下 来 
的 事件 数 是 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 , 其 参数 分 别 为 Xp 与 (1 一休. 

解 : 记 X 为 事件 发 生 数 , X。 为 记录 下 的 事件 数 , 则 未 记录 下 来 的 事件 数 为 
XX 一 X。, 首先 计算 条 件 矩 母 函数 . 
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EleXe+t(X-X)|X =n] =e"Ele( -Xe|X =n] 
=e" (pe +1—p)" = (pe’ + (1—p)e!)" 
上 述 推导 用 到 如 下 事实 , 在 XX =n 的 条 件 下 , Xe 的 分 布 为 二 项 分 布 , 参数 为 (n,p). 
由 此 可 得 
Ele’Xe+t(X—X)|X] = (pes + (1 — p)e!)* 
上 式 两 边 求 期 望 得 
[esxe+t(X-xo] = El(pe’ + (1 — p)e!)*] 

由 于 X 为 泊 松 随机 变量 , 参数 为 , 故 Betx] = ex(e'-0. 对 任何 正 数 a, 可 表示 为 
a = et, 可 知 [aX] = exe-D. 这 样 ， 
ElesXe+t(X—Xe)] = espe"+(1—p)e!—1) = eXple’—1)eX1—p)(e'—) 

上 式 中 , 令 t= 0, 得 Blesxe] = exp(e -0, 类 似 可 得 Ble!X-Xo)] = ex0-ple-0 ， 故 
Xe 与 X - Xe 均 为 泊 松 随机 变量 , 其 参数 分 别 为 Xp 和 和 (1 一刀 同时 , 下 式 成 立 


书 [eexe+tCK-Xo)] = Ele’Xe]Ele!(X—Xe)] 


由 随机 变量 相互 独立 的 充 要 条 件 (7.4) 知 , Xe 与 六 一 X。 相互 独立 . 四 


7.8 ” 正 态 随机 变量 进一步 的 性 质 
7.8.1 多 元 正 态 分 布 


设 Zi…… ,Zr 为 n 个 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 若 X1,… ,Xm 可 以 表示 
如 下 : 
X1 =au21++anZn 十 向 
X2 = a2121+ + a2nZn + J2 


Ki=au21+ + ainZn + pi 


Xm = am121 + + amnZn + jam 


其 中 ai,1<igm,l1<j<n 和 ji,1<i<m 均 为 常数 . 则 Xi,… ,Xm 称 为 具有 
多 元 正 态 分 布 . 利用 独立 正 态 随机 变量 之 和 仍 为 正 态 随机 变量 之 事实 可 知 , X; 为 
正 态 随机 变量 , 其 期 望 和 方差 分 别 为 


E[Xi] = psi, Var(Xi) = Dp 
j=1 
现 考虑 它们 的 联合 矩 母 函数 
M(t1,:*: ,tm) = Elexp{t1X1 十 … 十 如 Km 
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由 于 开 世 ,Xi 本 身 是 Z1,… ,Zn 的 线性 组 合 , 故 开 全 1 tiXi 为 正 态 随机 变量 , 其 
期 望 和 方差 分 别 为 


视 
E ba = Dtips 
A=1 


让 1 


vw (So) -em (Suro) aco) 
i=1 这 1 


j=1 i=1 j=1 


对 于 一 般 的 正 态 随机 变量 Y ,我 们 有 公式 


Eler] = My(t)lt1 = et” /2 
其 中 由 = E[Y],o? = Var(Y). 将 上 述 公 式 应 用 于 Y = 吕 1tiXi ,得 
M(t1,.* ,tm) = Ele] = exp{E[Y] + Var(Y)/2} 


mm Tm 
= exp 位“ 十 3 wcn0eg)| 
i=1 


t=l j=l 
由 上 式 可 知 , X1,… , Xm 的 联合 分 布 完 全 由 E[Xi] 和 Cov(Xi, Xj) ,i= 1,… ,m,j = 
1,… ,m 所 确定 . 

不 难 指出 , 当 m = 2 时 , 此 多 元 正 态 分 布 就 是 二 元 正 态 分 布 . 

例 8a 设 X,Y 具有 二 元 正 态 分 布 , 其 参数 

Lz = E[X], py = E[Y],02 = Var(X),a3 = Var(¥Y),p = Corr(X,Y) 

求 P{X <Y}. 

解 : 由 于 XX 一 Y 也 是 正 态 分 布 , 其 均值 为 

EIX—Y]=ps -hy 
方差 为 
Var(X —Y)= Var(X) + Var(-—Y)+2Cov(X,—Y) 


= o2 o2 — 2pozoy 


由 此 可 得 
P{X<Y}=P{X-Y <0} 


-plX-Y-Ue- 知 < -He — /hy) 
Vs +02 — 2pozoy V2 + 02 —2pozoy 


= by— hs mn 
V2+02—2poroy 


例 8b 设 X 在 给 定 6= 6 之 下 为 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 0, 方差 为 1. 进 一 
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步 假设 6 本 身 也 是 正 态 随机 变量 , 其 均值 为 几 方差 为 o?. 求 出 给 定 =z 之 下 
的 6 的 条 件 分 布 . 

解 : 我 们 不 用 贝 叶 斯 公式 . 我 们 指出 (X, 6) 具有 二 元 正 态 分 布 , 其 联合 分 布 密 
度 为 


fx,e(7,0) = fxle(z|9)fe(0) 
其 中 , fxle(zl9) 为 正 态 密度 函数 , 期 望 为 9, 方差 为 1. 直接 计算 可 以 得 到 fxle(z,b) 
也 是 一 个 二 元 正 态 密度 函数 . 但 是 我 们 也 可 以 这 样 看 , 令 2 为 标准 正 态 随机 变量 ， 
独立 于 6. 则 给 定 6 = 9 之 下 , Z+ 6 的 分 布 为 正 态 分 布 , 期 望 为 0, 方差 为 1. 显然 
(2 + 6,9) 与 (X,6) 具有 相同 的 联合 分 布 , 由 多 元 正 态 分 布 的 定义 知 , (2 + 8, 6) 
显然 具有 二 元 正 态 分 布 , 这 样 , (X, 昌 ) 也 具有 联合 正 态 分 布 密度 . 现在 
EI[X]=El[Z+©l=h Var(X)=Var(Z+©)=1+0? 

且 

p= Corr(X,6) = Corr(Z + ©,©) 

Cov(Z+6,6) __o 

”VC+9Var6) Vi+o? 
由 于 (X,6) 为 二 元 正 态 分 布 , 因此 X = z 之 下 6 的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 , 其 期 
望 为 


Var(©) 
Var(x)( 


ElOlIX =2]= Elel+p 


方差 为 


(z— E[X])= p+ 


rc- 办 


Var(eIX = z) = Var(6)(1 —p’) = TE 
(关于 二 元 正 态 分 布 的 条 件 分 布 的 计算 可 见 第 6 章 例 5c.) 国 


7.8.2 ”样本 均值 与 样本 方差 的 联合 分 布 


设 X1,.… ,Xn 为 独立 同 分 布 正 态 随 机 变量 序列 , 其 公共 分 布 参 数 为 (0?). 

记 驻 = 已 1Xi/n 为 样本 均值 ， 由 于 独立 正 态 随机 变量 的 和 也 是 正 态 随机 变量 , 因 

此 X 也 是 正 态 随 机 变量 , 其 期 望 为 几 方差 为 cz/n( 见 例 2c 和 例 4a). 现在 研究 随 
机 变量 序列 承 ,X1 一 叉 ,… ,Xn 一 部, 由 例 4e 可 知 

Cov(X,Xi—X)=0 i=l,,n {8.1) 


现在 设 Y 为 正 态 随 机 变量 , 且 与 Xi - 义 ,… , Xn 一 怨 相互 独立 , 其 期 望 为 y, 方 
差 为 o2/n, 不 难 验证 Y, Xi 一 了 ,… ,Xn 一 义 为 联合 正 态 随机 变量 . 另 一 方面， 
随机 变量 组 元 , Xi - 义 ,… ,Xn - 叉 也 是 联合 正 态 的 随机 变量 . 同时 , 可 以 证 明 
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YX1 一 六，… ,Xn 一 的 期 望 和 协 方差 与 这 ,Xi 一 叉 ,… ,Xn 一 叉 的 期 望 和 协 方 
差 完 全 相同 . 由 于 联合 正 态 分 布 完全 由 其 期 望 和 协 方差 所 确定 , 因此 这 两 组 随机 变 
量具 有 相同 的 联合 分 布 . 这 样 , 就 证 明了 义 与 Xi 一 义 ,… ,Xn 一 码 也 相互 独立 . 
因此 , 义 与 5? = "(Xi 一 及 )?/(n 一 1) 也 相互 独立 . 

我 们 已 经 知道 双 与 5? 相互 独立 , 且 过 为 正 态 随 机 变量 , 参数 为 (1,o?/n). 余 
下 的 , 我 们 只 需求 出 52 的 分 布 . 在 例 4a 中 , 给 出 了 恒等式 


(一 D)3? = Tx —X)?= Ye -pp —n(X—p) 
i=1 i=1l 


两 边 除 以 o?, 我 们 得 到 


+ - 究 ( 转 人 C2 
注意 站 2 
(4) 


i=1 
是 相互 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 的 平方 和 , 因此 其 分 布 为 自由 度 为 n 的 x? 分 布 ， 
再 由 例 7i, 可 知 其 矩 母 函数 为 (1 - 2t)~"/?. 同样 


LA 
(7#) 
的 分 布 是 自由 度 为 1 的 x? 分 布 , 其 矩 母 函 数 为 (1 一 2t)-!/2. 利用 独立 随机 变量 和 
的 矩 母 函 数 等 于 各 随机 变量 矩 母 函 数 的 乘积 的 性 质 , 得 
下 [etn-03 /oj(1 Cs 2t)-1/2 =(1- 2t)-"/2 


或 Ele:("-1s?/o?] =(1- 2)-("—1)/2 
等 式 右边 (1 一 2t)-"-1/? 为 x? 分 布 的 矩 母 函数 , 自由 度 为 (n 一 1), 由 矩 母 函 数 唯 
一 确定 分 布 知 , (n - 1)S2/c2 的 分 布 为 自由 度 (n 一 1) 的 x? 分 布 . 

综 上 所 述 , 我 们 有 下 述 结论 . 


命题 8.1 设 XX,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 正 态 随 机 变量 序列 , 其 公共 分 布 
参数 为 (1,o7), 则 样本 均值 与 样本 方差 5? 相互 独立 . 又 为 正 态 随机 变 
量 , 均值 为 1., 方差 为 o?/n; (n 一 1)5?/o? 为 x? 随机 变量 , 自由 度 为 (n 一 1). 


7.9 ”期 望 的 一 般 定义 
至 此 , 我 们 只 给 出 了 离散 和 连续 随机 变量 的 期 望 的 定义 . 然而 , 有 些 随 机 变量 
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既 不 是 离散 型 的 , 也 不 是 连续 型 的 , 它们 照样 可 以 有 期 望 值 . 可 以 举 出 一 个 简单 的 
例子 . 设 X 为 伯 努 利 随机 变量 , 其 分 布 参 数 为 p = 1/2. 又 设 Y 是 一 个 [0,1] 上 的 
具有 均匀 分 布 的 随机 变量 , 又 假定 X,Y 相互 独立 . 现 定义 一 个 新 的 随机 变量 


X X=1 
W= 
Y X#1 


显然 , W 不 是 离散 的 ( 它 的 取 值 范围 为 [0,1]), 也 不 是 连续 的 (P{W = 1} = 3). 


为 了 定义 一 般 随机 变量 的 期 望 ,我们 需要 给 出 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 概念 ， 首 先 ， 
对 于 实 函数 g, 积分 几 g(z)dz 是 通过 下 式 定义 的 


, a 
/ glzjdz=limy gtzi(zi — zi1) 


i=1 
其 极限 过 程 是 这 样 定义 的 , 对 于 [a,9] 的 分 点 , a = zo < zi < …<zn=b, 当 
,ax (zi 一 2 一 0 和 7 一 oo 时 ， 求 相应 和 数 的 极限 . 


对 于 任意 一 个 分 布 函数 F(z), 非 负 函数 g(z) 在 区 间 fo, 中 上 的 斯 蒂 尔 切 斯 积 
分 是 这 样 定义 的 


b n 
/ g(z)dF(z) = lim Dg(zi)[F (zi) — F(zi-1)] 
i=1 


其 中 的 极限 过 程 与 通常 积分 定义 中 的 过 程 一 样 , 即 a = zo < zl <… < zn =b 
ax (mi 一 2 一 0 一 oo 进 - - 步 , 在 实数 轴 上 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 由 下 式 定义 


oo b 
[sar = Im { garle) 
最 后 , 对 于 一 般 的 函数 9, 定义 
i A ro gz) 20 
0 glz)<0 -9g(z) glz)<0 


gt+ 和 g- 都 是 非 负 函 数 , 称 作 9 的 正 部 和 负 部 , g(z) = g+(z) 一 9 (z). 对 于 g(z) 的 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 可 由 下 式 定义 


frarw=/ swarm-/ ~ g-(s)dF(z) 


当 />g+(z)dF(z) 和 /%g-(z)dF(z) 不 都 为 +oo 时 , /glz)dF(z) 有 定义 ,此 
时 称 为 /> g(z)dF(z) 存在 . 


车 X 为 任意 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 F, 则 X 的 期 望 由 下 式 定义 
EIX] = / ”dp (9.1) 
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可 以 证 明 , 当 X 为 离散 随机 变量 时 ， 


广 zdF(z) = Zp(z) 


z:p(z)>0 


其 中 p(z) 为 X 的 分 布 列 . 当 X 为 连续 时 


ke zdF(z) = zjf(z)dz 
其 中 f(z) 为 X 的 密度 函数 . 


读者 应 该 明白 (9.1) 式 的 直观 含义 . 考虑 近似 和 
DzilF (zi) - F(zi_)] 
i=1 


将 X 的 近似 值 ri 乘 以 X 落 入 区 间 (zi_1, zi] 的 概率 , 再 将 这 些 乘积 加 起 来 , 就 是 
X 的 期 望 的 近似 值 . 当 这 些 分 割 区 间 的 长 度 越 来 越 小 时 , 就 得 到 X 的 期 望 值 . 

利用 斯 蒂 尔 切 斯 积分 可 以 将 期 望 的 定义 变 得 简洁 , 它 抓 住 了 期 望 这 个 概念 的 本 
质 . 例如 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 可 以 将 离散 和 连续 的 两 种 情形 统一 起 来 . 在 教材 中 也 不 
必 分 离散 和 连续 两 种 情形 给 出 定理 的 证 明 . 斯 带 尔 切 斯 积分 的 性 质 也 与 通常 积分 
性 质 相同 . 本 章 中 所 有 性 质 都 能 推广 到 一 般 情况 . 


小 结 
设 X,Y 具有 联合 分 布 列 p(z,%), 则 
Elo(X,Y)] = > > glz,y)p(z,g 
y EE 
车 它们 具有 联合 密度 f(z,y), 则 
Bo r= free yaray 
车 令 g(z,y) = z+y, 可 得 
EI[X +Y] = EIX]+ E[Y] 
这 个 公式 可 推广 到 


n 


引 [> = DD EX 
i=1 i=] 
X,Y 的 协 方差 由 下 式 定义 : 
Cov(X,Y) = EI(X — EI[X)(Y ~ EIY])] = EXZ-EIXIEI 
下 面 的 恒等式 十 分 有 用 : 
Cor (DX YY) = DY cox Y) 
i=1 j=1 


1 j=1 


当 n=m,Xi= Yi=1,2,… ,n 时 , 
var( 入 xX:) = DVar(Xi) +2D DCov(Xi, X;) 
i=1 i=1 i<j 
X,Y 之 相关 系数 p(X,Y) 由 下 式 定义 : 
Cov(X,Y) 
?0 Y) = a 
车 X,Y 为 二 元 离散 随机 变量 , 则 在 Y = y 的 条 件 下 , X 的 条 件 期 望 由 下 式 给 出 ; 
EIXIY =y] = DzrP{X = zlY =y} 
如 果 是 二 元 连续 的 , 则 
BlxlY =y= /zfxv(elar 
加 中 f(z,y) 
fy(y) 
为 Y = 条 件 下 X 的 条 件 密度 . 条 件 期 望 的 性 质 与 通常 期 望 的 性 质 是 类 似 的 , 只 
是 在 计算 中 , 所 有 概率 都 是 Y =y 之 下 的 条 件 概率 . 
记 BE[X|Y] 表示 Y 的 函数 , 当 Y =y 时 , 其 值 为 E[X|Y = 世 . 关于 条 件 期 望 的 
一 个 重要 的 恒等式 为 


fxlr (zly) 十 


E[X] = ELE[XIY)] 


在 离散 情形 下 , 是 
E[X] = 5 ELXIY = ylP{Y = 分 
y 


连续 情形 下 , 是 _ 
B= 人 Br=amonay 
上 述 的 公式 可 以 用 来 计算 E[X]. 其 方法 是 先 固定 Y = y, 求 出 条 件 期 望 E[X|Y = 幼 ， 
再 对 Y 求 期 望 . 此 外 , 对 于 每 一 个 事件 4, P(4) = E[I4], 其 中 Ia 是 事件 4 的 示 
性 函数 . 我 们 也 可 以 利用 上 述 关 于 期 望 的 计算 公式 来 计算 P(4). 
XX 在 Y =y 之 下 的 条 件 方差 由 下 式 定义 : 

Var(XIY =y) = EI(X — EL[XIY =y)|lY = 
记 Var(X|Y) 表示 Y 的 函数 , 在 Y = y 处 , Var(XIY) 的 值 是 Var(X|Y = 只 . 下 面 
的 公式 称 为 条 件 方差 公式 : 

Var(X) = ElVar(X|Y)] + Var(E[X|Y]) 

设 我 们 可 观察 到 随机 变量 X 的 值 , 我 们 希望 根据 X 的 观察 值 , 预测 随机 变量 Y 的 
值 , 在 这 种 情况 下 , E[Y|X] 是 使 均 方 误差 达 最 小 的 预测 值 . 
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随机 变量 X 的 矩 母 函 数 由 下 式 定义 : 


M(t) = Betx] 
X 的 各 阶 矩 都 可 以 从 M(t) ee t= 0 处 的 值得 到 . 特别 地 ， 
EIX"] = MO 2 


和 矩 母 函数 的 两 个 重要 性 质 是 : 

(i) 随机 变量 的 矩 母 函数 唯一 地 确定 它 的 分 布 ; 

(ii) 独立 随机 变量 和 的 矩 母 函数 等 于 各 随机 变量 的 矩 母 函 数 的 乘积 . 
这 个 结果 可 使 下 列 结果 的 证 明 简化 : 独立 正 态 ( 泊 松 或 T) 随机 变量 的 和 的 分 布 仍 
然 为 正 态 ( 泊 松 或 DT) 分 布 . 

车 X1,… ,Xm 均 为 有 限 个 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 ， 则 称 


X1,… ,Xm 为 联合 正 态 ， 其 联合 分 布 由 E[Xi],Cov(Xi,Xj),ij = 1,…,m 所 
确定 . 
设 X1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 序列 , 期 望 为 / 方差 为 o?, 则 其 
样本 均值 二 
又 = 元 ed 
和 样本 方差 


相互 独立 . 样本 均值 叉 i -期望 为 必 方差 为 go2/n; (n - 1)S2/o2 是 
x? 随机 变量 , 自由 度 为 n 一 1. 


习 题 


1. 一 个 玩 游戏 者 同时 搓 一 枚 均匀 盘子 和 扔 一 枚 均匀 硬币 . 如 果 硬 币 正面 朝 上 , 他 赢得 舰 子 出 
现 点 数 的 两 倍 , 否则 赢得 般 子 点 数 的 1/2, 求 他 赢得 的 期 望 . 

2. 一 种 名 为 Clue 的 牌 戏 是 这 样 的 , 一 副 牌 中 含 三 种 牌 .第 一 种 牌 上 面 有 不 同 的 嫌疑 者 , 一 

共 6 张 ; 第 二 种 牌 上 画 有 不 同 的 武器 , 也 有 6 张 ; 第 三 种 牌 上 画 有 不 同 的 房间 , 有 9 张 . 

每 种 牌 内 抽取 一 张 , 游戏 的 目的 是 要 猜 出 被 抽出 的 3 张 牌 . 

(a) 一 共有 多 少 “ 副 ”可 能 的 牌 ? (抽出 的 3 张 称 为 1 副 ) 在 一 种 游戏 中 , 当 3 张 牌 被 选中 
以 后 , 每 个 游戏 者 又 从 剩 下 的 牌 中 随机 地 抽取 3 张 . 设 某 个 游戏 者 抽 到 的 3 张 牌 中 ， 
有 S 张 嫌疑 者 , 有 W 张 武 器 , 有 RR 张 房间 , 又 令 X 表示 当 该 游戏 者 观察 到 自己 的 
3 张 牌 以 后 , 最 早 被 抽出 的 那 3 张 牌 的 可 能 “ 副 ” 数 . 

(b) 找 出 X 与 5, WRR 的 关系 . (c) 计算 E[X]. 

一 个 游戏 由 一 局 一 局 组 成 , 各 局 的 结果 都 是 相互 独立 的 . 每 局 中 游戏 的 双方 以 相同 的 概率 

赢 或 输 一 个 单位 . 记 W 表示 某 玩家 的 净 赢 的 局 数 ， 设 某 玩 家 的 策略 是 这 样 的: 当 他 第 一 

次 赢 一 个 单位 以 后 立即 停止 游戏 . 求 (a) P{W > 0}, (b) P{W < 0}, (c) EIW]. 


加 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


. 设 X,Y 的 联合 密度 出 现 如 下 : 


1/y，0 本 
mreo={ ey 


求 (a) E[XY], (b) E[X], (¢) E[Y]. 


.县 医院 位 于 边 长 三 英里 的 一 个 正方 形 的 中 心 . 当 发 生 事故 时 , 医院 就 派出 救护 车 . 设 医院 


位 于 (0,0), 发 生 事故 地 点 为 (X,Y). 由 于 路 网 是 格子 形 的, 由 (0,0) 到 (z,y) 所 需 走 的 
路 程 为 |z| + ly|. 假定 事故 是 均匀 地 发 生 于 这 个 三 英里 边 长 的 正方 形 内 , 求 每 次 发 生 事故 
时 , 救护 车 为 到 达 出 事 地 点 所 走 的 平均 路 程 . 


， 某 人 掷 仍 子 10 次 , 计算 所 得 点 数 之 和 的 期 望 值 . 
. A、B 两 人 随机 地 , 独立 地 从 10 个 不 同 的 物件 中 选 出 3 件 , 求 下 列 随机 变量 的 期 望 


(a) 两 人 同时 选中 的 件数 . (b) A 和 B 均 不 选中 的 件数 . (c) A, B 两 人 中 只 有 一 人 选中 
的 件数 . 


， 设 有 N 个 人 参加 某 晚宴 , 当 一 个 人 到 达 以 后 , 若 他 发 现 已 到 达 的 客人 中 有 他 的 朋友 , 则 他 


坐 在 有 朋友 的 一 桌 上 , 否则 , 他 就 新 开 一 桌 , 假设 这 (> ) 对 中 , 每 一 对 都 以 概率 p 成 为 朋 
友 , 并 且 各 对 之 间 是 否 成 为 朋友 是 相互 独立 的 . 求 出 当晚 开 桌 数 的 期 望 值 . 
提示 : 记 X, = 1 表示 第 i 个 到 达 者 新 开 一 桌 , XX: = 0 表示 第 i 个 到 达 者 与 朋友 坐 在 
一 桌 . (假定 桌子 都 是 很 大 的 , 可 以 同时 坐 N 个 人 .) 

-共有 n 个 球 , 标号 1,2,.… ,n. 还 有 n 个 坛子 , 也 标号 1,2,… ,n. 假设 球 i 等 可 能 地 
被 放 进 坛子 1,2,… ,i 中 ,i 二 1,2,… ,n. 求 
(a) 空 坛子 的 期 望 数 ; (b) 每 个 坛子 都 不 空 的 概率 . 
进行 3 次 试验 , 每 次 都 有 相同 的 成 功 概率 , 记 X 为 3 次 试验 中 成 功 的 次 数 . 若 E[X] = 1.8. 
(a) P{X = 3} 的 最 大 可 能 值 是 什么 ? (b) P{X = 3} 的 最 小 可 能 值 是 什么 ? 
对 每 种 情况 构造 一 个 概率 模型 , 使 得 P{X = 3} 取得 指定 的 值 . 
提示 : 对 于 (b), 令 U 为 (0,1) 上 的 均匀 随机 变量 , 然后 , 根据 U 的 值 定义 试验 . 
考虑 n 次 独立 掷 硬币 试验 , 设 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p. 我 们 称 一 个 改变 发 生 , 如 果 这 一 
次 出 现 的 试验 结果 与 上 一 次 试验 的 结果 不 同 . 例如 , 当 n = 5 时 , 试验 结果 为 HHTHT， 
其 中 H 表示 正面 朝 上 ， 这 个 试验 结果 中 现 了 3 个 改变 . 求 出 n 次 试验 中 改变 数 的 期 
望 值 . 
提示 : 可 将 改变 数 表示 为 n 一 1 个 伯 努 利 随 机 变量 的 和 . 
n 个 男生 和 n 个 女生 随机 地 排 成 一 队 . 
(a) 求 在 队伍 中 后 面 跟着 一 个 女生 的 男生 数 的 期 望 值 . 
(b) 假定 这 些 学 生 是 随机 地 坐 在 一 张 圆桌 边 , 求 右边 坐 着 一 位 女生 的 男生 数 的 期 望 值 . 
有 1000 张 卡 片 , 上 面 写 上 编号 1 ~ 1000. 随机 地 分 送 给 1000 人 , 计算 卡片 编号 与 人 的 
年 龄 相符 的 卡片 数 的 期 望 值 . 
一 个 坛子 内 有 m 个 黑 球 , 每 次 从 坛子 内 拿 走 一 个 黑 球 并 加 进 一 个 新 球 , 这 个 新 球 以 概率 
p 为 黑 球 , 以 概率 1 一 p 为 白 球 . 继续 这 样 试验 一 直到 拿 光 所 有 的 黑 球 为 止 , 求 期 望 试 验 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


次 数 . 
注 : 这 个 模型 对 于 理解 艾滋 病 有 帮助 . 在 人 类 免疫 系统 中 有 一 类 细胞 称 为 T 细胞 . 一 共 
有 两 种 类 型 的 T 细胞 , CD4 和 CD8. 在 患 病 初 期 , 病人 的 细胞 中 的 细胞 比例 与 健康 人 
的 比例 是 相同 的 , 约 为 60% 和 40% ,但 是 病人 的 细胞 中 的 CD4 比例 一 直 在 缩小 . 现在 
的 模型 是 这 样 的 , 病毒 入 侵 以 后 , 攻击 T 细胞 , 但 是 身体 补给 系统 并 不 区 分 损失 的 细胞 是 
CD4 还 是 CD8, 它 以 0.6 比 0.4 的 比例 补给 . 当 身 体 健康 的 时 候 , 这 个 补给 比例 是 合适 
的 , 由 于 HIV 病毒 只 攻击 CD4 细胞 , 这 种 补给 方式 就 非常 危险 , 正如 本 题 模型 一 样 , 黑 
球 终 有 一 天 被 取 光 
在 例 2h 中 , 称 i 和 7 形成 一 个 配对 , 如 果 i 拿 了 j 的 帽子 , 而 j 拿 了 i 的 帽子 , 求 配对 
数 的 期 望 值 
设 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 对 固定 的 z, 令 

1 


X_12 2>z 
0 其 他 
V2r 


设 有 mn 张 牌 , 标 以 1,2,… ,m. 随机 地 排 一 次 序 , 现在 让 你 顺 次 地 对 m 张 牌 作 n 次 猜测 ， 

记 N 为 正确 猜测 数 . 

(a) 车 每 次 猜测 时 , 都 没有 以 前 猜测 的 信息 , 则 对 任何 猜测 方案 均 有 E[N] = 1. 

(b) 车 在 每 次 猜测 以 后 , 都 会 告诉 你 被 猜测 的 牌 的 号 码 . 什么 是 最 好 的 猜测 策略 ? 指出 在 
此 策略 之 下 , 有 


证 明 : E[X] = -er /2 


BM=l+a +t tis /tar=Inn 

= 

(c) 现在 假定 每 次 猜测 以 后 都 只 告诉 你 对 或 错 , 在 这 样 的 情况 下 下 面 的 策略 使 妃 [N] 达到 
最 大 值 . 凡是 告诉 你 错 , 就 坚持 原来 的 猜测 , 直到 猜 对 为 止 , 然后 再 换 一 个 猜 下 一 张 卡 
片 . 对 于 这 个 策略 指出 


BIN =1+ 击 + 机 + 二 二 se-1 

提示 : 对 于 所 有 三 个 问题 , 将 N 表示 成 示 性 随机 变量 (也 即 , 伯 努 利 随 机 变量 ) 的 和 . 

一 共有 52 张 的 扑克 牌 的 翻 牌 游戏 , 每 次 翻 一 张 , 直到 全 部 翻 完 为 止 . 若 第 一 张 翻 得 “A”， 
或 第 二 张 得 2, 或 ……, 或 第 13 张 得 “K”, 或 第 14 张 得 “A”, 等 等 , 我 们 就 称 出 现 一 个 
配对 , 求 出 现 的 配对 数 的 期 望 . 注意 在 翻 牌 游戏 中 不 分 花色 , 如 在 第 (13n + 1) 次 翻 牌 中 ， 
只 要 是 A( 不 管 什么 A 的 花色 ), 都 算 一 个 配对 . 

某 一 地 区 一 共有 r 种 昆虫, 捕 足 昆虫 时 , 每 次 捕捉 到 的 昆虫 种 类 与 前 面 的 每 次 捕捉 都 是 相 
互 独立 的 . 现 设 每 次 捉 昆虫 时 , 捉 到 第 i 种 昆虫 的 概率 为 pi,i=1,2,… ,7, to1 Pi 二 1. 
(a) 指出 第 一 次 捉 到 种 类 为 1 的 昆虫 时 , 所 捉 到 的 昆虫 数 的 期 望 值 . 

(b) 指出 第 一 次 所 到 种 类 为 1 的 昆虫 时 , 所 捉 到 昆虫 种 类 的 期 望 值 . 


注 : 记 > 种 昆虫 的 种 类 分 别 为 1,… ,7 
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20. 


21. 


22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


"27. 


“28. 


“29. 


一 个 坛子 内 有 m 个 球 , 第 i 个 球 的 重量 为 W(i),i = 1 2,… ,n， 从 坛子 中 无 放 回 地 取 
出 球 , 且 每 个 球 被 取 到 的 概率 为 其 重量 占 剩 下 的 球 的 总 重量 的 比例 . 例如 , 若 坛 中 的 球 为 
宙 ,… ,ir， 则 球 订 被 抽 到 的 概率 为 W( 二 )/ 于 K_y W(ix),j = 1,2,… ,7r. 计算 在 抽 到 1 
号 球 以 前 所 抽 球 的 个 数 的 期 望 值 . 
设 有 100 人 组 成 的 集体 , 计算 
(a) 一 年 中 刚好 有 3 个 人 在 同一 天 生日 的 天 数 的 期 望 值 ; 
(b) 100 人 中 不 同 生日 的 天 数 的 期 望 值 . 
兢 一 枚 均匀 般 子 , 求 出 全 部 6 个 点 数 至 少 出 现 一 次 所 需 掷 般 子 的 次 数 的 期 望 值 . 
1 号 坛子 含 5 个 白 球 6 个 黑 球 , 2 号 坛子 含 8 白 , 10 黑 . 从 1 号 坛子 随机 地 取出 两 个 
球 放 入 2 号 坛子 , 然后 再 从 2 号 坛子 随机 地 取出 3 个 球 , 计算 这 3 个 球 中 白 球 数 的 期 
望 值 . 
提示 : 令 Xi = 1, 如 果 1 号 坛子 内 的 第 i 号 白 球 是 最 后 选 出 的 3 个 球 中 的 一 个 , Xi = 0， 
其 他 情况 . 令 Y; = 1, 如 果 2 号 坛子 内 第 i 号 白 球 是 最 后 选 出 的 3 个 球 中 的 一 个 , Y; = 0， 
其 他 情况 . 则 最 后 选 出 的 3 个 球 中 白 球 的 个 数 为 并 ”Xi 十 开 记 下. 
一 个 瓶 中 含有 两 种 药片 , 大 的 m 片 , 小 的 n 片 . 每 天 , 病人 随机 地 从 中 选 一 片 , 如 果 选 到 
小 的 , 就 吃 下 去 , 如 果 选 到 的 是 大 的 ， 就 玫 成 两 半 , 吃 掉 一 半 , 剩 下 一 半 成 为 小 药片 ， 放 进 
瓶 内 . 
(a) 令 X 表示 拿 到 最 后 一 片 大 的 药片 并 且 将 吃 剩 的 半 片 放 回 瓶 中 以 后 , 瓶子 内 剩 下 的 小 
药片 的 数目 , 求 E[X]. 
提示 : 定义 mn + m 个 示 性 随机 变量 , 一 类 是 原来 n 个 小 药片 , 另 一 类 是 m 个 大 药片 
吃 掉 一 半 以 后 成 为 的 小 药片 , 再 利用 , 例 2m 中 的 方法 . 
(b) 记 Y 表示 病人 拿 到 最 后 一 片 大 药片 的 天 数 , 求 E[Y]. 
提示 : X 与 Y 之 间 有 什么 关系 ? 
设 Xi,X2,… 是 独立 同 分 布 的 连续 随机 变量 序列 , 记 N > 2 满足 Xl > X2 > .… > 
XN-1 < XN, 即 N 是 这 个 序列 开始 上 升 的 时 刻 . 证 明 E[N] = e. 
提示 : 首先 计算 P{N > n}. 
设 X1,X2,… ,Xn 为 独立 同 分 布 并 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 序列 , 计算 
(a) Elmax(X1,. ,Xn)]; (b) Elmin(X1,.. ,Xn)). 
一 共有 101 个 物品 放 入 10 个 盒子 , 显然 至 少 有 一 个 盒子 包含 多 于 10 个 物品 , 用 概率 方 
法 证 明 此 结果 . 
设 一 个 由 个 元 件 组 成 的 系统 , 这 n 个 元 件 排 成 一 个 圆周 . 每 一 个 元 件 有 两 种 状态 , 失效 
和 工作 . 若 这 个 n 个 元 件 组 成 的 系统 中 , 不 存在 连续 r 个 元 件 , 其 中 至 少 有 上 个 失效 , 则 
这 个 系统 正常 运行 , 这 种 系统 称 为 圆周 的 (k,7,n) 可 靠 性 系统 , k < r < n. 现在 共有 47 
个 元 件 , 其 中 8 个 失效 , 指出 不 可 能 安排 出 一 个 正常 运行 的 (3, 12, 47) 圆周 系统 
一 共有 四 种 不 同 的 优惠 券 , 前 两 种 优惠 券 组 成 一 组 , 后 两 种 优惠 券 组 成 另 一 组 (例如 前 两 
种 为 食品 优惠 券 , 后 两 种 为 服装 优惠 券 .每 得 到 一 个 新 的 优惠 券 , 它 是 第 i 种 的 概率 为 
pivi 二 1,2,3,4. 其 中 pi = pz = 1/8,ps =ma=3/8. 记 X 为 达到 下 列 目的 之 一 所 需 收 
集 的 优惠 券 数 , 并 求 E[X]. 
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30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 


36. 
37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


(a) 所 有 4 种 优惠 券 ; (b) 第 一 组 中 所 有 的 各 种 优惠 券 ; 

(c) 第 二 组 中 所 有 的 各 种 的 优惠 券 ， (d) 第 一 组 或 第 二 组 中 所 有 各 种 的 优惠 券 . 

设 X,Y 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 其 公共 期 望 为 几 方差 为 o?. 求 E[(X - Y)?]. 
计算 习题 6 中 点 数 之 和 的 方差. 

在 习题 9 中 , 计算 空 坛子 数 的 方差. 

设 E[X] = 1, Var(X) = 5, 求 (a) E[(2+X)?]; (b) Var(4+ 3X). 

10 对 夫妇 随机 地 坐 在 一 张 圆桌 上 , 记 X 为 夫妇 坐 在 相 邻 位 置 的 对 数 , 求 

(a) E[X]. (b) Var(X). 

一 副 扑 克 牌 , 一 张 一 张 翻 开 , 分 别 计算 为 出 现下 列 牌 所 需 翻 牌 数 的 期 望 值 . 

(a) 两 个 “A”; (b) 5 个 黑 桃 ， (c) 13 张 红 桃 . 

掷 一 枚 均匀 般 子 n 次 , 记 X 和 YY 分别 是 出 现 1 点 和 2 点 的 次 数 , 计算 Cov(X,Y). 
的 一 枚 均匀 般 子 两 次 , 记 X 为 两 次 出 现 的 点 数 之 和 , 记 Y 为 第 一 次 出 现 的 点 数 减 去 第 二 
次 出 现 的 点 数 的 差 , 计算 Cov(X,Y). 

设 X,Y 具有 联合 密度 函数 


fay) 2eY/r 0 和 z<oo0<sy<z 
TYy)= 
其 他 


计算 Cov(X,Y). 

设 X1,X2,… 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 其 公共 期 望 为 ,公共 方差 为 o?. 记 Y= 
Xn 十 Xn+1 + Xnt2, 求 Cov(Yn, Yn+i), j > 0. 

设 X,Y 的 联合 密度 为 


f(z,9) = Dey z>0y>0 


求 E[X], E[Y], 并 证 明 Cov(X,Y) = 1. 
鱼池 中 共有 100 条 鱼 , 其 中 30 条 为 鲤鱼 , 现 抓 住 20 条 , 求 这 20 条 中 鲤鱼 数 的 期 望 与 方 
差 . 计算 时 , 你 作 了 什么 样 的 假定 ? 
由 20 人 组 成 的 集体 , 其 中 10 人 为 男生 , 10 人 为 女生 . 他 们 随机 地 分 成 10 组 , 每 组 2 人 ， 
求 10 组 中 男女 混合 的 组 数 的 期 望 与 方差 . 若 20 人 由 10 对 夫妻 组 成 , 问 分 组 中 夫妻 组 的 
组 数 的 期 望 和 方差 . 
设 X1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 函数 为 未 知 的 连续 函数 下 (zx). 
又 设 Y,… ,Ym 也 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 其 公共 分 布 函数 为 未 知 的 连续 函数 
G(y). 现 将 这 m 十 mm 个 变量 排序 , 令 

了 人 车 n+m 个 值 中 第 i 个 最 小 的 值 来 自 xX 

” 【oo 其 他 
RR= 寺中 mi 让 称 为 样本 X 的 秩 和 , 它 是 检验 FF 与 G 是 否 相同 的 标准 统计 量 . (这 种 检验 
称 为 威 尔 科 克 森 (Wilcoxon) 秩 和 检验 ), 当 RR 不 是 很 大 也 不 是 很 小 时 , 接受 假设 P= G. 
现在 在 F = G 的 假定 下 , 计算 RR 的 期 望 和 方差- 
提示 : 利用 例 3e 的 结果 . 
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45. 


46. 


47, 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


。 有 两 种 生产 工艺 生产 某 种 产品 , 由 工艺 i 生产 的 产品 的 质量 的 分 布 为 连续 分 布 Fi,i = 1 2. 


现 设 利用 工艺 1 生产 n 件 产品 , 工艺 2 生产 m 件 产品 , 令 
-ff 车 第 j 个 最 好 产品 来 自 于 工艺 1 


” 【2 其 他 

Xi，……,Xn+tm 中 有 nn 个 1, m 个 2. 记 R 表示 “1” 的 游程 的 个 数 , 例如 , mn = 5,m = 
2,XX =1,2,1,1,1,1,2, 则 R==2. 在 所 = FF 的 假定 之 下 , R 的 期 望 和 方差 是 什么 ? (如 
果 两 种 工艺 生产 的 产品 质量 完全 一 致 , 则 玉 = Fy.) 
设 Xi Xa, Xs, Xa 是 两 两 不 相关 的 随机 变量 序列 , 具有 均值 0 和 方差 1. 计算 下 列 各 对 
随机 变量 的 相关 系数 : (a) Xi + X2 和 X2 + Xasi (b) Xi + X2 和 Xs 十 Xa. 
在 赌场 中 有 这 样 的 游戏 : 赌 徒 1 和 财 徒 2 先 轮流 据 两 枚 盘子 , 然后 庄家 也 摔 两 枚 般 子 . 若 
赌 徒 i 的 点 数 和 严格 地 大 于 庄家 的 点 数 和 , 则 财 徒 i 赢 , 令 

了 [者 周 徒 让 襄 

” 【0 着 周 徒 i 输 
指出 五, 1 为 正 相关 的 , 解释 这 个 结果 的 原因 . 
考虑 有 nt 个 节点 1,2,.… ,n 的 一 个 图 , 假设 2) 对 节点 中 的 每 一 对 节点 独立 地 以 概率 p 


连 上 一 条 边 而 相互 联结 . 对 于 每 一 个 节点 i, 它 所 联结 的 点 的 个 数 D; 称 为 该 点 的 阶 . 

(a) Ds 的 分 布 是 什么 ?”(b) 计算 相关 系数 p(Di, D;). 

连续 地 掷 一 枚 均匀 般 子 , 记 X 和 Y 分 别 为 得 到 6 点 和 5 点 所 需 掷 的 次 数 , 求 

(a) EI[X];: (b) BEIXIY =1]; (c) EIXIY = 引 . 

在 一 个 盒子 里 有 两 枚 不 均匀 的 硬币 , 在 抛掷 硬币 时 正面 朝 上 的 概率 分 别 为 0.4 和 0.7. 现 
在 从 中 随机 地 取 一 枚 硬币 , 连续 抛 丘 10 次 . 已 知 前 3 次 抛掷 硬币 时 , 有 2 次 正面 朝 上 ， 
问 10 次 抛 丘 后 , 正面 朝 上 的 次 数 的 条 件 期 望 是 多 少 ? 

设 X,Y 的 联合 密度 为 


er-z/ye-y 


f(z,y) = 0<z<oo,0<y< oo 

计算 EI[X?|Y = yj]. 

X,Y 的 联合 密度 为 

fo- 守 0<z<y0<3y<oo 

计算 E[Y3|Y = yy]. 

设 一 个 班 由 > 个 不 相交 的 小 组 组 成 ， 记 Pi 为 第 i 个 小 组 占 班 上 总 人 数 的 比例 ,i = 
1,2,… ,7 车 第 i 个 小 组 的 成 员 的 平均 体重 为 wii = 1,2,… ,r， 问 全 班 成 员 的 平均 
体重 是 多 少 ? 


一 囚犯 发 现 三 个 暗道 , 从 第 一 个 道 出 去 经 过 2 天 会 回 到 原 地 , 从 第 二 个 暗道 出 去 经 过 4 天 
会 回 到 原 地 , 从 第 三 个 暗道 经 过 一 天 会 走出 监狱 . 假定 该 犯人 总 是 按 0.5, 0.3 和 0.2 的 概 
率 选择 暗道 , 问 他 逃 出 监狱 所 需 的 平均 天 数 . 
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54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


第 7 章 期 望 的 性 质 


考虑 一 个 掷 般 子 游戏 , 每 次 掷 一 对 般 子 ， 如果 点 数 和 为 7 游戏 结束 , 赢得 为 0. 如 果 点 数 

和 不 是 7, 那么 可 作 两 种 选择 , 你 可 以 将 点 数 和 作为 赢得 而 停止 游戏 , 或 者 重新 开始 游戏 . 

对 每 一 个 ,i = 2,… ,12, 可 以 制定 一 个 游戏 策略 , 当 掷 得 点 数 和 不 等 于 7, 但 这 个 数 小 于 

i 时 , 选择 重新 开始 游戏 . 只 有 当 点 数 和 > i 时 才 停 止 游戏 , 求 此 时 的 期 望 赢得 .i 为 何 值 

时 , 能 获得 最 大 的 期 望 赢得 ? 

提示 : 记 X 为 采用 策略 i 时 的 赢得 . 将 首次 搁 般 子 所 得 的 点 数 和 作为 条 件 , 求 X 的 条 

件 期 望 . 

10 个 猎人 在 等 着 野鸭 飞 过 天 空 , 当 野 鸭 飞 过 时 ， 猫 人 们 随机 地 选中 一 个 目标 , 同时 射击 . 

假定 猎人 们 随机 地 选择 目标 ， 且 他 们 之 间 相互 独立 , 各 自 以 0.6 的 概率 击 中 目标 , 又 假定 

飞 过 的 野鸭 数 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 其 参数 为 = 6. 求 被 击 中 的 鸭子 数目 的 期 望 值 . ( 泊 松 

随机 变量 取 0 值 的 情况 不 予 考虑 .) 

设 某 大 楼 共有 N 层 , 在 1 层 有 n 个 人 进入 电梯 , n 是 泊 松 随机 变量 , 其 分 布 参数 为 和 = 10. 

设 对 于 每 一 个 人 , 其 目的 地 是 相互 独立 的 ,并且 是 等 可 能 地 进入 每 一 楼 层 . 求 该 电梯 在 2 

层 以 上 平均 停 多 少 次 才能 将 乘客 送 到 他 们 各 自 的 楼 层 . 

设 某 工厂 每 周平 均 发 生 5 次 事故 , 在 每 次 事故 中 受伤 的 平均 人 数 为 2.5. 并 且 假设 各 次 事 

故 中 受伤 人 数 是 相互 独立 的 , 计算 一 周 内 受伤 的 工人 数 的 期 望 值 . 

设 抛掷 硬币 时 ， 正 面 朝 上 的 概率 为 p, 不 断 地 抛 撕 硬 币 , 直到 正面 和 反面 都 曾 出 现 为 止 . 

求 : (a) 抛 挪 硬币 次 数 的 期 望 ; (b) 最 后 一 次 出 现 正面 朝 上 的 概率 . 

一 共有 n+ 1 个 人 参加 游戏 , 每 个 人 以 概率 p 取胜 , 且 各 人 的 输赢 是 相互 独立 的 , 所 有 胜 

者 均 分 一 个 单位 的 奖金 (例如 , 若 有 4 个 人 赢 , 则 每 个 人 得 到 1/4 , 如果 没有 人 赢 , 则 无 人 

得 奖 ). 设 A 为 某 参加 者 , X 代表 A 所 得 的 奖励 . 

(a) 计算 游戏 者 所 获得 的 总 奖励 的 期 望 值 。 (b) 指出 E[X] = [1 一 (1 一 p)”™™]/(n + 

(c) 以 A 是 否 赢 作为 条 件 , 计算 E[X]. 并 证 明 
n+1 

El(1+B)-1]= i 
其 中 B 为 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p). 

m 十 2 个 人 玩 游戏 , 每 一 个 人 拿 出 一 元 钱 放 在 一 起 以 便 开始 游戏 . 连续 抛掷 一 枚 均匀 硬币 

n 次 , 其 中 n 为 奇数 , 并 记录 每 次 抛掷 结果 . 在 抛 括 硬 币 之 前 , 参加 游戏 的 每 一 个 人 , 必 

须 写 下 一 个 他 对 每 次 抛掷 结果 的 猜测 , 例如 , 当 n = 3 时 , 游戏 参加 者 写 下 (HHT) 表示 

他 预测 第 一 次 会 出 现 正面 朝 上 , 第 二 次 正面 朝 上 , 第 三 次 出 现 反面 朝 上 . 当真 正 的 ”次 抛 

掷 结果 出 来 以 后 , 每 个 人 核对 n 次 抛 丘 结 果 和 他 的 猜测 结果 , 计算 他 正确 猜测 的 次 数 . 例 

如 , 若 实际 抛 搓 结 果 为 (HHH) 而 他 的 猜测 为 (HHT), 此 时 , 他 正确 猜测 数 为 2 作为 对 

猜测 者 的 奖励, 将 m + 2 元 钱 平均 分 配给 那些 正确 猜测 数 最 多 的 人 . 由 于 抛 括 一 个 硬币 

出 现 HH 或 工 的 概率 是 相同 的 , 而 各 次 抛掷 又 相互 独立 , 因此 其 中 m 个 参加 者 决定 随机 

地 预测 , 特别 地 , 他 们 在 事先 可 以 自己 抛掷 一 枚 硬币 n 次 , 将 所 得 的 结果 作为 猜测 . 然而 ， 

另外 两 个 人 决定 合伙 , 其 中 一 个 人 与 前 面 m 个 人 的 做 法 完全 一 样 ， 另 一 个 人 预测 刚好 其 

合伙 人 相反 的 结果 . 例如 , 若 一 个 人 预测 为 (HHT), 则 另 一 个 人 的 预测 为 (TTH). 

(a) 指出 两 个 合伙 人 中 至 少 有 一 个 人 的 正确 猜测 数 大 于 n/2(n 为 奇数 ). 
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61. 


62. 


63. 


65. 


66. 


(b) 记 X 为 不 参加 合伙 的 m 个 人 中 正确 猜测 数 超过 n/2 的 人 数 . X 的 分 布 是 什么 ? 
(c) 设 X 如 (b) 中 所 定义 , 指出 


合伙 人 所得 钱 数 ] = (m+2)E[ 却 二 ] 
(d) 利用 习题 59(c) , 指出 


[合伙 人 所 得 钱 数 | = 2 四 十 [: "| 


并 具体 计算 当 m = 1,2,3 时 的 值 . 由 于 可 以 证 明 
2(m+2) i 
m+1 | = 全 ] 2 

这 说 明 合伙 策略 可 以 得 到 更 多 的 期 望 收 入 . 
设 X1,X2,… 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 其 公共 分 布 为 F. 设 N 为 与 它们 独立 的 随机 变 
量 , 具有 几何 分 布 , 参数 为 p, 令 M = max(X1,… ,XN) 
(a) 求 P{M < z}( 以 N 作为 条 件 , 利用 条 件 期 望 进行 计算 ); (b) 求 P{M < z|N = 1}; 
(c) 求 P{M < zIN > 1}; (d) 利用 (b), (c) 再 导出 (a). 


令 内 ,Uz,，… 为 一 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,其 公共 分 布 为 (0, 1) 上 均 分 布 . 在 例 5i 
中 我 们 已 经 指出 对 于 0 < z < 1, B[N(z)] = er, 其 中 


N(z) = min 人 : Yo > z}. 
扣 


此 处 给 出 这 一 结论 的 另 一 证 法 
(a) 利用 对 n 归纳 法 , 指出 对 0<z<1 和 一 切 n>0 
P{N(z)>n+1} = i 
提示 : 首先 以 Ui 为 条 件 , 然后 利用 归纳 假设 . 
(b) 利用 (a) 证 明 E[N(z)] = e. 
一 个 坛子 里 含 30 个 球 , 其 中 10 个 红 球 , 8 个 蓝 球 , 从 坛子 里 随机 地 取出 12 个 球 , 记 XX 
为 红 球 数 , Y 为 蓝 球 数 , 求 Cov(X,Y). 
(a) 定义 适当 的 示 性 (也 即 伯 努 利 ) 随机 变量 Xi, Xi, 使 得 X = 玫 12， Xi,Y = ?1 
(b) 利用 条 件 期 望 的 方法 求 E[XY]. (以 X = z 作为 条 件 或 以 Y = vy 作为 条 件 .) 


. 设 某 箱子 有 两 种 灯泡 , 第 i 种 灯 炮 的 寿命 的 均值 为 ,标准 差 为 ci,i = 1,2. 现 从 箱 中 随 


机 地 抽取 一 灯 炮 , 抽 到 第 1 种 的 概率 为 p, 抽 到 第 2 种 的 概率 为 1 - p. 记 抽 出 的 灯泡 寿 
命 为 X, 求 (a) E[X]; (b) Var(X). 

已 知 气候 良好 时 一 年 冬季 风暴 次 数 是 均值 为 3 的 泊 松 随机 变量 , 而 气候 恶劣 的 年 头 冬季 
风暴 个 数 的 是 均值 为 5 的 泊 松 随机 变量 . 若 下 一 个 年 头 气候 好 的 概率 为 0.4, 不 好 的 概率 
为 0.6. 求 出 下 一 个 冬季 的 风暴 数 的 期 望 值 和 方差 . 

在 例 5c 中 , 计算 矿工 到 达 安 全 地 点 所 需 时 间 的 方差 . 
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67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


设 有 一 赌 徒 , 他 在 每 次 赌博 中 , 赢 和 输 的 概率 分 别 为 p 和 1 一 p. 当 p > 1/2 时 , 有 一 种 
Kelly 策略 , 就 是 总 用 现 有 财产 的 2p 一 1 倍 作 赌 注 . 试 计算 从 他 的 初始 财产 > 算 起 , 利用 
Kelly 策略 , 经 过 n 次 赌博 以 后 的 期 望 财产 . 

一 个 人 在 一 年 中 事故 的 次 数 为 泊 松 随机 变量 ,参数 为 , 但 是 事故 的 发 生 次 数 随 人 而 变 . 
设 人 群 中 有 60% 的 人 的 参数 为 和 二 2, 另 有 40% 的 人 的 参数 为 和 = 3. 现 从 中 随机 地 找 
一 人 , 他 在 一 年 中 (a) 有 0 个 事故 (b) 有 3 个 事故 的 概率 是 多 少 ? 若 已 知 他 上 一 年 没有 
事故 , 下 一 年 有 3 个 事故 的 概率 有 多 大 ? 

在 习题 68 中 , 设 参数 和 本 身 为 一 随机 变量 , 人 群 中 参数 入 < z 的 比例 为 1 - e *, 重复 
该 问题 的 计算 . 

设 一 坛子 中 有 很 多 硬币 , 假定 抛掷 硬币 时 正面 朝 上 的 概率 为 p, 而 p 的 值 与 拿 到 的 硬币 有 
关 . 由 于 从 坛子 中 随机 地 取 一 硬币 , p 也 可 以 看 成 随机 变量 , 并 且 假 定 p 的 值 在 [0, 1] 上 
均匀 分 布 . 现在 从 坛子 中 随机 地 取 一 硬币 , 连续 抛掷 两 次 , 计算 下 列 事件 的 概率 : 

(a) 第 一 次 抛掷 正面 朝 上 ; ”(b) 两 次 均 为 正面 朝 上 . 

假定 在 习题 70 中 , 抛 撕 硬 币 n 次 . 记 X 为 正面 朝 上 出 现 的 次 数 . 证 明 


PIX = = Pe 


提示 , 利用 公式 


本 -1 一 DI!0 一 1D)1! 
/= 1 2) dr= 


其 中 a,b 为 正 整数 . 

设 在 问题 70 中 , 随机 的 取出 一 枚 硬币 ， 并 连续 抛掷 , 直到 出 现 正面 朝 上 为 止 . 记 N 为 抛 
掷 次 数 , 计算 (a) P{N > i),i> 0; (b) P{N = 守 ji (c) EIN]. 

在 例 6b 中 , 令 5 代表 发 送 的 信号 , R 代表 接收 的 信号 . 

(a) 计算 E[RJ， (b) 计算 Var(X)， (c) R 是 否 为 正 态 随机 变量 ? (d) 计算 Cov(R, 5). 
在 例 6c 中 , 假定 X 的 分 布 为 (0,1) 上 均匀 分 布 . 并 假定 (0, 1) 区 间 的 离散 化 由 ao = 
0,a1 = 1/2,aa = 1 所 确定 . 找 出 最 优 的 离散 化 随机 变量 Y, 并 计算 相应 的 E[(X 一 了 站 、 
设 X 和 YY 的 矩 母 函 数 分 别 为 Mx(t) = expf2e: 一 2} 和 My(t) = (4e' 二 "车 XX 和 
Y 相互 独立 , 计算 (a) P{X +Y = 2}; (b) P{XY = 0}; (c) ELXY]? 

设 某 人 掷 两 次 侦 子 ， 记 X 为 第 一 次 得 到 的 点 数 , Y 为 两 次 的 点 数 之 和 . 计算 X 和 了 的 
联合 矩 母 函数 . 

设 X,Y 的 联合 密度 为 


a 
1 - 霹 BB 0<y<oo-oo<z<oo 


(a) 计算 X,Y 的 联合 矩 母 函 数 ， (b) 分 别 计算 X 和 Y 的 矩 母 函 数 . 

两 个 信封 里 各 有 一 张 支票 ， 你 随便 打开 一 个 信封 , 看 到 了 支票 上 的 钱 数 ， 此 时 ,， 你 可 以 有 
两 种 选择 , 或 者 接受 这 张 支票 , 或 者 接受 另 一 个 信封 内 的 支票 ,你 该 怎么 办 ? 是 否 可 以 找 
到 一 种 办 法 , 比 接受 第 一 张 支票 更 好 ? 

记 4, B 为 两 张 指标 的 面值 , 4 < B, 若 随机 地 选 一 张 并 接受 它 , 你 的 期 望 收入 为 (A+B)/2. 
考虑 下 面 的 第 二 种 策略 : 令 F(z) 为 严格 上 升 并 且 连 续 的 分 布 函数 , 设 第 一 张 支票 的 面值 
为 z, 然后 以 F(z) 的 概率 接受 , 以 1 一 下 (z) 的 概率 改变 为 接受 另 一 张 支票 . 
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(a) 证 明 , 如 果 使 用 第 二 种 策略 , 其 期 望 收入 将 大 于 (4 + B)/2. 
提示 : 以 第 一 张 支票 的 面值 为 4 或 B 作为 条 件 . 
现在 考虑 另 一 个 z 一 策略 , 其 中 z 为 固定 的 值 , 若 第 一 张 支票 的 面值 大 于 z, 则 接受 ， 
否则 接受 另 一 个 信封 的 支票 . 

(b) 证 明 , 对 于 任何 z 值 , 在 z-- 策略 之 下 , 你 所 得 到 的 期 望 收入 至 少 是 (4 + B)/2 , 特 
别 地 , 当 z 在 A, B 之 间 的 时 候 , 你 所 得 到 的 期 望 面值 大 于 (4 + B)/2. 

(ec) 记 X 为 (-o0,o0) 上 的 连续 随机 变量 , 且 P{4 < X < B} > 0. 考虑 如 下 的 策略 ， 
产生 一 个 X 的 值 z, 然后 利用 (b) 中 的 z- 策略 , 证 明 你 所 得 到 的 期 望 收入 大 于 
(A+B)/2. 

设 X,Y 为 连续 的 两 个 星期 的 销售 量 (以 1000 元 为 单位 ), 已 知 (X,Y) 具有 二 元 正 态 分 

布 , 其 公共 期 望 40, 公共 标准 差 为 6, 相关 系数 为 0.6. 

(a) 求 出 两 星期 总 销售 额 超过 90 的 概率 . 

(b) 若 相关 系数 由 0.6 减 为 0.2, 你 认为 (a) 中 的 概率 会 增加 还 是 减少 ? 说 明 你 的 理由 . 

(c) 相关 系数 为 0.2 时 重复 (a) 的 计算 . 


理论 习题 


1, 证 明 E[(X - oa)?] 在 a = E[X] 时 达到 最 小 . 


. 设 X 为 连续 随机 变量 , 密度 函数 为 f, 证 明 E[|X -al] 在 a 等 于 FF 的 中 位 数 时 达到 最 


小 值 . 
提示 : 注意 

BIX -ol= [le -alf(e)dz 
将 积分 区 域 分 为 两 部 分 = < a 和 z > a, 然后 求 微 商 . 


,在 下 列 情况 下 证 明 命题 2.1: 


(a) (X,Y) 具有 联合 分 布 列 ; 
(b) (X,Y) 具有 联合 概率 密度 并 且 函 数 g(z,y) > 0 对 一 切 z,y 成 立 . 


. 设 X 具有 有 限期 望 4 和 方差 o?, 记 g(-) 为 二 次 可 微 函 数 , 证 明 


EloOO] ~ glp) + 9" 


提示 : 将 g(-) 在 4 处 展开 , 利用 前 三 项 , 忽略 余 项 . 


(wo? 


。 设 A1, 4A2,… , An 为 任意 事件 , 定义 Ck = {A4; 中 至 少 k 个 事件 发 生 }, 证 明 


PC) = 入 Ph 
Ct 

提示 : 记 X 为 4 中 发 生 的 事件 数 , 指出 等 式 两 边 均 为 E[X]. 
E[D Xx] = > EL 


i=1 i=1 


其 中 X; 为 非 负 随机 变量 , 由 于 积分 是 和 的 极限 , 我 们 希望 下 式 


.注意 到 , 在 文中 有 等 式 
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10. 


11. 


12. 


5[ / X(bdll = / ~ ElX(ijat 
对 所 有 非 负 随机 变量 X(t),0 < t < oo 成 立 . 此 式 确实 成 立 , 利用 此 结论 给 出 
ElX] = / ™ p{X > tdt 
上 
的 另 一 证 明 (其 中 X 为 非 负 随机 变量 ) 
提示 : 对 一 切 上 > 0, 定义 
人 t<X 
X(t) = 


0 t>xXx 
然后 利用 公式 X = 全 X(t)dt. 


. X 称 为 随机 地 大 于 Y( 记 作 X >s:Y), 如 果 对 所 有 t,， 有 下 式 成 立 


P{X>t}>P{Y >t} 
指出 在 下 列 两 种 情况 下 , 若 X >seY, 则 E[X] > E[Y]. 
(a) X,Y 为 非 负 随机 变量 (b) X,Y 为 任意 随机 变量 . 


提示 : 记 
X=X+—X- 
其 中 
人 X>0 人 X>0 
0 X<0 -X X<0 


类 似 地 , 将 Y 写成 Y+ 一 Y-, 然后 利用 (a). 


指出 X >seY 成 立 的 充 要 条 件 是 下 式 


Elf(X)] > ELf(Y)] 
对 所 有 增 函 数 f 成 立 . 


提示 : 由 X >。eY 推导 EE[f(X)] > 已 [f(Y)], 只 需 指出 f(X) >es f(Y) 然后 利用 理论 习 


题 7, 证 明 逆 命题 只 需 定义 适当 的 增 函 数 f. 


为 上 的 个 数 的 期 望 值 , 1 < k < n. 
设 X1,X2,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 正 随 机 变量 , 计算 


5[E)/E) er 


考虑 m 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 可 有 r 个 不 同 的 结果 , 其 相应 的 概率 为 Pi, P2,…… 
记 X 表示 在 n 次 试验 中 从 未 出 现 的 结果 的 个 数 , 计算 EB[X], 并 且 指出 在 Pi, 忆 ,…… 


的 所 有 可 能 取 值 中 , 当 P = 1/7,i = 1,… ,7 时 , E[X] 达到 极 小 值 . 
设 Xi, X2,.… 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , Xa 的 分 布 列 为 
P{Xn =0} = P{Xn =2} = S n>1 
随机 变量 X = > Xn/3” 的 分 布 称 为 康 托 分 布 . 求 E[X] 和 Var(X). 


. 设 有 一 硬币 , 在 抛掷 时 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现在 抛 据 n 次 , 计算 正面 朝 上 的 游程 的 长 度 


Ns 
JP. 
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13. 


14. 


15. 


"16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


设 X1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 连续 随机 变量 序列 , 我 们 称 在 j 时 打破 记录 , 若 X; > Xi， 
对 一 切 1 < i< j 成 立 . 证 明 : 

(a) [打破 记录 数 ] = 学 ?11/j; 《b) Var( 打 破 记录 数 ) = ?1(j 一 1)/7?. 

在 例 2i 中 , 记 X 为 集 齐 一 套 优惠 券 所 需 收 集 的 优惠 券 张 数 . 证 明 


Var(X)= bb [en 


当 N 充分 大 时 , 这 个 数 近似 于 N2r2/6( 即 Var(X)/(N2r2/6) 一 1,N 一 oo). 

设 有 n 次 独立 试验 , 第 i 次 成 功 的 概率 为 P.. 

(a) 计算 成 功 次 数 的 期 望 值 , 并 记 为 p. 

(b) 对 固定 的 py 值 , 选择 尸 ,… , Ps 的 值 使 成 功 次 数 的 方差 达 极 大 . 

(c) 什么 样 的 选择 使 方差 达 极 小 ? 

设 5 = {1,2,… ,n} 为 一 个 集合 , 集合 中 的 任 一 元 素 可 以 被 涂 成 红色 或 蓝 色 . 又 设 A1,… , A" 
为 5 的 r 个 子 集 . 指出 , 存在 一 种 涂 颜 色 的 方法 , 使 得 4:,… , A 中 具有 相同 颜色 元 素 
的 子 集 数 不 会 超过 并 7 (1/2)144l-!, 其 中 |4i| 表示 集合 4 中 元 素 的 个 数 ， 

设 X1,X2 相互 独立 , 具有 公共 的 期 望 值 J. 设 Var(X1) = co?, Var(X2) = 03. 由 于 /未 
知 , 我 们 希望 以 Xi, Xa 的 加 权 平均 作为 js 的 估计 , 即 以 和 Xi + (1 一 和)X2 作为 4 的 估 
计 . 什么 样 的 A 值 使 估计 的 方差 达 最 小 ? 解释 所 得 结果 的 合理 性 . 

在 例 4f 中 , 我 们 在 求 多 项 随机 变量 N; 和 Ni 的 协 方差 (-mPiP) 时 , 将 N; 和 Ni 表示 
成 示 性 随机 变量 之 和 . 这 个 结果 也 可 从 下 式 得 到 : 


Var(Ni + Nj) = Var(Ni) + Var(Nj) + 2Cov(NiN;) 


(a) Ni + Ni 的 分 布 是 什么 ? (b) 利用 上 面 的 等 式 , 证 明 Cov(Ni, N;) = 一 mPiP;. 
如 果 X 和 Y 同 分 布 , 但 不 一 定 独立 , 证 明 


Cov(X+Y,X—Y)=0 


条 件 协 方差 公式 (conditional covariance formula). 对 于 给 定 Z, X 和 Y 的 条 件 协 方差 由 
下 式 定义 
Cov(X,Y|2) = E[(X 一 BEXI2)GY — ELY|2))| 有 a 
(a) 证 明 
Cov(X,Y|2) = EI[XY|2] — E[XIZ]EIY|2] 
(b) 证 明 条 件 协 方差 公式 


Cov(X,Y) = E[Cov(X,Y|2)] + Cov(E[X|2), ELY|2]) 


(e) 在 (b) 中 令 X = Y, 就 可 得 到 条 件 方差 公式 . 
令 Xa(i = 1,2,… ,n) 为 (0,1) 上 均匀 随机 变量 Xi,… ,Xn 的 n 个 次 序 统计 量 , X(i) 
的 密度 为 


nl! 


fo) = Dn! 
(a) 计算 Var(X0)),i 二 1,… ,n. (b) 找 出 使 得 Var(X(;)) 达 最 小 和 最 大 值 的 i 的 值 


rill-2)": 0<z<l 
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22. 


23. 


24. 


25. 


31. 


32. 
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设 了 = a+bX, 证 明 
+1 b>0 


| 
-1 b<0 


设 2 为 标准 正 态 随机 变量 , Y = a + 52 + c2?, 证 明 
b 


"DD- mT 


证 明 柯 西 一 施 瓦 效 不 等 式 , 即 
(ELXY])? < ELX?]E[Y’] 
提示 : 当 Y = tX 对 某 一 上 成 立时 , 上 式 等 号 成 立 . 其 他 情况 下 ， 
0< El(tX +Y)’] = 已 X2?]t2 +2E[XY]t+ EIY’] 
因此 , 关于 t 的 二 次 方程 
E[X*]t* +2E[XY]t + ElY’] =0 


的 根 为 复数 , 故 其 判别 式 为 负 值 . 
设 X,Y 相互 独立 , 在 下 列 两 种 情形 下 , 证 明 


E[XIY =y]= 已 X] ”对 一 切 y 成 立 
(a) 离散 情形 ; (b) 连续 情形 . 


.证明 Elg(X)Y|X] = g(X)E[Y|X]. 
. 证 明 : 车 E[Y|X = z] = E[Y] 对 一 切 z 成 立 , 则 X,Y 不 相关 . 同时 , 给 出 一 个 反例 , 说 


明道 命题 不 真 . 
提示 : 证 明 并 利用 公式 EB[XY] = E[XE[Y|X]]. 


,证明 Cov(X, E[Y|X]) = Cov(X,Y). 
， 设 XX1，… ,Xn 为 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 , 求 


EIXi|X1 + .+ Xn = 7] 


.考虑 关于 多 项 分 布 的 例 4f, 利用 条 件 期 望 计算 忆 [NiNNj], 再 利用 此 公式 验证 关于 Cov(NiN;) 


的 公式 . 
设 在 坛子 中 , 原 有 b 个 黑 球 和 w 个 白 球 , 每 一 步 放 入 r 个 黑 球 然后 再 随机 的 拿 出 7 个 球 ， 
指出 , 经 过 上 步 以 后 


I 白 球 数 | = (7) 
令 I4 为 事件 4 的 示 性 变量 , 即 
-{ 1， 4 在 试验 中 发 生 
0， 4 在 试验 中 不 发 生 
对 于 任意 随机 变量 X, 证 明 公式 


ELXIA] 


ElXI4 = -和 
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33. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


设 掷 一 枚 硬币 , 其 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现在 连续 折 硬 币 , 直到 连续 出 现 ” 次 正面 朝 上 为 
止 , 求 掷 硬币 次 数 的 期 望 值 . 

提示 : 记 第 一 次 出 现 反面 朝 上 的 时 刻 为 T. 在 了 = + 的 条 件 下 , 求 掷 硬币 次 数 的 期 望 , 得 
到 方程 ” 


E[X] = 江 EIXIT =#]:P{T=t}+rp" 


t=1 


=(1 -本 并 pit+ E[X]) + rp 


然后 解 出 E[X]. 


. 理论 习题 33 的 另 一 种 解法 . 记 TY 表示 出 现 连 续 r 个 正面 朝 上 所 需 的 据 硬 币 次 数 . 


(a) 求 BITIT-i] (b) 将 EE(T;) 表示 成 E[T;-1] 的 函数 
(oj EIT] 是 多 少 ? (d) 已 IT] 是 多 少 ? 
设 X 为 取 非 负 整数 值 的 离散 型 随机 变量 ， 其 分 布 列 为 P{X = j} = pi,7 > 0, 它 的 概率 
乱 母 函数 由 下 式 定义 : 六 

ds) = Els*] = Dpss’ 

3 
设 Y 具有 几何 分 布 , 参数 p = 1 一 s, 其 中 se (0,1). 又 设 Y 与 X 相互 独立 . 指出 
$s)= P{X <Y} 

设 某 坛 子 内 有 a 个 白 球 , 5 个 黑 球 . 一 次 从 坛子 内 随机 取出 一 个 球 , 直至 坛子 中 的 球 变 成 
同一 颜色 . 记 M。。 表示 试验 结束 时 坛子 中 的 球 的 个 数 的 期 望 值 . 导出 一 个 递 推 公式 , 并 
且 当 a= 3,5b= 5 时 求 出 Mo. 
一 个 坛子 里 有 a 个 白 球 , b 个 黑 球 . 从 坛子 里 随机 地 取出 一 个 球 , 如 果 这 个 球 是 白 球 , 就 
放 回 坛子 , 如 果 是 黑 球 , 就 放 入 一 个 白 球 作为 替换 , 记 Mn 表示 经 过 n 次 取 球 以 后 坛子 里 
的 白 球 数 的 期 望 值 . 
(a) 导出 下 面 的 递 推 公式 

Mnt1 = (1- a5) +1 
(b) 利用 (a) 证 明 ee 

Mn =a+b-b(1— zfs) 
(c) 第 m + 1 次 从 坛子 里 取出 一 个 白 球 的 概率 是 多 少 ? 
设 Y,X1, Xz 为 随机 变量 . 基于 Xi, X2 的 Y 的 最 优 线性 预测 是 使 


EI[(Y — (a+ bX1 + cXaz))9] 


达到 最 小 的 a 十 bX1 + cX2. 求 最 优 线性 预测 中 的 系数 ab c. 
Y 的 基于 X 的 最 优 二 次 预测 a 十 bX 十 cX? 是 使 


E[(Y 一 (ae+bX+cX2))] 
达到 最 小 的 二 次 三 项 式 a + 5X + cX?. 求 最 优 二 次 预测 中 的 系数 a,b,c 的 值 . 


@ 此 方程 与 原文 稍 有 不 同 . 


译 者 注 
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40. 
41. 


42. 


43. 


44. 


利用 条 件 方差 公式 确定 参数 为 p 的 几何 随机 变量 X 的 方差 . 
设 X 为 正 态 随机 变量 ， 其 参数 上 = 0,o? = 1, 令 了 为 与 X 相互 独立 的 随机 变量 ， 
P{I=1} = 二 = P{T= 0}. Y 由 下 式 定义 : 


xX 了 =1 
Y= 
-XxX I=0 


即 Y 以 相同 的 可 能 等 于 X 或 一 XX. 
(a) X,Y 是 否 相互 独立 ? (b) I,Y 是 否 相互 独立 ? 
(c) 指出 Y 的 分 布 为 标准 正 态 分 布 。 (d) 指出 Cov(X,Y) = 0. 
设 Y 的 依赖 于 X 的 最 优 线 性 预测 为 lu + p 红 (X 一 pz), 则 由 命题 6.1 可 知 , 若 
E[YIX] = a+bX 
则 网 
0=p -Pp b=pa 
(为 什么 ?) 请 直接 证 明 此 结论 . 
对 于 随机 变量 X 和 2Z, 证 明 
El((X —Y)"] = ELX’] — E[Y’] 
其 中 Y = E[X|2]. 
考虑 一 个 总 体 , 总 体 中 的 每 一 个 个 体 都 能 产生 后 代 . 假定 总 体 中 的 每 一 个 个 体 ， 当 它 的 生 
命 结束 的 时 候 , 具有 j 个 子 代 的 概率 为 忆 ,j > 0, 子 代 的 个 数 与 别 的 个 体 的 子 代 个 数 独 
立 . 现 设 最 早 的 个 体 的 个 数 Xo 称 为 第 0 代 的 大 小 . 第 0 代 个 体 的 子 代称 为 第 1 代 个 体 ， 
记 第 1 代 个 体 总 数 为 Xi, 依 此 类 推 , 可 得 到 第 n 代 个 体 总 和 为 Xn, 记 p = 20jP;， 
o 一 开 2 00 一 入? 记 ,它们 分 别 表 示 一 个 个 体 的 子 代 的 个 数 的 期 望 和 方差 ， 现 假定 Xo = 
1, 即 第 0 代 个 体 只 有 一 个 . 
(a) 指出 E[Xn] = BE[Xn-i] (b) 利用 (a), 证 明 E[Xn] = p". 
(c) 指出 Var(Xn) = o2p" ?+PVar(Xn-1). 
(d) 利用 (c), 证 明 


Var(Xn) = 人 ($3) x#1 
ne 


刚才 介绍 的 模型 称 为 分 枝 过 程 . 分 枝 过 程 的 一 个 重要 问题 是 总 体 灭绝 的 概率 , 记 xt 表 
示 由 一 个 个 体 出 发 , 其 总 体 灭绝 的 概率 , 即 


二 P{ 总 体 灭绝 /Xo = 1}. 
(e) 证 明 : x 满足 PE 
t= > Pm 


i=0 
提示 : 以 第 1 代 的 个 体 数 作 条 件 , 求 出 灭绝 的 条 件 概率 - 
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45. 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 
51. 


52. 
53. 


54. 
55. 


验证 表 7.2 中 均匀 分 布 的 矩 母 函数 的 公式 ,同时 用 求 微 商 方法 求 出 相应 随机 变量 的 期 望 
和 方差 . 


对 于 标准 正 态 随 机 变量 Z, 令 jn = E[2"], 指出 
0 n 为 奇数 
bn = 


提示 : 将 2 的 矩 母 函数 在 0 处 展 成 泰勒 级 数 : 
让 #2, = (t2/2)i 
a 
设 X 是 一 个 正 态 随 机 变量 , 其 参数 为 (1,o?). 利用 理论 习题 46 证 明 


tw (DB) 0%)! 
ElX"]= 》 i 


地 
其 中 ，[n/2] 表示 n/2 的 整数 部 分 . 在 n = 1,2 的 情况 下 , 通过 直接 计算 验证 本 题 的 
公式 . 
设 Y =aX 十 b, 其 中 a,b 为 常数 . 将 Y 的 矩 母 函数 用 X 的 矩 母 函数 表达 出 来 . 
取 正 值 的 随机 变量 X 称 为 对 数 正 态 随机 变量 , 参数 为 (0 c?). 如 果 In X 的 分 布 为 正 态 ， 
期 望 为 心 方差 为 o>. 利用 正 态 矩 母 函数 找 出 对 数 正 态 随机 变量 的 期 望 和 方差 . 
设 X 的 矩 母 函数 为 M(t), 定义 更 (t) = ln M(t). 证 明 W(t)|e=o = Var(X). 
利用 表 7.2, 求 出 于 ,Xs 的 分 布 , 其 中 Xi 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 其 公共 分 布 为 指 
数 分 布 , 期 望 为 1/ 入 . 
从 X,Y 的 联合 矩 母 函数 求 出 Cov(X,Y). 
设 X1,… ,Xn 具有 多 元 正 态 分 布 . 指出 X1,… , Xn 相互 独立 的 充 要 条 件 是 

Cov(Xi, Xi) = 0,i#j 
设 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 计算 Cov(2, 2”). 


设 Y 具有 正 态 分 布 , 其 均值 为 几 方差 为 o?. 假设 Y = y 的 条 件 下 X 的 分 布 为 正 态 分 

布 , 期 望 为 y, 方差 为 1. 

(a) 指出 (X,Y) 的 联合 分 布 与 (Y + 2Z,Y) 的 联合 分 布 相同 , 其 中 2 与 Y 相互 独立 , 且 
具有 标准 正 态 分 布 . 

(b) 利用 (a), 证 明 (X,Y) 具有 二 元 正 态 分 布 . (c) 求 E[X], Var(X), Corr(X,Y). 

(d) 求 BIYIX =z]，(e)Y 在 X=z 之 下 的 条 件 分 布 是 什么 ? 


自 检 习题 


. 设 由 m 个 名 称 组 成 的 列表 , 在 列表 上 同一 名 称 可 出 现 好 几 次 . 记 n(i) 表示 在 第 i 个 位 置 


上 的 名 称 在 表 上 出 现 的 次 数 i 二 1,… ,m, 用 d 表示 列表 上 不 同名 称 的 个 数 . 


350 


第 7 章 期 望 的 性 质 


(a) 将 d 表 成 m,n(i),i = 1 ,m 的 函数 . 令 U 为 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 令 
大 = [ImU]+1I. 

(b) X 的 分 布 列 是 什么 ? 

(c) 指出 EIm/n(X)] = a. 


. 设 坛 子 里 有 n 个 白 球 , m 个 黑 球 , 随机 地 从 坛子 中 将 球 一 个 一 个 地 取出 . 数 一 数 取出 一 


个 黑 球 后 紧 接 着 取出 一 个 白 球 的 次 数 , 并 求 其 期 望 值 . 


10 对 夫妇 被 安排 在 5 张 餐桌 上 , 每 张 餐桌 上 有 4 个 座位 . 


(a) 如 果 座 位 是 完全 随机 地 安排 的 , 求 坐 在 同一 张 餐桌 的 夫妇 的 对 数 的 期 望 值 . 
(b) 如 果 随机 地 挑选 2 个 男人 , 2 个 女人 坐 在 一 张 桌 子 上 , 求 坐 在 同一 桌 的 夫妇 的 对 数 的 
期 望 值 . 


， 设 连续 搓 一 枚 般 子 , 一 直到 6 个 面 都 出 现 为 止 . 求 点 数 “1” 出 现 次 数 的 期 望 值 . 


5. 设 有 一 副 牌 , 由 n 张 红 牌 和 n 张 黑 牌 组 成 . 将 牌 洗 好 以 后 , 顺 次 地 一 张 一 张 翻 开 , 当 翻 出 


10. 


11. 


一 张 红 牌 并 且 此 时 已 翻 开 的 红牌 数 比 黑 牌 数 多 时 , 你 赢得 1 个 单位 .( 例 如 , 若 n = 2, 翻 
牌 结果 是 rbrb, 则 此 时 你 总 共 赢 得 2 个 单位 ) 求 你 赢得 的 单位 数 的 期 望 值 . 


. 设 A1, A2，,… ,An 为 n 个 事件 , 记 N 为 这 些 事件 的 发 生 数 ,7 为 一 随机 变量 ， 


rl! 如 果 所 有 事件 都 发 生 
0 其 他 


证 明 下 面 的 Bonferroni 不 等 式 : 


MM: 


P(4….4n) > 2 P(A) -(n-1) 


1 


提示 : 首先 证 明 N <m 一 1 十 工 


。 设 从 {1,2,… ,n} 中 随机 地 取 个 数 . 记 X 为 其 中 最 小 的 数 , 将 X 解释 为 服从 负 超 几 


何 分 布 的 随机 变量 , 然后 求 E[X] 的 值 . 


.一 架 飞机 载 着 个 家 庭 着 陆 ， 有 n; 家 带 有 j 件 行李 ， 沁 mn; = r， 当 飞机 着 陆 以 后 ， 


N = 并 jn 件 行李 按 随机 的 顺序 一 件 一 件 的 取出 来 - 一 旦 一 个 家 庭 收 齐 了 他 们 的 行李 就 


立刻 离开 机 场 ， 现 设 又 切 斯 一 家 有 j 件 行李 , 求 在 桑切斯 一 家 之 后 离开 机 场 的 家 庭 数 的 
期 望 值 . 


“9. 在 半径 为 1 的 圆周 上 , 放 上 19 件 器 材 . 指出 无 论 怎么 安放 这 19 个 器 材 , 都 至 少 存在 一 


段 长 度 为 1 的 弧 , 其 上 至 少 包含 4 个 器 件 . 
设 X 是 泊 松 随机 变量 , 均值 为 . 指出 , 若 和 不 是 太 小 , 有 下 式 成 立 : 


Var(VX) ~ 0.25 


提示 : 利用 理论 习题 4 中 的 结果 去 近似 [VI]. 
设 在 自 检 习 题 3 中 20 个 人 安排 了 7 张 桌子 , 其 中 3 张 桌子 上 有 4 个 位 子 , 4 张 桌子 上 有 
2 个 位 子 . 如 果 20 个 人 是 随机 地 举 , 求 坐 在 同一 桌 的 夫妇 对 数 的 期 望 值 . 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


设 员工 1,… ,n, 被 招聘 到 某 公司 , 他 们 是 这 样 被 招聘 进来 的 , 由 第 1 个 人 开 公司 , 将 2 招 
聘 进来 之 后 , 1 和 2 就 竞争 着 招聘 3. 当 3 被 招聘 进来 以 后 , 1, 2, 3 就 竞争 着 招聘 4. 假定 
当 1,… ,i 竞争 着 招聘 ;+ 1 时 , 这 i 个 人 中 每 一 个 人 能 招聘 到 i 十 1 的 概率 是 相等 的 . 
(a) 求 1,2,… ,n 中 没有 招聘 到 其 他 人 的 人 数 的 期 望 值 . 

(b) 求 出 没有 招聘 到 其 他 人 的 人 数 的 方差 . 对 于 n = 5, 求 出 它 的 值 . 

9 个 人 组 成 一 个 篮球 队 , 其 中 2 个 中 锋 , 3 个 前 锋 , 4 个 后 卫 . 现 将 9 个 人 随机 地 分 成 3 
组 . 一 组 称 为 完全 的 , 如 果 这 个 组 含有 一 个 中 锋 , 一 个 前 锋 , 一 个 后 卫 . 求 完全 组 个 数 的 
(a) 期 望 值 。 (b) 方差 . 

从 一 副 52 张 的 扑克 牌 中 随机 地 抽出 13 张 , 分 别 记 X 和 Y 为 “A” 的 张 数 和 黑 桃 的 张 
数 . 

(a) 指出 X,Y 不 相关 (b) 它们 独立 吗 ? 

设 在 箱子 内 有 一 批 硬币 , 每 一 个 硬币 有 一 个 p 值 , 当 抛掷 这 枚 硬币 时 ,正面 朝 上 的 概率 为 
p, 当 从 箱子 内 取出 一 硬币 时 , 硬币 的 p 值 是 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 . 现在 , 设 硬币 已 经 取 
出 , 在 抛 丘 以 前 , 你 必须 猜 一 下 抛掷 结果 , 猜 对 了 会 赢 一 个 单位 , 反之 会 输 一 个 单位 

(a) 车 不 告诉 你 p 的 值 , 你 的 期 望 所 得 是 多 少 ? 

(b) 车 在 猜测 以 前 , 你 可 以 调查 得 到 p 的 值 , 你 应 该 作 怎 样 的 猜测 ? 

(c) 计算 (b) 中 你 的 期 望 所 得 . 

在 自 检 习 题 1 中 , 我 们 指出 可 以 利用 (0, 1) 上 的 均匀 随机 变量 (通常 称 随机 数 ), 得 到 一 个 
随机 变量 , 且 其 均值 刚好 等 于 列表 上 不 同名 称 的 个 数 . 但 是 , 那里 的 方法 要 求 选择 一 个 随 
机 的 位 置 , 并 且 确 定 该 位 置 上 的 名 称 在 列表 上 出 现 的 次 数 , 现在 提供 另 一 个 方法 , 这 个 方 
法 在 名 称 重复 次 数 较 多 时 较为 有 效 . 其 方法 如 下 : 首先 像 习 题 1 中 那样 选 定 一 个 随机 变 
量 X, 然后 确认 在 位 置 X 上 的 名 称 , 再 从 列表 的 开头 开始 检查 , 直到 这 个 名 称 出 现 为 止 . 
如 果 这 个 名 称 出 现在 X 的 前 面 , 则 定义 工 = 0, 否则 定义 了 = 1, 证 明 Elml] = d. 

提示 : 利用 条 件 期 望 计算 EE[. 

一 共有 m 个 物件 , 顺 次 放 入 个 房间 , 每 一 个 物件 放 在 房间 j 的 概率 为 pj,j = 1,2,.… ,n. 
当 某 一 物件 放 入 一 非 空 的 房间 , (该 房间 已 经 被 别 的 物体 占据 着 ) 时 , 则 称 为 出 现 一 个 碰撞 
求 碰撞 数 的 期 望 值 . 

设 n 个 1 和 m 个 0 随机 地 排 成 一 列 , 令 X 表示 这 个 排列 的 第 一 个 游程 的 长 度 .( 既 可 以 
是 “1” 的 游程 , 也 可 以 是 “0” 的 游程 . 例如 , 00101, 此 时 X = 2.) 求 E[X]. 

盒子 H 内 有 n 个 物件 , 盒子 T 内 有 m 个 物件 . 有 一 硬币 ， 抛 丘 时 以 概率 p 正面 朝 上 ， 
以 概率 1 一 p 反面 朝 上 . 当 正 面 朝 上 时 , 从 盒子 H 中 取 走 一 个 物件 , 当 反面 朝 上 时 ， 从 盒 
子 T 中 取 走 一 个 物体 . 当 有 一 个 盒子 为 空 的 时 候 , 例如 , H 为 空 的 时 候 , 而 硬币 此 时 又 是 
正面 朝 上 , 只 好 不 拿 物件 . 而 继续 下 一 次 掷 硬币 , 这 个 过 程 一 直 继续 到 两 个 盒子 全 空 为 止 、 
求 在 两 个 盒子 全 空 时 , 所 掷 硬币 次 数 的 期 望 值 . 

提示 : 以 前 n” + m 次 抛 搓 的 正面 朝 上 数 为 条 件 . 

设 X 为 非 负 随 机 变量 , 其 分 布 函数 为 F(z). 记 F(z) = 1 一 F(z). 证 明 : 


EDxn] = 大 z"-1F(z)dz 
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1 


22. 


23. 


24. 


25. 


提示 : 利用 
x oo 
x"=n/ ar dz=n 人 am-LTx(z)dz 
其 中 
wa- < 
0 其 他 
设 a1,.… ,an 不 全 为 0, 并” ，as = 0, 指出 存在 一 个 排列 ii ,i 使 得 


n 
Dasn <0 


气 
提示 : 利用 概率 化 方法 .( 很 有 意思 的 是 , 可 以 不 存在 排列 , 使 得 连续 两 项 的 乘积 之 和 为 正 ， 
例如 n= 3,al = aa = 一 1,as = 2, 此 时 , 对 所 有 排列 , 其 相应 的 连续 两 项 的 乘积 和 均 小 于 
或 等 于 0.) 
设 Xi(i = 1,2,3) 为 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 , 均值 分 别 为 (i = 1,2,3). 令 X = 
Xi 二 X2,Y = X2 + Xa, (X,Y) 称 为 具有 二 维 泊 松 分 布 的 随机 向 量 . 求 : 
(a) EE[X] 和 ElY]; (b) Cov(X,Y); (c) (X,Y) 的 联合 分 布 列 P{X = iY = 让). 
令 (Xi, 了),i = 1,2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 向 量 序列 , 即 (Xi, Yi) 与 (Xz,Y2) 相互 独立 
且 同 分 布 , 等 等 . 虽然 ,Xi, XY; 不 独立 , 但 Xi, ,i 关 j 却 相互 独立 , 令 

bs = E[Xi], pw = E[Yi],o2 = Var(Xi),0? = Var(¥i),p = Corr( Xe 2%) 


求 Corr(Diy Xi D7 3) 

从 一 副 52 张 牌 内 抽取 3 张 牌 (无 放 回 ), 记 X 表示 选中 的 “A” 的 张 数 . 

(a) 求 E[X| 黑 桃 “A” 已 选中 ]， (b) 求 EB[X| 至 少 一 张 “A” 已 选中 ]. 

记 下 为 标准 正 态 分 布 函 数 , X 为 正 态 随 机 变量 , 其 均值 为 /., 方差 o? = 1. 我 们 要 计算 
E[ 串 (X)]. 为 此 , 令 2 为 标准 正 态 随 机 变量 , 且 与 X 相互 独立 , 令 


I 1 Z<X 
0 2>Xx 


(a) 指出 BITIX = z] = 更 (z)， (b) 指出 EI[®(X)] = P{Z < X}. (oc) 指出 EI8(X)] = 
亚 (w/v 引 . 
提示 (c): X 一 2 的 分 布 是 什么 ? 
这 个 题目 源 自 统计 学 . 我 们 将 观察 随机 变量 X, X 的 分 布 为 正 态 分 布 , 期 望 为 几 方差 为 
1, 我 们 希望 检验 假设 上 > 0. 显然 , 当 X 充分 小 的 时 候 , 拒绝 上 > 0 这 个 假设 . 若 X = z， 
则 这 个 假设 的 p 值 定 义 为 上 = 0 的 假定 之 下 随机 事件 {X < z} 的 概率 ( 当 p 值 小 的 时 
候 , 说 明 原来 的 假设 可 能 是 假 的 ). 由 于 当 j = 0 时 , X 具有 标准 正 态 分 布 . 因此 , p 值 为 
sz). 当 /为 真 值 时 , p 值 的 平均 值 为 下 ( - 先 ). 
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26. 


27. 


28. 


29. 


设 有 一 硬币 , 抛 撕 时 以 p 的 概率 正面 朝 上 . 现在 设 连 续 抛 闫 这 枚 硬币 , 直到 出 现 了 ”次 正 
面 朝 上 或 者 m 次 反面 朝 上 为 止 , 求 抛掷 硬币 次 数 的 期 望 值 . 

提示 : 设想 , 当 达 到 目的 以 后 , 还 继续 掷 硬币 . 令 X 表示 为 得 到 n 次 正面 朝 上 所 需 的 撕 硬 
币 次 数 , Y 表示 为 得 到 m 次 反面 朝 上 所 需 的 掷 硬币 次 数 . 注意 max(X,Y)+min(X,Y) = 
X +Y. 为 计算 EE[max(X,Y)], 首先 计算 在 头 mn 十 mm 一 1 次 掷 硬币 中 正面 朝 上 次 数 固定 
的 条 件 下 max(X,Y) 的 条 件 期 望 . 

设 有 一 副 牌 共有 n 张 , 一 个 洗 牌 的 程序 是 这 样 的 : 每 次 随机 地 抽出 一 张 牌 放 在 最 上 面 . 抽 
出 一 张 牌 称 为 新 牌 , 指 的 是 抽出 的 一 张 牌 是 以 前 从 没有 抽 到 过 的 牌 . 这 个 洗 牌 过 程 一 直到 
抽出 n 一 1 张 新 牌 就 停止. 这 样 的 过 程 可 以 使 n! 种 排列 次 序 以 相同 的 概率 出 现 . 求 出 这 
个 洗 牌 过 程 的 抽 牌 次 数 的 期 望 值 . 

设 有 一 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p. 当 第 一 次 试验 成 功 或 者 一 直到 n 次 都 未 成 功 
则 试验 停止 . 求 出 试验 次 数 的 平均 值 . 

提示 : 利用 公式 E[X] = 学 >, P{X > 让 , 其 中 X 为 非 负 整 数值 随机 变量 

设 X,Y 均 为 贝 努 利 随机 变量 . 指出 X,Y 相互 独立 的 充 要 条 件 为 


Cov(X,Y) = 0. 


, 广义 配对 问题 是 如 下 叙述 的 . 一 共有 m 个 妇女 , 其 中 有 ni 个 妇女 戴 的 帽子 的 大 小 编号 为 


证 部"_ini = 现在 有 mn 顶 帐 子 , 大 小 编号 为 ;的 帽子 有 h; 顶 , 学 7_ hi = n. 现在 每 
人 随机 地 取 一 项 帽子 (无 放 回 ). 找 出 拿 到 自己 大 小 编号 的 帽子 的 人 数 的 期 望 数 ， 
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8.1 引 


在 概率 论 中 , 最 重要 的 理论 结果 是 极限 定理 . 极限 定理 中 最 重要 的 是 大 数 定律 
和 中 心 极 限定 理 . 通常 , 当 随 机 变量 序列 的 平均 值 在 某 种 条 件 下 收敛 到 某 期 望 值 的 


时 候 , 就 是 大 数 定律 . 另 一 方面 , 当 大 量 随机 变量 之 和 的 分 布 在 某 种 条 件 下 逼近 于 
正 态 分 布 时 , 就 称 为 中 心 极限 定理 . 


8.2 切 比 雪夫 不 等 式 及 弱 大 数 律 
我 们 开始 介绍 马尔 可 夫 不 等 式 


命题 2.1 (马尔 可 夫 不 等 式 ) 设 X 为 取 非 负 值 的 随机 变量 , 则 对 于 任何 常 
数 a>0, 有 


PIX 20) < 2 


证 明 : 对 于 a>0 令 


_J1l Xa 
0 其 他 
由 于 X > 0, 我 们 有 用 
T< 亏 
两 边 求 期 望 , 得 和 
已 四 < EIX] 
上 式 说 明 E[X]/a > BE[1] = P{X > a}, 即 命题 结论 成 立 . 品 
作为 推论 , 可 得 下 列 命题 . 


命题 2.2 ( 切 比 雪夫 不 等 式 ) 设 X 是 一 随机 变量 , 期 望 ,方差 o?, 则 对 任 
何 大 > 0, 有 


2 
Oo 
P{IX -HH> 和 及 < 急 


证 明 : 由 于 (X 一 儿 )? 为 非 负 随机 变量 , 利用 马尔 可 夫 不 等 式 , 得 


P(X -1 > 8) < BFA (2.1) 
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由 于 (X 一 由 2 > 尼 与 | 一 川 > 大 是 等 价 的 , 因此 
PX -中 > 月 < 了- 

马尔 可 夫 不 等 式 和 切 比 雪夫 不 等 式 的 重要 性 在 于 : 当 我 们 只 知道 随机 变量 的 
期 望 ,或 期 望 和 方差 都 知道 时 ,可 以 导出 概率 的 上 界 .当然 , 我 们 知道 概率 分 布 时 ， 
就 可 以 直接 计算 概率 的 值 而 不 必 计 算 概率 的 上 界 . 

例 2a 某 工 厂 在 一 周 内 生产 的 产品 的 件数 为 随机 变量 , 假定 已 知 这 个 随机 变 
量 的 期 望 值 为 50. 

(a) 本 周 内 产品 超过 57 件 的 概率 有 多 大 ? 

(b) 如 果 我 们 进一步 知道 每 周 产量 的 方差 为 25, 那么 本 周 产量 在 40 到 60 之 间 
的 概率 有 多 大 ? 

解 : 记 X 为 本 周 的 产量 . 

(a) 由 过 去 的 经 验 只 知道 X 的 期 望 为 / = 50, 而 不 知道 X 的 分 布 . 因此 , 我 
们 不 能 计算 相应 的 概率 值 , 只 能 利用 不 等 式 计算 出 相应 概率 的 界 . 利用 马尔 可 夫 不 
等 式 , 得 


口 


BEIX] 50 2 
< = 二 =< 
PIX>75}< ~ = 而 =3 


(b) 基于 与 (a) 一 样 的 原因 , 我 们 利用 切 比 雪 夫 不 等 式 


PIIX-50210)< =1 
7 10 4 


1 3 
pe 
P{IX—50|<10} >1-4=7 


故 本 周 内 的 产品 在 40 到 60 之 间 的 概率 至 少 为 0.75. a 


由 于 切 比 雪夫 不 等 式 适用 于 所 有 的 分 布 , 因此 , 不 能 指望 所 得 的 概率 的 界 与 真 
实 的 概率 很 接近 . 下 面 看 一 个 例子 . 


例 2b 设 X 为 (0,10) 上 具有 均匀 分 布 的 随机 变量 , 已 知 B[X] = 5, Var(X) = 
25/3. 利用 切 比 雪夫 不 等 式 可 得 


P{IX-5l>4}< 
而 实际 上 , 这 个 概率 为 


25 
3x16~02 


P{IX -5|>4)}=0.20 


由 上 式 看 出 , 我 们 只 能 利用 切 比 雪夫 不 等 式 找到 概率 的 界 , 但 不 能 用 来 估计 概率 值 
本 身 . 
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类 似 地 , 设 X 具有 正 态 分 布 , 期 望 为 / 方差 为 nz, 利用 切 比 雪夫 不 等 式 得 到 
P{IX -n>20} <} 


X 


而 实际 概率 为 
P{IX- 川 > 2c} = P{| | > 2} =2[1 — ®(2)] ~ 0.0456 


两 者 相差 很 远 . 


切 比 雪 夫 不 等 式 的 主要 用 途 是 证 明理 论 结果 , 例如 命题 2.3, 但 是 最 重要 的 是 
证 明 大 数 定律 . 


命题 2.3 若 Var(X) =0, 则 P{X = E[X]} = 1. 也 即 是 说 , 一 个 随机 变量 
的 方差 为 0 的 充 要 条 件 是 这 个 随机 变量 以 概率 为 1 地 等 于 常数 . 


证 明 : 利用 切 比 雪 夫 不 等 式 , 对 任何 m>1 
P{IX -n> 2} =0 


令 n 一 00, 得 
ome 
结论 得 到 证 明 . 口 


定理 2.1( 弱 大 数 律 ) 设 Xi, X2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公 
共 期 望 E[X] = 4 为 有 限 , 则 对 任何 e > 0， 
P{| 
n 


- 川 >ej -0 n=00 


证 明 : 我 们 只 在 Var(Xi) = o? 为 有 限 的 情形 下 证 明 此 定理 . 此 时 


i PF 2 
s+ + = Var (+ 全 ) = 


n n 


利用 切 比 雪夫 不 等 式 , 得 


02 

P { > = < 7 
由 上 式 看 出 , 定理 显然 成 立 . 口 
弱 大 数 律 最 早 是 由 詹 姆 士 . 伯 努 利 证 明 的 . 他 证 明 的 大 数 律 是 一 种 特殊 情况 ， 
其 中 X 只 取 0 或 1, 即 X 为 伯 努 利 随机 变量 . 他 对 该 定理 的 陈述 和 证 明 见于 他 的 
一 本 书 《 推 测 术 》, 这 本 书 出 版 于 1713 年 , 是 在 詹 姆 士 ， 伯 努 利 去 世 后 8 年 , 由 他 
的 同 为 数学 家 的 侄子 尼古拉斯 . 伯 努 利 整理 出 版 . 要 知道 , 当时 切 比 雪夫 不 等 式 还 


X1+ + Xn 
n 


—j 
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不 为 人 知 , 伯 努 利 必须 借助 十 分 灵巧 的 方法 证 明 其 结果 . 定理 2.1 是 独立 同 分 布 序 
列 的 大 数 律 的 最 一 般 形式 , 它 由 前 苏联 数学 家 辛 钦 所 证 明 . 
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中 心 极限 定理 是 概率 论 中 最 著名 的 结果 之 一 , 用 粗略 的 语言 来 说 , 大 量 的 独立 
随机 变量 之 和 的 分 布 近似 地 为 正 态 分 布 . 因此 , 中 心 极限 定理 为 计算 独立 随机 变量 
和 的 有 关 概 率 提供 了 理论 依据 , 同时 也 解释 了 现实 世界 中 许多 实际 的 总 体 的 分 布 的 
频率 曲线 呈现 钟 形 曲线 ( 即 正 态 的 ) 的 原因 . 

下 面倒 述 的 是 最 简单 的 中 心 极 限定 理 . 


定理 3.1 (中 心 极限 定理 ) 设 X1,X2,… 为 独立 同 分 布 序列 , 其 公共 分 布 
的 期 望 为 方差 为 o?. 则 随机 变量 
XI 十 … 十 大 mn 一 了 HL 
ovVn 
的 分 布 当 n 一 co 时 趋向 于 标准 正 态 分 布 . 即 对 任何 ae (-co,co)， 


XI 十 … 十 Xn 一 mA } 1 ££ x2/2 
了 一 0 一 天 e dz 即 一 oo 
{ ovn Di 7 


证 明 的 关键 之 处 是 下 面 的 一 条 引 理 , 由 于 证 明 涉及 太 多 数学 上 的 细节 , 我 们 只 
给 出 陈述 . 


引 理 3.1 设 如,22,… 为 一 随机 变量 序列 , 其 分 布 函数 为 Fz, 相应 的 矩 
母 函 数 为 Mz,,n > 1. 又 设 2 的 分 布 为 Fz, 矩 母 函数 为 Mz, 若 Mz,(t) 一 
Mz(t) 对 一 切 t 成 立 , 则 Fz, (t) 一 Fz(t) 对 Fz(t) 所 有 的 连续 点 成 立 . 


车 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 则 M(t) = ef/?, 利用 引 理 3.1 可 知 , 车 Mz, (t) 一 
ef/2,n 一 00, 则 Fz, (t) 一 更 (bn 一 oo. 

现在 证 明 中 心 极限 定理 . 

中 心 极限 定理 的 证 明 : 首先 , 假定 上 = 0, o? = 1, 我 们 只 在 X; 的 矩 母 函数 
M(t) 存在 且 有 限 的 假定 之 下 证 明定 理 . 现在 , Xi/v5 的 矩 母 函数 为 


ze{ 呈 让 =-w( 谢 ) 
由 此 可 知 , 沁 Xs/ Va 的 矩 母 函数 为 | (去)] 如 


L(t) =In M(t) 
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对 于 L(t), 我 们 有 
Z(0) =0 ZO= 关 由 =1=0 
wn0) = MOM”O) -bo _ 三 
1L"(0)= Ex = EX]=1 


要 证 明定 理 , 由 引 理 3.1, 我 们 必须 证 明 [M(t/V)]" 一 ef/?,n 一 oo. 或 等 价 地 , nL 
(VD = /2,n 一 oo. 

下 面 的 一 系列 等 式 说 明 这 个 极限 式 成 立 . 
nD/V = -全 和 利用 将 必 达 法 则 


| [| = [- CD 利用 洛 必 达 法 则 


noo noo0 


二 让 nt NH] 
-二 [P( 刘 -9 


这 样 , 在 = 0,c = 1 的 情况 下 , 定理 得 以 证 明 . 对 于 一 般 情况 , 只 需 考虑 标准 化 随 
机 变量 序列 , X? = (Xi 一 由 /c, 由 于 E[X?] = 0, Var(X?) = 1, 将 已 证 得 的 结果 应 用 
于 序列 X?, 便 可 得 一 般 情况 的 结论 . 口 

注释 ”虽然 定理 3.1 只 说 对 每 一 个 常数 a, 有 

P(t + < o) — (a) 

事实 上 , 这 个 收敛 是 对 a 一 致 的 . [我 们 说 函数 f(a) 一 f(a),n 一 co 对 a 一 致 ,是 
说 对 任何 。 > 0, 存在 N, 使 得 当 n > N 时 , 不 等 式 |fn(a) - f(a)| < < 对 所 有 的 a 
都 成 立 . ] 中 


第 一 个 中 心 极限 定理 是 由 棣 莫 弗 在 1733 年 左右 给 出 证 明 的 . 他 的 证 明 限于 Xi 
为 伯 努 利 随 机 变量 , 并 且 p = 1/2. 后 来 , 拉 普 拉 斯 将 这 个 结果 推广 到 一 般 的 p 的 情 
况 . 由 于 二 项 随机 变量 可 以 看 作 独 立 同 分 布 的 伯 努 利 随机 变量 之 和 , 因此 , 此 处 得 
到 的 中 心 极限 定理 为 第 5 章 4.1 节 关 于 二 项 分 布 的 正 态 逼近 提供 了 理论 依据 . 拉 普 
拉 斯 也 发 现 了 中 心 极限 定理 的 更 一 般 的 形式 , 但 他 的 证 明 不 严格 , 事实 上 , 沿用 他 
的 方法 也 不 可 能 严格 化 . 真正 严格 的 证 明 是 由 俄国 数学 家 李 雅 普 洛 夫 在 1901~1902 
年 间 给 出 的 . 


网 站 上 有 一 个 中 心 极限 定理 的 模块 演示 及 计算 结果 , 该 模块 将 n 个 独立 同 分 
布 随机 变量 之 和 的 密度 (分 布 列 ) 演示 出 来 . 每 个 随机 变量 只 取 0,1,2,3,4 共 5 个 
值 , 当 输 入 分 布 列 以 及 参数 n 以 后 , 就 可 以 显示 它们 的 和 的 分 布 列 的 形状 . 图 8.1 
显示 了 (a) n=5, (b) n=10,(c) n=25 和 (d)n=100 的 计算 结果 . 
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图 8.1(a) n=5 图 8.1(b) n=10 


图 8.1(c) n=25 图 8.1(d) n=100 


例 3a 一 个 天 文学 家 要 测量 遥远 的 恒星 到 地 球 之 间 的 距离 (单位 : 光 年 ). 天 
文学 家 知道 , 由 于 大 气 条 件 以 及 仪器 误差 , 每 次 测量 都 不 会 得 到 距离 的 准确 值 , 而 
只 是 一 个 估计 值 . 因此 , 天 文学 家 只 得 进行 一 系列 测量 , 用 这 些 测量 值 的 平均 值 作 
为 距离 真 值 的 估计 值 . 若 天 文学 家 认为 各 次 测量 值 是 独立 同 分 布 的 各 随机 变量 的 
观察 值 , 随机 变量 的 公共 分 布 的 期 望 值 为 d( 距 离 的 真 值 ), 公共 方差 为 o? = 4, 那么 ， 
要 重复 测量 多 少 次 才能 达到 土 0.5 光 年 的 精度 ? 

解 : 设 观察 次 数 为 n, X1,… , Xn 为 n 次 测量 值 , 由 中 心 极 限定 理 知 随机 变量 


Xnd 
t=1 


Zn= py 


有 具有 近似 标准 正 态 分 布 . 因此 
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P{-os < to Xi-dg 05}= P{-os 浆 < Zn <o5} 
(1 
如 果 天 文学 家 希望 以 95% 的 把 握 保证 估计 值 与 真 值 之 差 在 0.5 光 年 以 内 , 他 
应 作 n* 次 以 上 重复 测量 , n* 满足 
28(>) 
由 第 5 章 的 表 5.1 得 


=1.96 或 m=(7.84)2 = 61.47 


由 于 n* 不 是 整数 , 因此 他 应 作 62 次 重复 观测 . 


前 面 的 分 析 中 有 一 假定 ， 正 态 逼 近 是 好 的 近似 尽管 n = 62 在 通常 情形 下 ， 
2 与 标准 正 态 分 布 已 经 很 靠近 , 但 是 2 与 标准 正 态 分 布 逼近 程度 还 依赖 于 X; 的 
分 布 . 车 天 文学 家 对 于 正 态 逼 近 还 没有 把 握 , 他 可 以 利用 切 比 雪夫 不 等 式 . 由 于 


人 3- 


i=1 


-1=0.95 或 s(E) =0.975 


由 切 比 雪夫 不 等 式 知 
一 d >ojj* 和 4 


nx 
-{ > nn n(0.5)2? nn 
令 16/n = 0.05, 得 n= 320, 此 时 , 他 可 以 以 95% 的 把 握 保证 其 估计 精度 在 0.5 
年 以 内 . 
例 3b 已 知 某 心理 学 课 上 注册 的 学 生 数 是 一 个 泊 松 随机 变量 ， 其 期 衣 人 为 
100， 任课 教授 决定 如 果 注 册 人 数 为 120 人 或 更 多 时 , 他 将 采取 分 班 授课 的 形式 ， 
否则 就 一 个 班 上 课 . 该 教授 采用 分 班 授课 的 概率 有 多 大 ? 


解 : 这 个 概率 的 精确 解 为 。10 并? 20 QO， 这 个 数 并 没有 给 出 这 个 概率 有 
多 大 的 概念 . 然而 , 均值 为 100 的 泊 松 随机 变量 可 以 看 成 100 个 均值 为 1 的 独立 同 
分 布 的 泊 松 随机 变量 之 和 , 由 此 , 可 以 利用 中 心 极限 定理 得 到 近似 解 . 记 X 为 注册 


的 学 生 数 
P{X>120} = P{X >119.5} ”连续 性 修正 
X—100 、119.5— 100 
此 处 , 我 们 在 应 用 中 心 极限 定理 时 , 利用 了 泊 松 分 布 的 期 望 和 方差 相等 这 一 事实 . m 
例 3c 设 一 共 撕 10 枚 均匀 的 仍 子 , 找 出 点 数 之 和 在 30 和 40 之 间 的 概率 的 近 


} ~ 1— (1.95) ~ 0.0256 


8.3 中心 极 限定 理 。 361 


似 值 

解 : 设 X 表示 第 i 个 般 子 的 值 ,i ==1,2,.… ,10. 由 于 

BOG) = 了 Var(X) = EIX8] ~ (BIXI) 
利用 中 心 极限 定理 


35 
本 


ese en | X—35 “| 


< < 
350 350 350 
Vi Vx Vx 
~ 2B(1.0184) 一 1 ~ 0.692 和 
例 3d 令 X,,i=1,… ,10 是 相互 独立 的 随机 变量 , 其 公共 分 布 为 (0,1) 上 的 
均匀 分 布 , 计算 P{ 沁 i2， Xi > 6} 的 近似 值 . 
解 : 由 于 E[Xi] = 1/2, Var(Xi) = 1/12, 利用 中 心 极限 定理 


10 Ex 一 5 6_5 
z 人 位 <>aj-z ry > J ~1— (VIZ) ~ 0.1367 
因此 , 郊 坟 ,Xi 大 于 6 的 可 能 性 只 有 14%. 了 


例 3e 一 个 教师 需要 判 50 道 试题 . 评判 每 道 题 需 要 的 时 间 形 成 一 个 独立 同 分 
布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 的 期 望 为 20 分 钟 , 标准 差 为 4 分 钟 . 问 他 在 450 分 
钟 内 判 完 至 少 25 道 题 的 概率 有 多 大 (近似 值 )? 

解 : 令 X; 为 判 第 i 道 题 所 需 的 时 间 , 则 


为 判 完 25 道 题 所 需 的 时 间 ， 按 题 意 , 在 450 分 钟 内 , 他 判 完 这 25 道 题 的 概率 为 
P{X < 450}. 利用 中 心 极限 定理 求 其 近似 值 . 由 


25 25 
E[X]= 》 EX =25x20=500, Var(X)= 》 Var(Xi) =25 x 16=400 
i=1 


t=l 


我 们 得 到 
P{X < 450}=P {SP < oa} 
~ P{Z< -2.5} =1— $(2.5) = 0.006 
上 式 中 2 为 标准 正 态 随机 变量 . mn 


当 Xi 独立 , 但 不 一 定 为 同 分 布 时 , 中 心 极限 定理 也 成 立 , 其 中 一 个 (但 决 不 是 
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最 一 般 的 ) 版 本 如 下 所 述 . 


定理 3.2 (相互 独立 随机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 ) 设 X1,X2,… 为 相互 
独立 的 随机 变量 序列 , 相应 的 期 望 和 方差 分 别 为 jv = E[Xi],o? = Var(Xi). 
车 (a) Xi 为 一 致 有 界 的 , 即 存在 M, 使 得 P{|Xi| < M} = 1 对 一 切 i 成 
立 ; 且 (b) 沁 210? = +oo, 则 对 一 切 a， 


历史 注 记 


皮 埃 尔 . 西蒙 . 拉 普 拉 斯 侯 盏 

皮 埃 尔 . 西蒙 . 拉 普 拉 斯 侯 历 就 是 我 们 熟悉 的 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 . 中 心 极 
限定 理 是 由 拉 普 拉 斯 提出 并 证 明 的 . 他 观察 到 测量 误差 (通常 认为 测量 误差 是 由 大 
量 很 小 的 偶然 误差 又 加 而 成 的 ) 具有 正 态 分 布 . 拉 普 拉 斯 也 是 著名 的 天 文学 家 (他 
被 称 为 法 国 的 牛顿 ), 他 是 早期 概率 论 与 统计 的 理论 莫 基 者 之 一 , 同时 积极 推广 概率 
论 在 日 常生 活 中 的 应 用 . 他 坚信 概率 论 对 人 类 具有 深远 意义 . 他 在 一 本 名 为 《分 析 
概率 论 》 的 书 中 说 : “我们 发 现 概率 论 其 实 就 是 将 常识 问题 归结 为 计算 . 它 使 我 们 
能 够 精确 地 评价 任 菜 种 直观 感受 到 的 、 往 往 又 不 能 解释 清楚 的 现象 …… 值 得 注意 
的 是 , 概率 论 这 门 起 源 于 机 会 游戏 的 科学 早 就 应 该 成 为 人 类 知识 最 重要 的 组 成 部 
分 …… 生 活 中 那些 最 重要 的 问题 绝 大 部 分 恰恰 是 概率 论 问题 . ” 

中 心 极限 定理 的 应 用 揭示 了 这 样 的 事实 , 测量 误差 近似 地 正 态 分 布 , 这 个 统计 
规律 是 对 科学 的 重大 贡献 , 在 17,18 世纪 , 中 心 极 限定 理 常 被 称 为 误差 频率 定律 . 

Francis Galton 在 他 1889 年 出 版 的 书 《自然 遗产 》 中 曾 说 过 “我 知道 , 几乎 没 
有 一 种 理论 能 够 像 误差 频率 定律 那样 神奇 , 那样 贴切 地 体现 宇宙 次 序 . 如 果 古 希腊 
人 知道 这 个 规律 的 话 , 就 一 定 会 将 它 人 格 化 或 神化 . 它 在 混乱 中 保持 着 平静 , 情况 
越 复杂 、 混乱 , 它 的 主导 作用 就 越 完善 . 它 是 最 卓越 的 、 不 可 思议 的 规律 . ” 


8.4 强大 数 律 


强大 数 律 是 概率 论 中 最 著名 的 结果 , 它 说 明 , 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 前 nn 
个 观察 值 的 平均 值 以 概率 为 1 地 收敛 到 分 布 的 平均 值 . 
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定理 4.1 (强大 数 律 ) 设 X1,X2,… 为 一 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 
公共 期 望 值 4 = 已 LXi] 为 有 限 , 则 下 式 以 概率 为 1 地 成 立 : 


Xl+X2+…… 二 Xn @ 
a n= oo 


作为 强大 数 律 的 一 个 应 用 , 设 有 一 独立 重复 试验 序列 , 令 巨 为 某 一 事件 , P(E) 
为 事件 忆 发 生 的 概率 , 令 


_ J1 在 第 i 次 试验 中 发 生 
0 其 他 


根据 强大 数 律 ， 
各 二 + ,plx] = P(E) GD 
Xi 十 … 十 Xn 表示 在 前 n 次 试验 中 , 事件 发 生 的 次 数 , (4.1) 式 说 明 事件 已 在 前 
n 次 试验 中 发 生 的 频率 以 概率 为 1 地 收敛 到 它 的 概率 P(E). 
虽然 这 一 条 定律 可 以 不 加 任何 条 件 地 证 明 , 但 是 在 本 证 明 中 , 我 们 假定 Xi 具 
有 有 限 4 阶 矩 , 即 假定 EB[X#] = K < oo. 
强大 数 律 的 证 明 : 首先 假定 EX; = /= 0. 记 Sn = 并 Xi, 考虑 
EI[S4] =E[(Xi1 十 … 十 Xn)(CXI 十 … 十 Xn) 
X(X1 十 … 十 Xn)(XI 十 ,… 十 Xn)] 
将 上 式 右 边 期 望 号 内 的 多 项 式 展开 , 得 到 下 列 各 项 之 和 : 
Xt XX; XX? XIXIXk 和 XXX 
由 于 EX; = 0, 利用 独立 性 得 到 
EIXSX;] = E[XS]E[X;] =0 
E[X2X; Xk] = ELX?]ELX;]ELXk] =0 
E[XiX}XkX1] =0 
在 展 式 中, X# 的 系数 为 1, 故 在 E[S4] 中 可 将 所 有 Xg 的 期 望 合并 成 nE[X#]. 对 
固定 的 (%,j), 54 的 展 式 中 X?X? 一 共有 (2) = 6 项 . 因此 , 54 的 展 式 中 与 X?X3 
有 关 的 那 部 分 为 6 并 ;,j X2X?, 其 中 求 和 号 是 对 {1,2,… ,n} 的 所 有 两 元 素 组 合 而 


@ 强大 数 律 可 以 表 为 下 式 : 


P{lim (Xi1+-*+ Xn)/n=4} =1 
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求 的 . 因此 , 它 的 期 望 为 6( 2 ) BEX?X3, 这 样 ， 
如 5 和 = nEIX#] +6(%) ELX?X3] = mnK 二 3n(n 一 DELX3BED 


在 第 二 个 等 式 中 , 我 们 再 一 次 利用 了 独立 性 . 我 们 注意 到 
0 < Var(X?) = E[X#] — (ELX?])? 


由 此 可 得 
(EI[X?])? < E[X#] =K 
这 样 ， 
E[St] < nkK +3n(n—1)K 
mn SA] __K ,3K 
中 3 

s[ 呈 < 基 + 党 

由 上 式 可 知 


S| plSs 
s 芒 天 -5[ 扫 | < oo 
即 随机 变量 并 2 3S4/mt 的 期 望 为 有 限 , 说 明 以 概率 为 1 地 有 >1 S4/n4 < oo, (车 
并 % ,54/n4 不 是 概率 为 1 地 有 限 , 则 并, S54/n4 的 期 望 为 无 限 ) 再 利用 级 数 的 
性 质 可 知 , 以 概率 为 1 地 有 


J 
上 式 说 明 , 以 概率 为 1 地 有 
Sn 
mi 0 n—=00 


当 j= E[Xi] 关 0 的 时 候 , 我 们 可 以 化 成 期 望 为 0 的 情况 来 处 理 . 由 于 E[Xi 一 
川 =0, 利用 刚才 得 到 的 结论 , 可 知 以 概率 为 1 地 有 


a 
i Ki) 
0 


即 以 概率 为 1 地 有 
和 
i=1 
这 就 是 定理 的 结论 . 口 
在 网 上 有 两 个 模块 可 显示 强大 数 律 , 它们 考虑 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 每 个 
随机 变量 只 取 0,1,2,3,4 这 5 个 值 , 模块 模拟 n 个 这 样 的 随机 变量 , 然后 , 计算 每 
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个 可 能 值 出 现 的 频数 , 以 及 样本 均值 :Xi/n. 这 两 个 不 同 模块 的 差别 是 微小 的 ， 
只 是 在 图 像 表达 上 有 一 些 不 同 . 在 使 用 这 些 模块 时 , 我 们 只 需 输入 n 的 值 , 以 及 随 
机 变量 X 的 取 值 的 概率 (分 布 列 ). 图 8.2 给 出 了 一 个 具体 分 布 列 的 模拟 结果 , 参数 
分 别 为 (a) n=100, (b) n = 1000, (c) n=10 000. 模拟 结果 显示 样本 均值 趋 于 E[X]. 


图 8.2(c) n= 10 000 


许多 学 生 往往 混淆 弱 大 数 律 与 强大 数 律 . 弱 大 数 律 只 能 保证 对 充分 大 的 n*, 随 
机 变量 (Xi 十 … 十 Xm)/n* 靠近 jp. 但 它 不 能 保证 对 一 切 n> n*, (XI 十 … 十 Xn) 人 mn 
也 一 定 在 j 的 附近 . 这 样 , |(Xi 十 … 十 Xn)/n 一 J| 可 以 无 限 多 次 离开 0( 尽 管 出 现 
较 大 偏离 的 频率 不 会 很 高 . ) 而 强大 数 律 能 保证 这 种 情况 不 会 出 现 , 强大 数 律 能 够 
以 概率 为 1 地 保证 , 对 于 任何 = > 0， 
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>E 


Dp 
i=1 


只 可 能 出 现 有 限 次 . 
法 国 数学 家 博 雷 尔 最 早 在 伯 努 利 随机 变量 的 特殊 情况 下 证 明了 强大 数 律 . 而 
一 般 情 况 下 的 定理 4.1 的 证 明 是 由 前 苏联 数学 家 A. N. 科 尔 莫 戈 罗 夫 给 出 的 ， 


8.5 ”其 他 不 等 式 
有 时 候 , 我 们 需要 求 出 概率 P{X 一 > a} 的 上 界 , 其 中 a 为 一 个 正 数 , 而 均 
值 / = EIX] 和 方差 2 = Var(X) 是 已 知 的 . 由 于 当 a > 0 时 , X - 7 > a 蕴含 
| 发 一 川 > a, 利用 切 比 雪夫 不 等 式 可 知 
PUX-a>d<PIX-A>o< 写 a>0 


然而 , 下 面 的 命题 指出 , 我 们 可 以 得 到 更 好 的 上 界 (上 界 越 小 , 就 越 好 ). 


命题 5.1 ( 单 边 的 切 比 雪夫 不 等 式 ) 设 X 具有 0 均值 和 有 限 方差 c2, 则 对 
任意 a > 0， 

在 
02 十 Q2 


PIXK>ajs 


证 明 : 令 b > 0, 注意 到 
XaX+b>at+b 
故 
P{X>a}=P{X+b>a+b} < P{(X+b)? > (a+b)?} 
上 式 中, 由 X+b > a+b>0 可 推 知 (X 十 b)? > (a+5)?, 故 不 等 式 成 立 . 再 利用 马 
尔 可 夫 不 等 式 
P{X > a} < P{(X +0)? > (a+0b)} < EL(X +0b)]/(a+b)? = (0? + 6)/(a+b)? 

上 式 中 ,b 可 以 取 任 何 常数 , 取 = o?/a, 便 得 到 本 命题 的 结论 . 实际 上 , 当 b= o?/a 
时 , (a? 十 名)/(a 十 6)? 达到 极 小 值 . 口 

例 5a 设 某 工厂 每 周 的 产量 是 一 个 随机 变量 , 其 期 望 为 上 = 100, 方差 为 o? = 
400. 现在 问 这 一 周 产 量 至 少 为 120 的 概率 的 上 界 是 什么 ? 

解 : 利用 单 边 切 比 雪夫 不 等 式 


1 
P{X >120} = P{X— 100>20} < 


0 
400+207 一 了 
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故 本 周 产 量 至 少 为 120 的 概率 不 会 超过 1/2. 但 如 果 直 接 利 用 马尔 可 夫 不 等 式 ， 
EX] 5 
P{X>120} < -0 一 
这 个 上 界 就 比较 弱 ?. 国 
现在 设 X 具有 均值 六 方差 o?, 由 于 X 一 与 一 X 都 具有 均值 0 和 方差 
o2, 利用 单 边 的 切 比 雪夫 不 等 式 可 知 , 对 于 a > 0， 


2 


oO 
PIX -p20) < Fra 


02 
PX 


因此 , 我 们 得 到 下 面 的 推论 . 


推论 5.1 车 E[X] = ,Var(X) = o?, 则 对 于 a > 0, 下 列 不 等 式 成 立 : 


o 
PIX 21+a) < Tm 
2 
P{X<y-a}< 


o 
o2+a? 


例 5b 有 一 个 200 人 的 集体 , 由 100 个 男人 和 100 个 女人 组 成 , 将 他 们 随机 
地 分 成 100 个 组 , 2 人 一 组 , 求 最 多 30 个 组 由 一 男 一 女 组 成 的 概率 之 上 界 . 
解 : 将 男人 编号 , 由 1 到 100, 对 于 i=1,… ,100, 令 


3 | 男人 i 所 在 的 组 内 有 女人 


0 其 他 
这 样 , 男女 配 成 对 的 组 数 X 可 以 表示 为 
100 
X= xX 
i=1 
男人 ;ii 与 其 他 任何 人 配 成 一 组 的 概率 是 相同 的 , 因此 
E[Xi] = P{Xi = 1} = 扬 


对 于 ii 关 泌 由 于 男人 i 已 经 与 一 个 女人 配对 的 条 件 下 , 男人 j 只 可 能 跟 197 人 配 
对 , 其 中 99 人 为 女人 , 因此 


99 
P{X; =1X = 1} = To7: 


@ 上 界 越 小 , 结论 越 强 , 若 上 界 为 1, 这 个 结论 就 没有 任何 意义 了 . 一 一 译 者 注 
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EIXiXj]= PUG =1,X; =1} 
=P{Xi =1}P{X; =1|X;=1}= 所 x 六 
这 样 ， 


着 
E[X] = 2 Bi = 100 x 199 ~ 50.25 


Var(X) -var Xi) +2D 》 CovC X;) 


i<j 


=100x 100 x 99 +2x (Co x 攻 09 ( 澶 )] ~ 25.126 


199 * 199 199 ”197 \199 
由 切 比 雪夫 不 等 式 
25.126 
P{X < 30} < P{IX ~ 50.25| > 20.25} < 30-35)z ~ 0.061 


由 此 看 出 , 最 多 30 对 为 一 男 一 女 的 概率 之 上 界 为 6.1%. 但 是 , 也 可 以 利用 单 边 的 
切 比 雪夫 不 等 式 re 
5.1 


示 二 a 
P{X < 30} = P{X < 50.25— 20.25} < 56736 C2035] ~ 0.058 


这 样 , 将 上 界 稍 作 改 进 . 四 
当 X 的 矩 母 函数 已 知 时 , 我 们 可 以 得 到 更 加 有 效 的 P{X > a} 的 上 界 , 令 
M(t) = Ele'*] 

为 X 的 矩 母 函 数 . 对 于 t > 0， 
P{X>a} = Pfetx >ete} < Bletxje-ta 利用 马尔 可 夫 不 等 式 
类 似 地 , 对 于 t < 0， 
P{X <a} = Pfetx > e*} < Ele:*Je-” 


这 样 , 我 们 得 到 了 切 尔 诺 夫 界 . 


命题 5.2 ( 切 尔 诺 夫 界 ) 
P{X>al<eraM 对 一 切 :>0 
P{X<a}<e *M(t) 对 一 切 :<0 


由 于 切 尔 诺 夫 界 对 一 切 适 用 的 t 都 成 立 , 我 们 可 以 找到 t ,使 e-*M(t) 达到 最 
小 值 . 例如 , 为 找到 P{X > a} 的 最 小 上 界 , 可 求 eM(t) 在 上 > 0 上 的 最 小 值 . 
例 5c (标准 正 态 分 布 的 切 尔 诺 夫 界 ) 设 Z 是 一 个 标准 正 态 随机 变量 , 它 的 矩 
母 函 数 为 M(t) = ef/?, P{2 > a} 的 切 尔 诺 夫 界 为 
P{Z>a}j <e "er/? 对 一 切 t>0 


8.5 其 他 不 等 式 369 


对 于 在 (0,co) 上 变化 , 当 t=a 时 eta+e2/2 达到 极 小 值 . 这 样 , 对 于 a > 0， 
P{Z>aj<er 1 
同 理 , 对 于 a < 0， 


P{Z 和 dj 和 ee/2 mn 


例 5d ( 泊 松 随机 变量 的 切 尔 诺 夫 界 ) 设 X 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 其 参数 为 和 ， 
其 矩 母 函数 为 M(t) = ex(e -0, 因此 , P{X > 计 的 切 尔 诺 夫 界 为 
P{X > 讨 和 exe -Veit t>0 
上 式 右边 的 极 小 化 等 价 于 Xet - 1) 一 让 的 极 小 化 问题 , 这 个 极 小 化 问题 当 et = i/ 和 
时 达到 极 小 值 . 只 有 当 i/A > 1 时 , 相应 的 极 小 点 t 的 值 大 于 0. 因此 我 们 在 i > 入 
之 假设 下 ®, 令 et = i/, 可 得 
P{X >i} < eTD x (3) 
即 
P{X >i} < 四 
例 5e 设 一 个 赌 徒 , 每 次 赌博 输 和 赢 的 概率 是 相等 的 , 并 且 输 赢 与 过 去 的 历史 
是 相互 独立 的 , 每 次 输 和 赢 的 数目 是 一 个 单位 , 设 X; 表示 第 i 次 赌博 赢 的 单位 数 . 
则 Xi 相互 独立 , 且 


P{Xi=1}=P{Xi= -1}=3 


记 Sn = 汀 "1 Xi 表示 经 过 n 次 赌博 后 该 赌 徒 的 累计 赢 钱 数 , 我 们 求 P{5n > a} 的 
切 尔 诺 夫 界 , 注意 X 的 矩 母 函 数 为 

Ele: 
利用 et 和 e- 的 McLaurin 展 式 , 得 


tx] = ett+e-t 
2 


要 13 t2 2 
t te 一 一 — BE 一 一 一 一 
et+e = (1+t+ 责 十 页 十 )+Q t+ 机 一 责 十 ) 
t #4 
=2{1+ 冤 ++…} 
00 t2n 名 (22/2)" 
ye ! > ml2n 
2 2 tn -< ?2 可 由 于 (2n)! > ml2 


一 2et /2 


Ele'*] > et2/2 


Q@ 在 i< 入 的 情况 下 , 本 例 的 上 界 可 能 不 正确 . 一 译 者 注 
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利用 独立 随机 变量 和 的 矩 母 函数 等 于 各 随机 变量 甜 母 函数 的 乘积 , 我 们 得 到 


Ble's"] = (Ele*])" < en 
再 利用 关于 切 尔 诺 夫 界 的 公式 可 得 
P{Sn>a} <e er/? 1t>0 

通常 为 了 求 得 更 好 的 结果 , 我 们 需要 求 上 式 右 边 的 极 小 值 , 或 等 价 地 , 求 nt?/2 -ta 
的 极 小 值 . 利用 二 次 式 极 小 值 的 公式 易 知 , 当 t = a/n 时 , e-taent/2 达 极 小 值 , 假 
定 a > 0, 此 时 t= a/n 取 正 值 , 将 这 个 值 代入 切 尔 诺 夫 的 界 中 , 得 

P{Sn>a} <e /mm a>0 
例如 , 由 这 个 不 等 式 , 可 得 

P{S10 > 6} <e-36/20 ~ 0.1653 


经 计算 , 实际 的 概率 值 
P{Sio > 6} = P{ 在 10 次 赌博 中 至 少 赢 8 次 } 


(8)+(9)+(0) 56 
=——— 0 = 1024 ~ 0.0547 加 


下 面 的 不 等 式 是 关于 期 望 的 不 等 式 . 


定义 “一 个 二 次 可 微 的 实 值 函数 f(z) 称 为 凸 的 , 车 f"(z) > 0 对 一 切 z 
成 立 ; 类 似 地 , 若 1"(z) < 0 对 一 切 z 成 立 , 则 称 f 为止 的 . 


凸 函数 的 一 些 例子 如 f(z) = z2, f(z) =e**, f(z) = -zz >0. 车 f(z) 为 凸 
的 , 则 g(z) = 一 f(z) 就 是 四 的 , 反之 亦 然 . 


命题 5.3 (篇 生 不 等 式 ) 设 f(z) 为 凸 函数 并 且 E[X] 存在 且 有 限 , 则 
E[lf(X)] > f(E[X]) 


证 明 : 将 f(z) 在 j= 已 [X] 处 进行 泰勒 展开 ， 
1 ng 
#0) = + 7 +E- 
其 中 是 在 z 与 4 之 间 的 菜 个 什 . 由 于 J"(6) > 0, 我 们 得 到 
f(z) > f(W) + f(z— 


因此 
f(X)> f+ F(X -NA 


两 边 取 期 望 得 
EIf(X)] > f(p) + Ff (WELX —H= fp) 
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命题 得 证 . 口 

例 5f 一 个 投资 者 会 遇 到 这 样 的 问题 , 她 可 以 将 所 有 钱财 投入 一 个 具有 风险 
的 计划 , 其 回报 为 一 个 随机 变量 , 期 望 为 m, 也 可 将 钱财 投入 一 个 没有 风险 的 计划 ， 
这 个 计划 的 回报 为 m, 且 以 概率 为 1 地 是 一 个 常数 , 两 种 方式 的 回报 的 期 望都 是 m， 
她 选 什么 为 好 ? 现在 假定 她 有 一 个 效用 函数 u(RR), 其 中 RR 为 回报 值 , 且 假 定 她 期 望 
获得 最 大 的 Elu(R)]. 通常 u(R) 为 R 的 增 函 数 , 第 一 种 投资 方式 的 效用 为 u(X)， 
第 二 种 方式 的 功效 为 u(m), 若 u(R) 为 止 函数 , 则 由 和 久生 不 等 式 Elu(X)] < wu(m)， 
她 应 选择 没有 风险 的 投资 方式 , 若 u(R) 为 凸 函 数 , 则 Efu(X)] > u(m), 她 应 选择 
具有 风险 的 投资 方式 . m 


8.6 ”用 泊 松 随机 变量 逼近 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 和 的 概率 误差 界 


本 节 中 , 我 们 要 讨论 用 泊 松 随机 变量 逼近 独立 伯 努 利 随机 变量 和 的 问题 , 其 中 
伯 努 利 随机 变量 的 均值 为 pi,i = 1,2,… ,n. 

开始 时 , 先 设 轴 ,…… ,区 为 独立 的 泊 松 随机 变量 , 其 参数 为 pi,i = 1,2,… ,n， 
现在 我 们 指出 , 对 每 一 个 由 Yi 可 构造 出 伯 努 利 随机 变量 Xi, 其 参数 为 p;, 并 满 
足 条 件 

P{Xi#¥)} <p? 
令 U1,… ,Un 为 独立 的 随机 变量 序列 ， 且 与 区 ,区 独立 Ui 的 分 布 由 下 式 
给 出 . 
P{Ui=1}=1-(1-pi)er P{Ui=0}= (1 -pi)er 

由 于 不 等 式 e-? > 1 一 p, 保证 了 上 式 中 (1 一 pi)er' 在 (0,1) 区 间 内 , 从 而 保证 了 定 
义 Ui 的 合理 性 , 现在 定义 X;， 


注意 到 
P{Xi=0} = P{Y: =0}P{Vi =0} =e-7(1— pi)er =1—p: 
P{X;=1}=1- P{X:=0}=p: 
由 Xi 之 定义 看 出 , 若 X; = 0, 必 有 =0. 故 
P{Xi #7} = P{Xi=1,Y #1} 
=P{Xi=1,Y=0}+P{Xi=1,Y>1}=P{Xi=1,Y=0}+P{Y>1} 
=P{Yi=0,U0=1}+P{Y >1}=e rll—(1—pi)er]+1—e ?7 —pe? 
=pi-pie ?<p? 利用 1-e?<p 
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由 Xi 之 定义 可 知 , Xi 只 依赖 于 Ui 和 i, 而 ( 歼 , 页 )…… , (Yn,Un) 是 相互 独立 的 . 
因此 , Xi,… ,Xn 也 是 相互 独立 的 . 这 样 , 我 们 所 构造 的 随机 变量 序列 Xi … ,XX 
是 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 序列 , 其 参数 为 p1,… ,pn, 并 且 满 足 条 件 
P{Xi:#¥Y} <p 
记 基 = i Xi,Y = 21Y, 由 上 式 可 知 
PIX#Y} < DR 
i=1 
现在 设 4 为 任何 实数 之 集合 , 则 下 列 事件 之 集合 恒等式 成 立 
{XeA}={XeAYeA}+{Xe A,Y ¢A} 
{YEA}={XeEAYeA}+{Y € A,X¢A} 
由 上 式 可 知 
P{XE€A}-P{Y EA}=P{XEAYSG A}-P{Y EAXEGA} 
进一步 可 得 
IP{X€ A}— P{Y € A}| < P{X €E AY ¢ A}+P{Y € A,X¢ 4} 
又 由 于 {XE A,Y 4 4} 与 {Y € A,X 4 A} 互 不 相 容 , 它们 之 中 任 一 事件 发 生 , 必 
有 和 关 Y 发 生 , 故 
P{XEeAY¢A}+PY EAX¢A} SPIXF¢Y} < Dn 
i=1 
综合 起 来 , 可 知 , 对 任何 实数 集合 4， 
IP{X € A} —-P{Y eA} < Dp? 
i=l 
利用 泊 松 随机 变量 的 性 质 可 知 , Y = 1 Yi 也 是 泊 松 随机 变量 , 其 参数 为 和 = 
?1pi ,利用 Y 的 分 布 列 可 得 


寄 2 

注释 ” 当 所 有 的 pi 都 等 于 p 时 , X hie 上 式 变 成 
0 pi(1—p)"i— ep 
iEA A 2 


ie 


< np? 国 


小 结 


马尔 可 夫 和 切 尔 诺 夫 不 等 式 是 概率 论 中 十 分 重要 的 不 等 式 , 可 提供 有 关 概率 的 
上 界 . 马尔 可 夫 不 等 式 所 涉及 的 是 非 负 随机 变量 , 对 于 非 负 随机 变量 XX， 


PIX>oj< 2 
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切 比 雪夫 不 等 式 是 马尔 可 夫 不 等 式 的 应 用 . 设 X 具有 期 望 y, 方差 o2, 则 对 
于 每 一 个 k>0, 有 


1 
P{lX -Hl>ko} < 起 


此 不 等 式 中 的 随机 变量 X 不 再 限于 非 负 随 机 变量 了 . 

概率 论 中 两 个 最 重要 的 理论 成 果 是 中 心 极限 定理 和 强大 数 律 , 它们 都 讨论 独立 
同 分 布 随机 变量 序列 的 性 质 . 若 这 些 随机 变量 具有 期 望 jy 和 方差 o?, 则 中 心 极限 
定理 说 明 当 ” 充分 大 时 , 这 个 序列 的 前 n 个 变量 的 和 的 分 布 , 近似 地 为 正 态 分 布 ， 
其 期 望 为 ny, 方差 为 no?. 设 {Xi,i > 1} 是 这 样 的 一 个 序列 , 则 对 于 每 一 个 实数 a， 


JP 人 (所 二 三 号 <o) = 友人 人 
强大 数 律 只 要 求 该 序列 中 的 随机 变量 具有 有 限 均 值 上 强大 数 律 说 明 , 当 n 趋 
于 无 穷 时 , 这 个 序列 的 前 n 项 的 平均 值 以 概率 为 1 地 趋 于 /. 由 强大 数 律 可 知 , 在 
独立 重复 试验 中 , 事件 4 出 现 的 频率 以 概率 为 1 地 趋 于 概率 P(4). 如 果 将 以 概率 
为 1, 解释 成 “一 定 ”, 这 样 , 我 们 就 验证 了 概率 的 频率 定义 的 合理 性 . 


习 题 


1.， 设 X 是 一 随机 变量 , 其 期 望 和 方差 均 为 20. 对 于 概率 P{0 < X < 40} 有 什么 结论 ? 
2. 根据 过 去 的 经 验 , 一 个 学 生 的 期 末 成 绩 是 一 个 随机 变量 ,其 均值 为 75. 
(a) 给 出 学 生 超 过 85 分 的 概率 的 一 个 上 界 . 
假设 还 知道 学 生成 绩 的 方差 为 25. 
(b) 对 于 学 生成 绩 在 65 ~ 85 之 间 的 概率 , 你 有 什么 结论 ? 
(c) 设 参加 考试 学 生 人 数 为 n, n 多 大 时 , 才能 以 90% 以 上 的 把 握 保证 学 生 的 平均 成 绩 
在 75 士 5 这 个 范围 内 ? 请 不 要 利用 中 心 极限 定理 . 
3. 利用 中 心 极限 定理 解 习 题 2(c)- 
4， 设 X1，… ,X20 是 独立 泊 松 随机 变量 序列 , 期 望 为 1. 
(a) 利用 马尔 可 夫 不 等 式 求 P{ 沁 人 2， Xs > 15} 的 上 界 . 
(b) 利用 中 心 极限 定理 求 P{ 沁 总， Xi > 15} 的 近似 值 . 

5。 将 50 个 数 利 用 会 入 法 化 成 50 个 整数 , 设 合 入 误差 的 分 布 是 (一 0.5, +0.5) 上 的 均匀 分 
布 . 求 这 50 个 整数 的 和 与 原来 的 和 相差 超过 3 的 概率 的 近似 值 . 

6. 连续 地 掷 一 枚 般 子 ， 一 直到 点 数 总 和 超过 300 点 为 止 , 求 至 少 需 掷 80 次 的 概率 的 近 
似 值 . 

7. 一 个 人 有 100 个 灯泡 , 每 一 个 灯泡 的 寿命 为 指数 分 布 ， 其 平均 寿命 为 5 小 时 . 他 每 次 
用 一 个 灯泡 , 灯泡 灭 了 以 后 立即 换 上 一 个 . 求 525 小 时 后 , 他 仍 有 灯泡 可 用 的 概率 的 近 
似 值 . 

8. 在 习题 7 中 , 假定 换 一 个 灯泡 需 一 定时 间 , 换 灯 泡 时 间 为 随机 变量 , 分 布 为 (0,0.5) 上 的 
均匀 分 布 . 问 在 550 小 时 的 时 候 , 所 有 灯泡 都 已 经 烧 掉 的 概率 近似值) 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 
19. 


设 X 为 随机 变量 , 其 参数 为 (n, 1). n 应 该 多 大 才能 满足 
全 一 | > oo < 0.01? 


工程 师 认为 一 座 桥 的 载荷 W 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 均值 为 400, 标准 差 40， 先 假定 
车 辆 的 重量 为 随机 变量 , 均值 为 3, 标准 差 为 0.3. 约 多 少 辆 车 在 桥 上 时 ， 可 使 桥 的 结构 
遭 破坏 的 概率 超过 0.1? (单位 : 1000 磅 ) 
许多 人 相信 公司 股票 价格 的 每 日 涨 跌幅 是 一 个 随机 变量 , 其 期 望 为 0, 方差 为 2?. 设 Y% 
为 第 n 天 的 股票 价格 , 则 
Yn = 1+ Xnn21 

其 中 ,Xi1, X2,.… 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 期 望 为 0, 方差 为 o>. 现 假定 今日 的 股票 价 
格 为 100, 如 果 o? = 1, 对 于 10 天 以 后 股票 价格 超过 105 的 概率 , 你 有 什么 结论 ? 
一 共有 100 个 元 件 , 有 替换 地 使 用 , 即 当 元 件 1 失效 以 后 , 立刻 换 上 元 件 2, 元 件 2 失效 
后 , 立刻 换 上 元 件 3, 等 等 . 设 元 件 i 的 寿命 分 布 是 指数 分 布 , 其 均值 为 10 + i/10,1 = 
1,2,.… ,100, 估计 总 寿命 超过 1200 的 概率 . 如 果 这 些 寿命 的 分 布 为 (0,20 +i/5) 上 的 
均匀 分 布 , i = 1,2,… , 100, 重 算 上 述 概率 . 
某 教师 给 学 生 评分 的 均值 为 74, 标准 差 为 14. 现 该 教师 对 两 个 班 进行 测验 , 一 个 班 有 
25 人 , 另 一 个 班 有 64 人 . 
(a) 估计 在 25 人 的 班 中 平均 成 绩 超过 80 分 的 概率 (近似 值 ). 
(b) 对 于 64 人 的 班 , 重复 (a) 的 计算 . 
(c) 估计 大 班 的 平均 成 绩 超过 小 班 2.2 分 的 概率 . 
(d) 估计 小 班 的 平均 成 绩 超过 大 班 2.2 分 的 概率 . 
设 某 元 件 对 某 电 气 系统 是 一 个 关键 的 部 件 , 当 该 元 件 失效 后 应 该 立即 换 上 一 个 新 的 元 件 . 
假定 该 元 件 的 平均 寿命 为 100, 标准 差 30( 小 时 ), 应 该 有 多 少 备件 , 才能 以 0.95 以 上 的 
概率 保证 这 个 系统 连续 运行 2000 小 时 ? 
一 个 保险 公司 有 10 000 个 汽车 投保 人 , 每 个 投保 人 索赔 的 期 望 值 为 280 美元 ， 标准 差 
为 800 美元 . 求 总 索赔 超过 2 700 000 美元 的 概率 . 
A. J. 需要 处 理 20 个 文件 , 这 些 文件 的 处 理 时 间 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 均值 为 
50 分 钟 , 标准 差 为 10 分 钟 . M. J. 也 有 20 个 文件 要 处 理 ， 他 处 理 的 时 间 也 是 独立 同 分 
布 的 随机 变量 序列 , 不 过 均值 为 52 分 钟 , 标准 差 为 15 分 钟 . 
(a) 求 A. J. 在 900 分 钟 内 完成 任务 的 概率 . 
(b) 求 M. J. 在 900 分 钟 内 完成 任务 的 概率 . 
(c) 计算 A. J. 在 M. J. 之 前 完成 任务 的 概率 
在 下 列 假定 下 重 做 例 5b: 男女 成 对 的 数目 是 近似 正 态 的 . 这 个 假定 是 否 合理 ? 
在 习题 2(a) 中 进一步 假定 学 生成 绩 的 方差 为 25， 重 做 该 习题 . 
一 个 湖 中 有 4 种 鱼 , 假定 抓 起 来 的 鱼 属于 任 - -种 的 可 能 性 都 是 相同 的 , 记 Y 为 每 一 种 
鱼 至 少 抓 住 一 条 时 所 需 抓 鱼 的 总 条 数 . 
(a) 找 一 个 区 间 (a,5b), 使 得 P{a < Y < b} > 0.90. 
(b) 利用 单 边 的 切 比 雪夫 不 等 式 ， 求 出 所 需 抓 的 鱼 的 条 数 使 得 至 少 以 90% 以 上 的 把 握 

保证 4 种 鱼 抓 全 . 
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20. 


21. 


22. 


23. 


设 X 为 非 负 随机 变量 , 其 期 望 为 25. 关于 下 列 的 量 , 我 们 会 有 什么 结论 ? 
(a) EI[X]; (b) BIVX (c) EllnX]; (d) Ble *]. 
设 X 为 非 负 随 机 变量 , 证 明 


已 EX] < (E[X*])/? < (EIX])? < … 


设 在 例 5f 中 投资 者 也 可 以 将 100a%(0 < a < 1) 的 资产 投入 一 个 有 风险 的 计划 , 而 将 
100(1 一 a)% 的 财产 投入 无 风险 的 计划 , 例 5f 的 结论 会 有 什么 改变 ? [ 当 她 的 资产 是 这 
样 被 分 割 时 , 其 投资 回报 是 R= aX + (1 一 a)m. ] 

设 X 为 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 20. 

(a) 利用 马尔 可 夫 不 等 式 求 出 p = P{X > 26} 的 一 个 上 界 . 

(b) 利用 单 边 切 比 雪夫 不 等 式 求 出 p 的 一 个 上 界 . 

(c) 利用 切 尔 诺 夫 界 得 到 p 的 一 个 上 界 . 

(d) 利用 中 心 极限 定理 求 p 的 近似 值 . 

(e) 利用 程序 求 p 的 近似 值 . 


理论 习题 


设 X 具有 方差 2, 则 o 称 为 X 的 标准 差 . 若 X 具有 均值 和 标准 差 0, 指出 
PIIX 一 川 > ho} < 右 


设 X 具有 期 望 和 标准 差 o. 则 比值 r 三 |u|/o 称 为 X 的 测量 的 信 品 比 . 其 思想 来 源 
于 X 可 写成 十 (XX 一 久 ), 其 中 为 信号 部 分 , X 一 /为 噪音 部 分 . 定义 |(X 一 p/p| 三 DD 
为 X 与 4 的 相对 偏差 , 指出 , 对 于 a>0 
P{D<a}>1- 一 
计算 下 列 随机 变量 的 信 噪 比 , 即 计算 lul/c, 其 中 p= E[X],o? = Var(X). 
(a) 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 、 (b) 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p)， (c) 具有 几何 
分 布 的 随机 变量 , 其 均值 为 1/p. 
(d) 在 (a,8) 上 均匀 随机 变量 . (e) 指数 随机 变量 , 其 均值 为 1/ 和， (f) 正 态 随机 变量 
参数 为 (1 o?). 
设 Zn,n > 1 是 一 个 随机 变量 序列 , c 是 一 个 常数 , 使 得 对 每 一 个 < > 0, 当 n 一 co 时 ， 
P{iZn 一 c| > e} 一 0. 指出 对 任何 有 界 连续 函数 g, 有 


Elg(Zn)]—9g(c) no% 
设 f(z) 为 [0, 1] 上 定义 的 连续 函数 , 考虑 函数 


Bu(z) = 2 自 (人 za -ar 


( 称 为 伯 恩 斯 坦 多 项 式 ) 证 明 
,im Bn(z) = f(z) 
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第 8 章 极限 定理 


10. 


11. 


12. 


13. 


提示 : 设 X1,X2,… 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随机 变量 , 其 公共 均值 为 z, 利用 
Ba(z)=E [re 十 一 + 加)] 

和 理论 习题 4, 也 可 证 明 Bn(z) 一 致 地 趋向 于 f(z), 这 就 提供 了 分 析 中 著名 的 瑶 尔 斯 特 

拉 斯 定理 的 概率 证 明 , 这 个 定理 说 明 连 续 函 数 可 用 多 项 式 一 致 逼近 . 


(a) 令 X 为 离散 随机 变量 ， 它 的 可 能 值 为 1,2,…. 若 P{X = 上} 为 非 增 序列 ,k = 
1,2,…, 证 明 
P{X=k} < 2 
(b) 设 XX 为 非 负 随机 变量 且 具 有 非 增 的 密度 函数 , 指出 
f(z) < 总 BIX] 对- 切 z>0 
掷 一 枚 均匀 的 贫 子 共 100 次 . 记 X 为 第 i 次 的 结果 , 计算 


P{IIx:<a"} 1<a<6 


的 近似 值 . 
参数 为 (t, 入) 的 下 随机 变量 , 当 t 很 大 时 近似 于 正 态 分布 , 解释 这 一 结论 . 
掷 一 枚 均匀 的 硬币 1000 次 . 若 前 :100 次 都 是 正面 朝 上 , 你 认为 后 面 的 900 次 正面 朝 上 
的 比例 是 多 少 ? 
设 X 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 和 . 指出 对 于 i < 入， 
SY 
P{X <i]< oY 
设 X 为 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p). 指出 , 对 于 i > np， 
(a) e-file:X*] 当 满足 et = i(1 一 p)/[(n 一 ip] 时 达到 最 小 值 (此 处 限定 + > 0). 
(b) P{X>i} < mp (1 a et 
关于 标准 正 态 随机 变量 的 切 尔 诺 夫 界 为 
P{Z>a}<e”/? a>0 
指出 , 利用 2 的 密度 函数 的 形式 , 可 将 上 界 压 缩 成 
P{Z >a} < je "7 a>0 


若 随机 变量 X 满足 E[X] < 0, 同时 存在 9 头 0, 使 得 Ele**] = 1, 指出 这 个 9 必须 满 
足 9>0. 


自 检 习题 


在 某 特许 经 销 商 那里 , 每 周 汽车 销售 量 是 一 个 随机 变量 , 其 期 望 值 为 16, 求 下 列 事件 的 
概率 的 上 界 : 

(a) 下 周 销售 量 超过 18 辆 ; 《〈b) 下 周 销售 量 超过 25 辆 . 

假定 自 检 习 题 1 中 汽车 周 销售 量 的 方差 为 9- 

(a) 给 出 下 周 销售 量 在 11 到 22 之 间 ( 含 11 和 22) 的 概率 的 下 界 . 

(b) 给 出 下 周 销售 量 超过 18 的 概率 的 上 界 . 
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10. 


11. 


12. 


13. 


设 E[X] =75,E[Y] = 75, Var(X) = 10, Var(Y) = 12,Cov(X,Y) = -3. 给 出 下 列 概率 
的 上 界 : 

(a) P{IX—Y|>15}; (b) P{X >Y+15}，(ej P{Y > X+15}. 

设 工厂 A 每 日 生产 量 的 期 望 为 20 个 单位 , 标准 差 为 3. 工厂 B 每 日 生产 量 的 期 望 为 
18 个 单位 , 标准 差 为 6. 假定 两 个 厂 的 日 产量 是 相互 独立 的 , 求 出 今日 B 比 A 产量 多 
的 概率 的 上 界 . 

设 某 种 元 件 的 寿命 (单位 : 天 ) 的 密度 函数 为 


f(z)=2r 0<z<1 


当 元 件 失效 后 , 立即 用 新 的 元 件 替换 . 用 Xi 表示 第 i 个 元 件 的 寿命 5% = 1 Xi 表 
示 第 n 个 元 件 的 失效 时 刻 , 失效 率 定义 如 下 : 
用 

Ts 
假设 Xi,i > 1 相互 独立 , 求 出 7. 
在 自 检 习题 5 中 , 为 了 以 90% 的 把 握 维持 运行 35 天 , 需要 准备 多 少 元 件 ? 
机 修 厂 修理 机 器 需 2 个 阶段 , 第 一 阶段 所 需 时 间 为 指数 分 布 , 期 望 为 0.2 个 小 时 . 第 二 
阶段 所 需 时 间 也 是 指数 分 布 , 并 且 与 第 一 阶段 独立 , 期 望 为 0.3 小 时 . 现在 修理 工 有 20 
台 机 器 需要 修理 , 求 出 他 在 8 小 时 内 完成 修理 任务 的 概率 的 近似 值 . 
有 一 种 赌博 游戏 , 每 次 赌博 以 0.7 的 概率 输 1 元 , 以 0.2 的 概率 输 2 元 , 以 0.1 的 概率 
赢 10 元 . 求 出 该 赌 徒 在 前 100 次 赌博 后 输 的 概率 的 近似 值 . 
在 自 检 习 题 7 中 , 确定 时 间 t, 使 得 在 时 间 t 内 完成 20 台 机 器 的 修理 的 概率 约 为 0.95. 
烟草 公司 宣称 一 枝 香烟 中 尼古丁 含量 的 均值 为 2.2mg, 标准 差 为 0.3mg. 但 实测 100 支 
香 烟 中 , 尼古丁 含量 的 均值 为 3.1mg, 现在 假定 烟草 公司 的 说 法 是 对 的 , 问 100 支 香 烟 
中 尼古丁 含量 均值 高 于 3.1mg 的 概率 为 多 少 ? 
一 共有 40 节 电池 , 每 一 节 电池 可 能 是 类 型 A 或 类 型 B, 是 A 或 者 B 的 概率 是 相等 的 


人 类 型 A 的 寿命 均值 为 50, 标准 差 为 15, 类 型 B 的 寿命 均值 为 30, 标准 差 为 6. 


(a) 求 出 40 节 电 池 的 总 寿命 超过 1700 的 概率 (近似 值 ). 
(b) 假定 已 知 20 节 电池 为 A 型 , 20 节 电 池 为 B 型 , 现在 求 总 寿命 超过 1700 的 概率 的 
近似 值 . 

-诊所 每 天 的 志愿 医生 的 人 数 是 一 个 随机 变量 , 取 值 为 2,3,4. 并 且 这 三 种 情况 是 等 可 
能 的 . 不 管 当天 来 了 多 少 志愿 者 , 每 位 志愿 者 所 看 的 病人 数 为 泊 松 随机 变量 , 期 望 为 30. 
记 X 为 当天 由 志愿 者 所 看 的 病人 数 . 

(a) 求 E[X]. (b) 求 Var(X). (c) 求 P{X > 65} 的 近似 值 (利用 正 态 分 布 表 ). 
强大 数 律 指出 , 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 的 前 n 项 的 算术 平均 以 概率 为 1 地 收敛 到 
他 们 的 公共 期 望 值 . 现在 的 问题 是 : 前 n 项 的 几何 平均 收敛 到 什么 ? 即 


第 9 章 ”概率 论 的 其 他 课题 
9.1 泊 松 过 程 


在 定义 泊 松 过 程 以 前 , 我 们 把 的 函数 f(h) 称 为 oh) 的 定义 叙述 一 下 . f 称 
为 o(h), 如 果 它 满足 


j 为 o(h) 是 指 当 hh 一 0 的 过 程 中 , f 的 值 比 起 h 来 , 还 要 小 得 多 . 现在 假定 在 时 间 
轴 上 的 一 些 随机 点 上 发 生 了 若干 事件 ”, 记 N(t) 在 时 间 区 间 [0,4] 上 发 生 的 事件 的 
个 数 , 随机 变量 集合 {N(t),t > 0} 称 为 具有 速率 和 的 泊 松 过 程 (A > 0) , 如果 
(i) N(0) = 0. 
(ii) 在 不 相交 的 时 间 段 内 发 生 的 事件 数 是 相互 独立 的 . 
(iii) 在 给 定时 间 区 间 上 发 生 的 事件 数 的 分 布 只 跟 时 间 区 间 的 长 度 有 关 , 而 与 
这 个 区 间 的 位 置 无 关 . 
(iv) P{N(h) = 1} = M+ o(h). 
(v) P{N(h) > 2} = o(h). 
条 件 (i) 只 说 明 这 个 过 程 在 t = 0 处 开始 , 并 且 N(0) = 0. 条 件 (i) 是 独立 
增 量 假设 , 例如 , 在 t 以 前 发 生 的 事件 数 ( 即 N(t)) 与 在 区 间 (t,t + s) 内 的 事件 
数 ( 即 Nt+s) - N() 是 相互 独立 的 随机 变量 . 条 件 (ii) 是 平稳 增 量 假定 , 即 
Nt+s)- Ni) 的 分 布 与 t 无 关 . 
在 第 4 章 , 基于 泊 松 分 布 为 二 项 分 布 的 极限 这 一 结论 , 推导 出 N(t) 具有 泊 松 
分 布 , 其 参数 为 A. 此 处 我 们 也 要 导出 这 一 结果 , 但 方法 稍 有 不 同 . 


引 理 1.1 对 于 速率 为 和 的 泊 松 过 程 ， 
P{N(t)=0} =e* 


证 明 : 记 Po(t) = P{N(t) = 0}, 我 们 由 下 式 导 出 一 个 微分 方程 . 
Plt+h)= PIN(t+h) =0} = P{N() =0,N(t+h)— N(t) =0} 
= P{N(t) =0}P{N(t+h) — N(t) =0} = P(t) — Mh +o(h)] 


@ 此 处 的 事件 与 前 面 讨论 的 具有 概率 的 随机 事件 有 所 区 别 , 在 “随机 点 上 发 生 的 事件 ” 都 是 零 概率 事 
件 , 有 的 作者 称 其 为 “随机 点 上 发 生 的 呼唤 ”. 一 一 译 者 注 
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十 式 中 倒数 第 二 个 等 式 是 独立 性 条 件 (i) 的 结果 , 而 最 后 一 个 等 式 利用 了 (iv) 和 
(v). 因此 


Polt+ 有 Plt) _ _APO+ Ol 
再 令 h 一 0 ,得 
P(t) = —APo(t) 
或 等 价 地 RO _ 、 
Pt) 
将 上 式 积分 , 得 
InP(t)= -M+e 
或 
Plt)= Ke 
再 利用 Py(0) = P{N(0) = 0} = 1, 我 们 得 到 
Polt) =e—X. 口 


对 于 一 个 泊 松 过 程 , 用 Ti 表示 第 一 个 事件 的 发 生 时 间 , 对 于 > 1, 记 7 为 
第 一 1 个 事件 点 到 第 ”个 事件 点 的 时 间 间 隔 , 序列 {T,n = 1,2…} 称 为 泊 松 
过 程 的 时 间 间 隔 序列 . 例如 , T = 5,T2 = 10 表示 泊 松 过 程 第 一 个 事件 发 生 在 时 刻 
t= 5, 第 二 个 事件 发 生 在 时 刻 t= 15. 
现在 我 们 要 确定 Th 的 分 布 . 首先 我 们 指出 , 随机 事件 {Ti > 甘 发 生 的 充 要 条 
件 是 泊 松 过 程 在 [0,4] 内 事件 发 生 的 个 数 为 0, 因此 
P{Ti >t}= P{N(t)=0} =e-* 
即 Ti 具有 指数 分 布 , 其 均值 为 1/ 入 . 现在 计算 
P{ 好 > 十 = 已 P{T > tl 
但 
P{P >tl7 = s} = P{(s,s 十 上 有 0 个 事件 发 生 |T = s} 
= P{(s,s+i 上 有 0 个 事件 发 生 } = e 
上 式 中 第 二 个 等 式 是 由 独立 性 所 得 , 而 第 三 个 等 式 是 由 泊 松 过 程 的 平稳 性 所 得 . 由 
上 式 可 以 得 到 两 个 结论 , ?2 也 具有 指数 分 布 , 其 期 望 值 为 1/ 和 . 同时 To 与 Ti 相互 
独立 , 重复 上 述 推论 过 程 可 得 命题 1.1. 


命题 1.1 速率 为 的 泊 松 过 程 的 时 间 间 隔 序列 为 独立 同 分 布 序列 , 其 公 
共 分 布 为 指数 分 布 , 公共 期 望 为 1/ 入 . 


与 泊 松 过 程 有 关 的 另 一 个 重要 的 量 为 5。, 第 ” 个 事件 发 生 的 时 刻 , 或 者 称 第 
nn 个 事件 的 到 达 时 刻 (等 待 时 间 ), 这 个 名 词 来 源 于 服务 系统 的 顾客 到 达 时 刻 (或 系 
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统 的 等 待 时 间 ). 易 知 ， 


n 


Si = 全 n>l1 


这 1 
因此 , 由 命题 1.1 和 第 5 章 6.1 节 知 , 5, 具有 工 分 布 , 其 参数 为 (n,). 即 Sn 的 
概率 密度 为 Ooam-: 
fs,(®) = Ne 


现在 我 们 可 以 证 明 N(t) 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 Xt. 


r>0 


定理 1.1 对 于 一 个 速率 为 和 的 泊 松 过 程 ， 


一 和 n 
P{N(t) =n} = 2 n=0,1,2,.…. 


证 明 :. 注意 到 第 n 个 事件 在 t 或 t 以 前 发 生 的 充 要 条 件 是 在 t 以 前 至 少 发 生 
了 mm 个 事件 , 即 
(>mn 人 Sn<t 


故 
P{N(t) =n} = P{N(t) > n}— P{N(t) > n+1}=P{Sn <t} — P{Snt1 < 


= [ MW 2 dz 一 人 Me 人 dz 


利用 分 部 积分 公式 fudu = uv 一 [vdu, 其 中 心 = es,du = AI(Xz)j”-1/m 一 Dadz 


得 
[ wt 2 2 et 人 + ex Coy dy 


由 此 可 得 定理 之 结论 . 口 


9.2 ”马尔 可 夫 链 


考虑 随机 变量 序列 Xo, Xi,…， 假 定 这 些 随 机 变量 的 可 能 取 值 的 集合 为 {0， 
1,… ,M}. 通常 可 将 X 解释 为 系统 在 时 刻 n 的 状态 . 因此 , 当 Xn = i 时 我 
们 就 说 这 个 系统 在 时 刻 n 处 于 状态 i. 随机 变量 序列 称 为 马尔 可 夫 链 , 如 果 某 时 刻 
处 于 状态 i, 且 存 在 固定 的 概率 Pij, 使 得 下 一 时 刻 以 概率 P; 处 于 状态 j. 即 对 所 
有 ii 六 
P{Xn+1 = jlXn = 证 Xn -li 一 i 训 -Xi 一 种,Xo 一 各 = 有 5 
值 Pj,0 < i< M,0<j < M 称 为 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 . 它们 满足 (为 什么 ? ) 


Pi >0 ns-! i=0,1,.…,M 
=0 
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可 将 Pi 排 成 如 下 一 个 方 阵 : 


Po Po … Pm 

Po Pu :+ Pm 

Puo Pr … Pum 
这 样 的 方 阵 称 为 转移 概率 矩阵 . 


有 了 转移 概率 阵 和 Xo 的 初始 分 布 , 我 们 就 可 以 计算 所 有 有 关 的 概率 . 例如 ， 
Xo,… ,Xn 的 联合 分 布 列 可 由 下 列 方式 得 到 


P{Xn = in, Xn-1 = in-1,*** ,X1 =i, Xo = io} 
= P{Xn =in|Xn-1= in ,Xo=io}P{Xn-1 = in-,* ,Xo = io} 
= PinP{Xn-1 = in-,* ,Xo = io} 


继续 这 个 步骤 , 最 后 , 得 到 这 个 概率 等 于 
Penssin Pin ain *** Paia Pioa P{Xo = io}. 
例 2a 假设 明天 是 否 下 雨 只 决定 于 今天 是 否 下 雨 . 又 假定 , 若 今天 下 雨 , 则 明 
天 下 十 的 概率 为 a, 若 今 天 不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 8. 若 用 状态 0 表示 下 雨 ， 
状态 1 表示 不 下 雨 . 这 样 , 天 气 系统 成 为 一 个 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 
矩阵 为 
a l-a 
8 1-B 
即 Po=a=1-Pi,Po=B=1- Pi. a 
例 2b 一 赌 徒 在 赌博 的 时 候 , 每 赌 一 局 或 者 赢 一 个 单位 , 赢 的 概率 为 p, 或 输 
一 个 单位 , 输 的 概率 为 1 - p. 当 赌 徒 的 赌 本 为 0 或 M 时 , 则 赌博 停止 . 此 时 , 赌 徒 
的 赌 本 是 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 为 
Piti=p=1-—Pi-l i=1,,M-1 
Poo= Pum =1 
例 2c P. 埃 伦 费 斯 特 和 T. 埃 伦 费 斯 特 是 两 位 物理 学 家 (又 是 夫妇 ), 他 们 提 
出 了 一 个 分 子 运动 的 理论 模型 . 设 有 两 个 坛子 , 里 面 共 有 M 个 分 子 , 每 一 次 随机 地 
选择 一 个 分 子 , 把 它 从 原来 的 坛子 移 疝 另 一 个 坛子 , 记 X 表示 第 1 个 坛子 经 过 m 
次 转移 以 后 的 分 子 的 个 数 . 则 {Xo, X1,…} 是 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 为 


Re 
Pin=~ 7 0<i<M 
R= OSi<M 


Pj=0 车 lj 一 i 让 >1 a 
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对 于 马尔 可 夫 链 ，P 表示 由 状态 i 转 入 j 的 概率 , 我 们 也 可 以 定义 两 步 转移 
的 概率 P, 它 等 于 一 个 系统 原来 在 状态 i, 经 过 两 步 转移 以 后 到 达 状 态 j 的 概率 . 
即 : 


Pl = P{Xm+2 = jIXm = 计 


P42 可 以 由 Py 经 过 下 列 方式 计算 得 到 


M 
PR) = P{X2 =jlXo =i} = DP{X2 =j,X1 =k|Xo = 
k=0 
M M 
= PLX = jlX1 =k, Xo=i}P{X1 = kXo =i} = D) PejPix 
k=0 k=0 


一 般 情况 下 , 可 求 出 n 步 转移 概率 PY， 
PW = P{Xnim = jlXm = 


为 计算 PY, 我 们 引入 下 列 命 题 . 


命题 2.1 ( 查 普 曼 -- 科 尔 莫 戈 罗 夫 方 程 ) 
M 
NB A 07 
k=0 


证 明 : 
Pl = P{Xn = jlXo =i} = DP{Xn = Xr =k|Xo = 
k 


= DP{Xn = jlXr = Xo=iP{Xr =kXo=i}j=D PY PY Oo 
大 大 


例 2d (随机 游 动 ) 随机 游 动 是 一 个 可 数 无 限 状态 空间 中 的 马尔 可 夫 链 . 假定 
状态 空间 是 {0, 圭 1,…}, 当 质 点 处 于 状态 i 时 , 它 下 一 步 会 以 p 的 概率 往 右 移 一 
步 ,以 1 一 p 的 概率 往 左 一 步 . 这 样 , 质点 的 路 径 形成 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 
为 

Pir=p=1—Pi-l i=0,+1,. 
现在 设 一 个 质点 处 于 状态 i, 若 它 经 过 n 步 转移 以 后 到 达 状 态 j, 那么 , 其 中 (n 一 
i 十 站 /2 步 是 往 右 的 , 而 n 一 (n 一 i+j)/2 = (n++i 一 站 /2 步 是 往 左 的 . 每 一 步 往 右 
的 概率 为 p, 并 且 独 立 于 其 他 各 步 , 它 恰好 是 一 个 二 项 概率 ， 


P= )pe-a020 — D+/2 


( n 
(n—i+j)/2. 
上 式 中 二 项 系数 (") 当 z 不 是 小 于 或 等 于 n 的 非 负 整数 时 , 定义 为 0 上述 公式 
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可 以 重新 写成 


2 a 
Pata = (RP (Lp k=0,+l,... ,En 


2 1 a 
Pan = (pr pe k=0,+l ,tn, ntl) 昌 


虽然 PY) 是 条 件 概率 , 但 是 我 们 可 以 利用 初始 概率 , 导出 相应 的 无 条 件 概率 ， 
例如 
P{Xn = 刀 = DP =jlXo = 计 P{Xo= 计 = 和 PP{Xo = 让 
对 于 很 大 一 部 分 的 马尔 可 夫 链 , PY 收敛 到 一 个 数 i; , 它 不 依赖 于 初始 状态 i. 可 
以 指出 , 具有 这 种 性 质 的 一 个 充分 条 件 是 : 存在 n, n > 0, 使 得 
PY >0 ”对 所 有 的 i,j =0,1,…,M (2.1) 
满足 公式 (2.1) 的 马尔 可 夫 链 称 为 遍历 的 , 由 命题 2.1 可 得 
M 
POY BPP 
k=0 
上 式 中 令 n 一 co, 对 于 遍历 的 马尔 可 夫 链 , 可 得 
M 
T= Dr™Ps (2.2) 


利用 恒等式 1 = 6 P4Y, 令 nn 一 00， 可 得 


Pi ， 
D3 =1 (2.3) 


j=0 
事实 上 , 可 以 证 明 xj,0 < j < M 是 方程 组 (2.2),(2.3) 的 唯一 解 . 所 有 这 些 结论 , 可 
综合 成 下 面 的 一 条 定理 , 但 是 此 处 没有 给 出 证 明 . 


定理 2.1 对 于 遍历 的 马尔 可 夫 链 ， 
T= im Pp 


订 


存在 , 并 且 mi,0O<7J< M 是 下 列 方程 组 的 只 一角 
-六 Tk Pu ni=1 
大 =0 


例 2e 考虑 例 2a, 我 们 假定 如 果 今天 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 a; 如 果 今天 
不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 8. 由 定理 2.1, 下 雨 和 不 下 雨 的 极限 概率 ro 和 ma 由 
下 面 的 方程 组 给 出 
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To 一 ao 十 Br Ti 一 (1 一 a)ro+(1 一 B)m m+m=1 


由 这 个 方程 组 得 到 


Ne __l-a 
mi+6p-a "7 1+-a 
例如 , a = 0.6,6 = 0.3, 则 下 雨 的 极限 概率 为 ro = 3/7. a 


当 n 很 大 时 , 量 x; 也 等 于 马尔 可 夫 链 处 于 状态 j 所 占 的 时 刻 的 比例 , 7 = 
0,1,… ,M. 直观 上 可 以 这 样 地 看 这 一 事实 : 记 已 表示 当 n 很 大 时 , 链 处 于 状态 了 
的 时 刻 所 占 的 比例 . (利用 强大 数 定律 可 以 证 明 , 对 于 遍历 的 马尔 可 夫 链 , 这 个 比例 
的 极限 存在 , 并 且 是 一 常数 . ) 现在 设 链 处 于 状态 的 比例 为 Pi, 由 于 由 上 转向 j 
的 概率 为 Pe;. 这 样 , 这 个 链 中 , 由 转向 ;j 的 比例 为 P. Pu, 对 所 有 状态 k 求 和 ， 
js 有 Pu 就 是 链 处 于 状态 j 的 比例 . 这 样 , 处 于 状态 j 的 时 刻 的 比例 应 满足 


P=) PP 
k 
同时 下 式 是 明显 成 立 的 
DP=1 
5 


再 利用 定理 2.1, ri 是 方程 (2.2)(2.3) 的 唯一 解 . 可 推 知 P = Tj,j = 01 ,，M. nj 
处 于 状态 ? 的 时 刻 的 比例 的 解释 , 即使 是 非 遍 历 的 马尔 可 夫 链 也 是 正确 的 . 

例 2f 现在 我 们 再 考虑 例 2c, 假设 我 们 感 兴趣 于 恰好 有 7 个 分 子 在 第 一 个 盒 
子 中 的 时 刻 的 比例 , 7 = 0,1,… , M, 根据 刚才 的 讨论 , 恰好 有 7; 个 分 子 在 第 一 个 盒 
子 就 是 马尔 可 夫 链 处 于 状态 ; . 因此 , 所 问 的 问题 就 是 马尔 可 夫 链 处 于 状态 ; 的 时 
刻 的 比例 问题 . 利用 定理 2.1, 可 化 为 求解 方程 组 


i 
人 二 


M-jij+l1 j+1 
Nj 一 Tj-1 X 让 让 四 


易 知 , 这 组 方程 组 的 解 为 
»- OO on 


这 些 就 是 马尔 可 夫 链 保持 在 状态 j 的 时 刻 所 占 的 比例 . (习题 11 给 出 了 一 个 如 何 
估算 前 面 问题 的 解 的 方法 . ) mn 


9.3 惊奇、 不 确定 性 及 精 385 


9.3 ”惊奇 、 不 确定 性 及 炳 


考虑 在 试验 中 事件 媚 发 生 以 后 的 情况 . 当 你 知道 一 个 事件 E 发生 以 后 , 一 定 
会 有 某 种 惊奇 的 感觉 , 不 过 惊奇 的 程度 可 大 可 小 . 这 种 惊奇 是 由 于 事件 妃 发 生 所 
带 来 的 信息 所 引起 的 , 而 这 些 信息 又 与 事件 EE 的 概率 有 关 . 我 们 还 是 用 例子 来 说 
明 . 设 某 人 掷 般 子 , 当 人 们 听 到 两 个 般 子 的 总 和 是 一 个 偶数 时 ,并 不 感到 十 分 惊奇 
(该 事件 的 概率 为 1/2). 但 是 当 他 掷 出 总 和 为 12 时 , 就 感到 惊奇 了 , 原因 是 “和 为 
12” 这 个 事件 出 现 的 概率 为 1/36. 

本 节 中 , 我 们 要 将 惊奇 量化 , 首先 我 们 必须 有 这 样 一 个 共识 , 当知 道 某 事件 发 
生 以 后 , 感到 惊奇 的 程度 只 跟 这 个 事件 的 概率 有 关 . 我 们 用 S(p) 表示 由 概率 为 p 
的 事件 发 生 以 后 所 产生 的 惊奇 感觉 的 程度 . 为 了 确定 5(p) 的 具体 形式 , 我 们 需要 
给 出 S(p) 应 该 满足 的 条 件 , 根据 这 些 条 件 确定 5(p) 的 形式 . 首先 我 们 假定 S(p) 
对 一 切 0 < p < 1 有 定义 , 但 对 于 概率 为 0 的 事件 没有 定义 . 

关于 惊奇 的 第 一 个 条 件 是 : 当 听 到 一 个 必然 事件 发 生 时 不 会 产生 任何 惊奇 . 因 
此 


公理 1 5(1) = 0. 


第 二 个 条 件 是 越 不 容易 发 生 的 事件 发 生 后 , 造成 的 惊奇 感觉 就 越 大 . 
公理 2 5S(p) 是 p 的 严格 递减 函数 , 若 p < q, 则 S(p) > S(q). 
第 三 个 条 件 是 数学 上 的 条 件 , p 的 微小 变动 也 会 导致 5(p) 的 微小 变动 . 


公理 3 5(p) 是 一 个 p 的 连续 函数 . 


现在 考虑 两 个 独立 事件 E, 下 , 假定 P(E) = p, P(F) = 9 P(EF) = pq. 因此 , 当 
听 到 EE, 下 发 生 时 , 相应 的 惊奇 为 S(pg). 现在 假定 已 首先 发 生 , 然后 下 发 生 . 而 
5S(p) 表示 听 到 已 发 生 后 的 惊奇 , 由 此 可 知 S(pg) - S(p) 表示 听 到 FF 发 生 以 后 的 附 
加 的 惊奇 . 由 于 E, FF 相互 独立 , 已 的 发 生 并 不 影响 下 的 概率 , 因此 , 这 部 分 附加 的 
惊奇 应 该 是 5(q). 这 样 , 我 们 有 


公理 4 5(pg)=S)+5(G) 0<p<l,0<g<l 


现在 我 们 要 给 出 S(p) 的 表达 式 . 
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定理 3.1 车 S(-) 满足 公理 1 ~ 4, 则 S(p) = -Clogzp, 其 中 C 为 任意 正 
数 . 


证 明 : 由 公理 4, 知 
SC2) = S(p) + S(p) = 2S(p) 
由 此 , 利用 归纳 法 得 
S(p™) = mS(p) (3.1) 
同时 , 对 任何 正 整数 n, S(p) = 5(p* …p#) = nS(p*), 由 此 推 得 
S(p*)= Ls(p) (3.2) 
由 式 (3.1), (3.2) 知 
S(p™/") = mS(p*) = TS(p). 
或 者 


S(p”) = £5(p) (3.3) 
其 中 zx 为 正 有 理 数 , 但 由 于 S 为 p 的 连续 函数 (公理 3), (3.3) 式 对 于 非 负 实 数 都 
成 立 . (证 明 此 结论 !). 
现在 , 对 任意 p,(0<p<1), 令 z= 一 logap, 或 p=(1/2)” ,由 (3.3) 式 得 
st =s(()) -zs 人 的 -=-cwma 
其 中 C= 83(G) > SG) = 0. 口 
当 C=1 时 , 5S(p) = 一 loga(p), 其 单位 为 比特 (5($))- 
现在 考虑 一 个 随机 变量 , 它 的 可 能 取 值 为 z1,… ,zn, 相应 概率 为 p1,… ,pn. 
当 观 察 到 z; 以 后 , 引起 的 惊奇 为 -logz(pi), 由 此 可 知 , 当 观 察 到 随机 变量 X 所 引 
起 的 平均 的 惊奇 为 i's 
H(X) = — Dpilogap: 


i=1 
在 信息 论 中 五 (X) 称 为 随机 变量 X 的 烂 ( 当 Pi = 0 时 , 0log2(0) = 0). 可 以 证 明 ， 
当 mm 相同 时 , 瓦 (X) 达到 其 最 大 值 . 

互 (X) 表示 得 知 X 值 以 后 所 引起 的 平均 惊奇 程度 , 但 也 可 以 认为 X 的 不 确定 
程度 , 事实 上 , 在 信息 理论 中 , 五 (X) 就 是 观测 到 X 的 值 以 后 所 接收 的 平均 信息 量 ， 
因此 , 惊奇 程度 , 不 确定 性 和 信息 量 是 从 不 同 角度 来 看 待 X 的 同一 个 特性 . 

现在 考虑 两 个 随机 变量 X 和 站, 它们 分 别 取 值 于 z1,… ,zn 和 ,… ,Vn ， 
其 联合 分 布 列 为 

p(zi,y;) = P{X = Zi,Y = Y;} 

随机 向 量 (X,Y) 所 含 的 不 确定 性 互 (X,Y) 为 
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H(X,Y)=— DD P(ri,y)log2 p(xi,y;) 
CR 
设 Y =yj 已 观测 到 , 此 时 X 在 Y =y; 的 条 件 下 的 不 确定 性 为 
Hy=w,(X) = — Dp(zily;)log2 p(zily;) 


其 中 


plzily;) = P{X = zilY = y;} 
因此 , 当 Y 被 观测 到 以 后 , X 的 平均 不 确定 性 为 
Hy(X) = > Hy=y,(X)py (y;) 
了 了 


其 中 py(W) = P{Y = 切 } 


命题 3.1 说 明了 互 (X,Y) 与 H(Y), Hy(X) 之 间 的 关系 . X,Y 的 不 确定 性 等 


于 Y 的 不 确定 性 加 上 Y 被 观测 到 以 后 X 的 平均 剩余 不 确定 性 . 


命题 3.1 
H(X,Y)= H(Y) + Hy(X). 


证 明 : 利用 恒等式 p(zi,yj) = py (yj)p(zily;j)， 
H(X,Y)=— Prowlogs lout) 
=- 2 Dp (wleilv) los, pr (yi) + loga p(xily;)] 
= Fr) log2 py (yj) Dreily) 
一 Zr DPC) log2 p(zily;) 


=H(Y)+ Hy(X) 


口 


当 被 观测 到 以 后 , X 的 不 确定 性 应 该 减少 , 这 是 信息 论 的 一 个 基本 结果 . 为 


证 明 这 个 结论 , 我 们 需要 下 面 的 引 理 (证 明 作为 习题 ): 


引 理 3.1 
lnz 和 z 一 1 rr>0 


等 号 只 有 z = 1 处 成 立 . 


定理 3.2 
Hy(X) < H(X) 
上 述 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 X,Y 相互 独立 . 
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证 明 : 
Hy(X)— H(X)=— > Prey) log2lp(zily)]p(y;) + > Dp(zi,y;) log2 p(i) 
i 
-2 Pr) og [2 (aa) j] 


p(Tily;) 


Slog2e DD rr) )[; 2 -]] 利用 引 理 3.1 


=log2e E Dplz)p(y) — DY pziy; | 
i 于 < 


=log2ell—1]=0 口 


9.4 ”编码 定理 及 炳 


设 一 离散 随机 变量 X 在 A 地 被 观测 到 , 然后 通过 一 个 通讯 网 络 送 到 B 处 , 而 
通讯 网 络 信号 由 0 和 1 组 成 . 为 了 实现 通讯 的 目的 , 我 们 必须 把 X 的 可 能 值 编 成 
一 个 一 个 的 0 - 1 序列 . 为 了 避免 混乱 , 要 求 编码 后 的 序列 , 不 能 出 现 一 个 序列 是 
另 一 个 序列 的 延长 . 

例如 , X 可 取 za zz,zayza, 则 一 个 可 能 的 编码 方式 是 

To00 zt0l zo910 zaomll (4.1) 
车 X= zi, 则 将 00 送 到 B 处 , 若 X = z2, 则 将 01 送 到 B 处 , 等 等 . 这 就 形成 一 
个 编码 系统 . 另 一 种 可 能 的 编码 方式 是 
To0 T2010 T30110 zaomlll (4.2) 
但 是 下 面 的 编码 是 不 容许 的 : 
T1920 zl T3900 Tao0l 
这 是 因为 00 是 0 的 延长 , 01 也 是 0 的 延长 . 

编码 理论 中 的 一 个 任务 是 设计 一 个 编码 系统 , 使 得 在 传送 过 程 中 具有 最 小 的 期 
望 码 长 . 例如 , 若 

PIX =z1} =3 P{X =z2} =3 P(X=z)} = PI 


车 利用 (4.2) 传递 , 则 平均 码 长 为 -1+ 了 -2+ 雪 "3+ 于 .3 = 175, 着 用 (4.1) 传递 ， 
则 平均 码 长 为 2, 因此 , 对 于 上 面 一 组 概率 , (4.2) 比 (4.1) 更 有 效 . 

现在 提出 这 样 的 问题 , 对 于 给 定 的 随机 变量 , 什么 样 的 编码 系统 是 最 有 效 ? 其 
结果 是 这 样 的 , 对 于 任何 编码 系统 , 其 平均 码 长 大 于 或 等 于 X 的 炳 , 这 个 结果 就 是 
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信息 论 中 的 无 噪声 编码 定理 , 为 证 明 此 结果 , 我 们 需要 下 面 的 引 理 4.1. 


引 理 4 设 X 的 取信 范围 为 = . zw， 为 了 把 它们 编 成 长 度 为 mu 
mw 的 二 进 序列 (不 能 让 其 中 一 个 序列 为 另 一 个 序列 的 延长), 这 要 条 人 为 
N lm 
23() <: 
证 明 : 对 于 正 整数 m4,… ,nw, 记 ww 表示 ni 中 等 于 j 的 个 数 ,j = 12,…. 
为 了 使 得 它们 形成 编码 系统 , 显然 , w < 2 又 由 于 不 容许 一 个 码 为 另 一 个 码 的 对 
长 对 于 wz, 必须 满足 ws < 2? uy, 其 中 22 是 码 长 为 2 的 所 有 二 进 序列 个 数 , 而 


2wi 就 是 将 长 度 为 1 的 序列 延长 成 2 位 序列 的 个 数 . 一 般 情 况 下 据 相 同 的 理由 ,un 
应 满足 


Wn < 2 — W121 — W222 nl2 n=1,2,.. (4.3) 
事实 上 , 仔细 一 想 , 若 有 一 组 ni,i = 1,2,… , N, 满足 上 述 条 件 , 就 可 能 找到 相应 的 
二 进 序列 将 ri 进行 编码 , 并 且 zi 相应 的 码 长 为 ni, 因此 , (4.3) 是 将 z1,… ,zw 编 
成 码 长 为 n1,… ,nw 的 编码 系统 的 充 要 条 件 . 
将 (4.3) 改写 成 
Wn 十 Un-12 十 … 十 Wi2n-1 <2" n=1,2,... 
两 边 除 以 2", 充 要 条 件 变 成 


2 人 < 1 对 一 切 n 成 立 (4.4) 
由 于 n 为 任意 的 , 容易 看 出 , 这 个 充 要 条 件 变 成 


有 全 < 


由 于 w; 是 n1,… ,ny 中 等 于 j 的 个 数 , 于 是 
o0 N ni 
(8) -HY 5 


现在 给 出 定理 4.1 


定理 4.1 (无 噪声 编码 定理 ) 设 X 取 值 于 {z1,… ,zw}, 其 相应 的 概率 为 
pz ,p(TN): 人 个 编码 系统 ， 将 编 成 m 位 的 二 进 序列 , 则 


Tmt) > H(X)= -re logzp(zi) 


i=l 


@ 在 本 章 末 , 译 者 给 出 该 引 理 的 另 一 种 证 明 . 一 一 编者 注 
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证 明 : 记 P=p(zi),q=2-"/ 沁 生 12-",i=1,… ,NN. 关于 这 两 组 数 , 我 们 有 
> Pilog, (RB) = -aogey 也 > 和 
= ilog> 二) 三 一 og2e Do Rn ( 动 = logse > Pn (各 ) 


人 
<logzey P(E -1) 利用 引 理 3.1 
EL 


由 此 可 得 
N 
—D_ Pilogs P: < -> Roma= nn + (D2™) 
i=1 i=1 
< na 利用 引 理 4.1 口 
i=1 
这 个 不 等 式 即 定理 之 结论 . 


例 4a 考虑 随机 变量 X, 其 分 布 列 为 
1 1 1 
P(71)=3 P72)=4 p(zs) 一 P(za) 一 8 


2 
由 于 
H(X)= [310g23+ Yiogs 1 + 3loga 3] =3+3+3=175 
现在 考虑 编码 
T1090 T20910 73 全 110 zm11l (4.5) 
对 于 这 组 编码 , 平均 码 长 为 mip(zi) = 1.75 = 五 (X). 由 定理 4.1 知 , 不 会 再 有 
比 这 一 组 编码 更 有 效 的 编码 了 . a 


对 于 大 部 分 随机 变量 来 说 ， 不 会 存在 一 组 编码 系统 ,使 得 平均 码 长 达到 下 界 
HH(X). 但 是 可 以 存在 一 个 编码 系统 , 使 得 平均 码 长 与 五 X) 之 间 的 误差 小 于 1. 为 
此 , 记 ni 为 满足 下 列 条 件 的 整数 

一 logzp(zi) < ni < 一 logzp(zi) 十 1 
由 于 
N N N 
D2 ™ < 27 = plz)=1 
i=1 i=1 i=1 


利用 引 理 4.1, 我 们 能 够 构造 一 组 编码 (0--1 序列 ), 使 得 其 长 度 为 ni(i = 1,… ，N)， 
mi 对 应 于 mi. en 这 组 编码 的 平均 长 度 为 XLnip(zi). 显然 工 满足 


-六 pa logz plzi) < 工 < 一 Er logzp(zi) + 1 


1 
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H(X) < L<H(X)+1 
例 4b 现 独立 抛掷 10 次 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p, 现在 要 把 这 个 信息 
由 A 端 送 B 端 . 试验 的 结果 为 X = (X1, X2,… , X10), 其 中 
1 第 ;次 抛掷 正面 朝 上 
0 第 ;次 抛掷 反 面 朝 上 
根据 刚才 得 到 的 结果 , 必定 存在 至 少 一 个 编码 系统 , 具 平均 码 长 L 满足 
H(X) < L< H(X)+1. 
由 于 Xi 为 相互 独立 的 随机 变量 , 依 命题 3.1 和 定理 3.2, 得 
N 
H(X)= H(X1,… ,Xn) = DH(Xi) = —10lplog2p + (1—p)log2(1 —p)] 


i=1 
设 p = 1/2, 则 五 (X) = 10, 此 时 , 利用 X = z 作为 编码 系统 , 其 平均 码 长 为 
10. 因此 , 不 会 存在 比 X = z 本 身 这 个 编码 系统 更 有 效 的 编码 系统 . 例如 , 前 5 次 
据 硬 币 , 得 到 正面 朝 上 , 后 5 次 反面 朝 上 , 可 将 1111100000 直接 进行 传送 . 
然而 , 当 p 关 1/2, 我 们 可 以 找到 一 组 编码 , 使 得 平均 码 长 比 10 小 .例如 p = 1/4， 
此 时 


PE 


H(X)= -10(3 log> 了 于 SF log; 3) =8.11 
我 们 可 以 找到 一 组 编码 , 其 平均 码 长 小 于 9.11. 
一 个 简单 做 法 如 下 , 将 (X1,… , X10) 分 成 5 对 , 2 个 随机 变量 形成 一 对 , 编码 
方法 如 下 : 
Xi=T Xn=T 2 0 X=T,Xn=H 2 10 
Xi=HXin=T 2 110 X=HXn=H ~ 11l 
此 处 , i = 1,3,5,7,9, H 表示 正面 朝 上 , T 表示 反面 朝 上 . 这 样 可 把 10 次 掷 硬币 结 
果 通 过 一 对 一 对 的 编码 将 信号 传送 出 去 . 
例如 , 试验 结果 为 TTTHHTTTTH, 此 时 编码 为 010110010, 其 平均 码 长 为 


3\2 1\/3 1\/3 1\2 

sh(3) +2(3) (2) +3(3) (2) +3(3) |= 证 =s4t 5 
到 此 为 止 , 我 们 讨论 的 传送 都 是 无 噪声 传送 , 在 A 端 送 出 一 个 信号 , 在 B 端 接 
收 到 的 是 与 A 端 完 全 相同 的 信号 . 由 于 随机 干扰 , 在 实际 通讯 中 , 往往 产生 误差， 

例如 发 送 端 发 送 的 消息 为 00101101, 而 接收 收 端 变 成 01101101. 
现在 设 在 发 送 端 发 出 一 位 (0 或 1), 在 接收 端 将 以 概率 p 收 到 正确 的 信号 , 并 且 
各 位 之 间 的 传送 是 相互 独立 的 , 这 样 的 通讯 系统 称 为 二 进 对 称 通道 . 现在 设 通道 的 
参数 p = 0.8, 并 假设 传送 的 信号 由 很 多 位 组 成 . 由 于 每 位 有 0.2 的 概率 误 传 , 若 不 
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经 过 技术 处 理 而 直接 传送 , 这 种 错误 是 很 严重 的 . 一 种 减少 误 传 信号 的 方法 是 将 信 
号 重复 3 次 , 然后 在 译 码 过 程 中 按 多 数 原则 , 即 按照 下 表 中 方法 进行 编码 和 译 码 . 


编码 解 码 编码 解码 
000 111 
001 110 

0 一 000 一 0 1 一 111 一 
010 101 1 
100 011 


这 种 编码 的 方法 , 如 果 传输 过 程 中 最 多 只 有 一 个 错误 . 那么 , 通过 译 码 , 还 能 得 
到 正确 的 信和 号, 因此 , 传送 一 位 错误 的 概率 变 成 
(0.2)3 + 3(0.2)2(0.8) = 0.104 
这 是 一 个 很 大 的 改善 , 事实 上 , 只 要 在 编码 时 , 重复 足够 多 次 , 就 可 以 将 误 传 概 
率 变 成 任意 小 . 例如 下 面 的 系统 . 


编码 解 码 
0—= 17 个 0 多 数 原则 
1 一 17 个 1 


可 将 传送 一 位 的 误差 概率 缩 成 小 于 0.01. 
上 述 编码 方法 的 问题 是 , 虽然 把 传送 误差 减少 了 , 但 是 在 通讯 过 程 中 , 每 一 位 
传送 的 信号 也 相应 减少 了 ( 见 表 9.1). 
表 9.1 重复 传输 的 编码 系统 
每 一 位 的 误差 概率 传送 中 每 一 位 实际 传送 的 信号 
0 ds 1/3) 
0.01 0.06(= 1/17) 
看 起 来 , 想 要 减少 误差 概率 , 不 可 避免 地 也 需 降 低 传 送 的 效率 . 然而 , 这 个 结论 
是 不 正确 的 , 在 信息 论 中 有 香农 建立 的 嗓 声 编码 定理 (noisy coding theorem), 其 结 
果 是 惊人 的 , 现在 我 们 叙述 这 个 定理 . 


定理 4.2 (噪声 编码 定理 ) 存在 一 个 数 C, 使 得 对 于 任何 R<C, 以 及 任何 
<>0, 存在 一 个 编码 译 码 系统 , 使 得 传送 一 位 的 误差 概率 小 于 <, 而 每 一 位 
实际 传送 的 信号 为 R, 最 大 的 C 的 值 C* 称 为 通道 容量 , 对 于 二 进 对 称 系 
统 ， 

C*=1+plogap+ (1—p)log2(1—7) 


小 结 


具有 速率 和 的 泊 松 过 程 是 一 族 随 机 变量 {N(t),t > 0}, 它 涉及 时 间 轴 上 的 随机 
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点 上 发 生 的 事件 , 例如 , N(t) 表示 在 时 间 区 间 (0, 上 发 生 事 件 的 个 数 . 泊 松 过 程 
由 下 面 几 个 条 件 所 界定 . 
(i) 在 不 相 重 的 时 间 区 间 上 发 生 的 事件 数 是 相互 独立 的 . 
(ii) 在 一 个 区 间 内 发 生 事 件 的 个 数 的 分 布 只 依赖 于 这 个 区 间 的 长 度 . 
(十) 在 一 个 时 刻 只 发 生 一 个 事件 . 
(iv) 事件 发 生 的 速率 为 入. 
可 以 证 明 N(t) 是 泊 松 随机 变量 , 其 期 望 值 为 XM. 此 外 , 两 个 相 邻 的 事件 之 间 的 时 
间 间 隔 Ti(i > 1) 是 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 , 参数 为 入. 
取 值 于 {0,1,… , M} 的 随机 变量 序列 {Xn,m > 0} 称 为 具有 转移 概率 Pi 的 
马尔 可 夫 链 , 如 果 对 于 一 切 nio,… ,in,i,j 
P{Xnt1 = jIXn =i Xn = i ,Ko =io} = Py 
如 果 我 们 将 X。 解释 为 时 刻 n 的 状态 , 然后 马尔 可 夫 链 可 以 解释 为 一 串 顺 序 的 状 
态 序列 , 如 果菜 一 时 刻 在 状态 i, 下 一 时 刻 在 状态 j 的 概率 为 Pij, 它 与 以 前 的 历史 
相互 独立 有 许多 马尔 可 夫 链 ,处 于 状态 j 的 概率 当 n 一 co 时 有 一 个 极限 概率 ， 
它 不 依赖 于 初始 状态 , 若 用 zj(j=0,…, M) 表示 这 些 概率 , 它们 是 下 列 方程 组 的 唯 
一 解 : 


M 
m= np j=0b.,M 
i=0 


M 
Dn =1 
j=1 


进一步 , mi 也 是 马尔 可 夫 链 当 n 充分 大 时 , 处 于 状态 ; 的 时 刻 的 比例 . 
设 X 是 取 值 于 {z1,… ,zn} 的 随机 变量 , 其 相应 的 概率 为 {p1,… ,pn}, 量 


H(X) = 一 > Piloga(pi) 


i=1 
称 为 随机 变量 X 的 炳 , 它 可 以 解释 为 X 具有 不 确定 性 的 大 小 , 也 可 以 解释 为 当 观 
测 到 X 以 后 所 接受 的 平均 信息 量 . 炉 在 二 进 制 编码 理论 中 有 很 重要 的 应 用 . 


理论 习题 


1. 顾客 按照 速率 为 和 的 泊 松 过 程 的 方式 到 达 一 个 银行 , 设 在 前 一 个 小 时 内 有 两 位 顾客 到 达 ， 
求 下 列 事件 的 概率 : 

(a) 都 在 前 20 分 钟 内 到 达 ; (b) 在 前 20 分 钟 内 至 少 有 一 个 顾客 已 经 到 达 . 

2. 假设 在 高 速 公路 的 菜 处 每 分 钟 通过 的 汽车 数 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 速率 入 = 3 辆 / 分 . 
现在 设 某 人 不 顾 一 切 地 要 冲 过 该 公路 ， 他 走 过 公 路 的 时 间 为 s 秒 . (假定 他 在 公路 上 时 ， 
车 刚好 有 一 辆 车 通过 这 一 路 口 , 则 这 个 人 一 定 会 受伤 . ) 求 他 不 会 受伤 的 概率 . 考虑 s = 
2, 5, 10, 20 的 情况 , 求 出 其 概率 . 
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.假定 在 习题 2 中 这 个 人 比较 机 警 , 在 穿越 公路 这 段 时 间 内 (时 间 为 s 秒 ), 若 只 有 一 辆 汽 


车 通过 , 他 不 会 受伤 . 但 是 , 当 这 段 时 间 内 有 2 辆 以 上 的 车 经 过 时 , 他 一 定 会 受伤 . 求 他 
穿越 公路 时 不 会 受伤 的 概率 , 并 计算 s = 5, 10, 20, 30( 秒 ) 时 的 概率 值 . 


. 设 一 共有 3 个 白 球 和 3 个 黑 球 , 将 它们 放 在 2 个 坛子 里 , 每 个 坛子 里 放 3 个 球 . 若 第 一 


个 坛子 里 含 i 个 白 球 , 则 这 个 系统 处 于 状态 i,i = 0, 1, 2,3. 每 一 步 从 两 个 坛子 中 各 随机 
地 拿 出 一 个 球 , 将 第 一 个 坛子 中 的 球 放 回 到 第 二 个 坛子 , 将 第 二 个 坛子 中 的 球 放 回 到 第 一 
个 坛子 . 记 Xn 为 n 步 以 后 的 状态 , 计算 马尔 可 夫 链 {Xn,m > 0} 的 转移 概率 . 


. 在 例 2a 中 , 假定 今天 下 雨 的 概率 为 0.5, 计算 第 4 天 下 雨 的 概率 (a = 0.7, 6 = 0.3). 


6. 计算 理论 习题 4 中 的 极限 概率 . 


10. 


11, 


12. 


， 称 一 个 转移 概率 矩阵 为 双重 随机 的 , 如 果 它 还 满足 


M 
DPs=1 j=0b2,,M 
i=0 


如 果 这 个 马尔 可 夫 链 是 放 历 的 , 证明 TL) = 了 7 一 01 ,ML 


。 某 人 的 精神 可 能 处 于 3 种 状态 , 兴奋 (c), 平静 (s), 郁闷 (g), 下 面 是 精神 状态 的 转移 概率 


和 矩阵 
c s & 

c 07 02 0.1 

s 04 03 0.3 

g 02 04 0.4 
这 个 矩阵 是 这 样 解释 的 : 以 s 行为 例 , 这 一 行 表示 若 今天 他 比较 平静 , 那么 他 明天 处 于 兴 
奋 、 平 静 和 郁 闽 的 概率 分 别 为 0.4, 0.3, 0.3. 其 余 各 行 的 解释 是 类 似 的 . 求 这 个 人 处 于 兴奋 
天 数 所 占 的 比例 . 


.假定 明天 是 否 下 雨 只 依赖 于 过 去 两 天 的 气候 状况 , 特别 地 , 若 昨 天 和 今天 都 下 雨 , 那么 明 


天 下 雨 的 概率 是 0.8; 若 昨 天 下 雨 , 今天 不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 0.3; 如 果 昨 天 不 下 
雨 , 今天 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 0.4; 如 果 昨 天 和 今天 都 不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 
0.2. 求 下 雨天 的 比例 . 

一 个 人 每 天 出 去 跑步 , 他 出 去 的 时 候 可 从 前 门 出 去 , 也 可 从 后 门 出 去 , 前 门 出 或 后 门 出 是 
等 可 能 的 . 他 回 家 的 时 候 也 是 等 可 能 地 从 前 门 或 后 门 回来 . 他 一 共有 5 双 运动 鞋 , 放 在 两 
个 门 的 门 边 , 出 去 的 时 候 随便 从 门 边 穿 一 双 出 去 , 回来 的 时 候 就 把 鞋 脱 在 门 边 . 他 出 去 的 
时 候 如 果 门 边 没 有 鞋 , 就 只 好 光 脚 跑步 . 

(a) 建立 一 个 马尔 可 夫 链 , 给 出 状态 空间 和 转移 概率 阵 . 

(b) 求 他 光 脚 跑步 次 数 所 占 的 比例 

在 例 2f 中 ， 

(a) 验证 IT 满足 方程 组 . 

(b) 对 于 给 定 的 分 子 , 求 出 它 在 第 一 个 盒子 里 的 (极限) 概率 . 

(c) 当时 间 很 长 以 后 , 事件 “第 j 个 分 子 落 在 第 一 个 盒子 中 ”, j > 1, 是 否 独立 ? 

(d) 解释 为 什么 (b) 中 极限 概率 是 这 样 的 . 

设 某 人 摔 两 枚 均匀 般 子 , 并 计算 所 得 点 数 之 和 , 求 这 个 和 数 的 炉 . 
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13. 


14. 


15. 
16. 


17. 
18. 


设 X 取 个 值 , 其 相应 的 概率 为 P,… ,Pn, 证 明 当 Pi = 1/n,i= 1 2,… ,n 时 , H(X) 
达到 极 大 值 , 计算 此 时 互 (X) 的 值 . 
某 人 连续 掷 两 枚 均匀 般 子 , 令 


1 着 其 点 数 之 和 等 于 6 
0， 其 他 


令 Y 为 第 一 次 掷 般 子 所 得 到 的 点 数 , 计算 (a) H(Y), (b) Hy(X), (c) H(X,Y). 
一 枚 硬币 , 抛掷 时 正面 朝 上 的 概率 为 p = 2/3, 现 连续 抛掷 6 次 , 计算 试验 结果 的 炳 . 

一 个 随机 变量 可 取 n 个 值 z1,… ,zn, 相应 的 概率 值 为 p(zi),i = 1,2,… ,n. 我 们 希望 
问 一 系列 问题 , 每 次 只 回答 “是 ”或 “ 否 ”, 例如 “是 否 X = z1?” 或 “是 否 义 取 z1,z2 或 
zs 之 一 个 ?”, 等 等 , 为 了 得 到 X 的 值 , 你 对 平均 问 问 题 的 次 数 有 什么 结论 ? 

对 任何 离散 随机 变量 X 和 函数 f, 推出 H(f(X)) < H(X). 

设 X 是 在 A 端 发 送 的 0 - 1 信号 , Y 为 B 端 接收 的 信号 , 及 (X) 一 Hy(X) 称 为 传输 率 . 作 
为 P{X = 1} = 1-P{X = 0} 的 函数 , 当 传输 率 达到 最 大 时 , 这 个 值 称 为 传输 通道 的 容量 . 
现 设 通道 是 一 个 二 进 对 称 通道 , 即 通道 满足 P{Y = IIX=1=P{Y=0oX=0l=P. 
证 明 , 当 P{X = 1} = 1/2 时 , 传输 率 达到 最 大 值 1 + plogzp + (1 一 p)log2(1 一 p)( 这 个 
最 大 值 就 是 通道 的 容量 ). 


自 检 习题 


.一 个 泊 松 过 程 , 平均 每 小 时 发 生 3 个 事件 . 


(a) 在 早晨 8:00~10:00 之 间 没有 事件 发 生 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 在 早 蝴 8:00~10:00 之 间 发 生 的 事件 数 的 期 望 值 是 多 少 ? 
(e) 在 下 午 2:00 以 后 , 第 5 个 事件 发 生 的 期 望 时 间 是 多 少 ? 


， 某 一 个 零售 店 的 客流 情况 是 这 样 的 : 顾客 按 泊 松 过 程 规律 到 达 商 店 , 速率 为 人 / 每 小 


时 ). 已 知 在 开门 的 第 一 个 小 时 内 有 两 个 顾客 到 达 , 求 下 列 事件 的 概率 : 
(a) 两 个 人 都 在 前 20 分 钟 内 到 达 ; (b) 至 少 有 一 个 人 在 30 分 钟 以 前 到 达 . 


. 在 路 上 , 每 5 辆 卡车 中 有 4 辆 后 面 跟 一 辆 小 汽车 , 每 6 辆 小 汽车 后 面 跟 一 辆 卡车 . 问 在 


路 上 卡车 所 占 比例 有 多 大 ? 


。 某 镇 的 天 气 分 成 晴 、 雨 、 阴 . 如 果 当 天 下 雨 , 那么 第 二 天 要 么 是 晴天 , 要 么 是 阴 天 , 两 者 具 


有 相同 的 可 能 性 . 如 果 当 天 不 下 雨 , 那么 以 1/3 的 概率 在 下 一 天 会 维持 原状 . 如 果 第 二 天 
气候 改变 的 话 , 它 会 等 可 能 地 变 到 另外 两 种 状态 之 一 . 从 长 期 来 看 , 晴天 的 比例 有 多 大 ? 
雨天 的 比例 有 多 大 ? 


. 设 X 可 取 5 个 值 , 其 相应 概率 为 0.35, 0.2,0.2, 0.2, 0.05. Y 也 可 取 5 个 值 , 其 概率 分 别 


为 0.05,0.35,0.1,0.15,0.35. 
(a) 指出 吾 (X) > 有 H(Y); (b) 利用 理论 习题 13, 给 出 五 (X) > H(Y) 的 直观 解释 . 
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引 理 4.1 设 X 的 取 值 范围 为 z1,… ,zw. 为 了 把 它们 编 成 长 度 为 m1,… ,nn 的 
0-1 序列 (不 能 让 其 中 一 个 序列 为 男 一 个 序列 的 延长 ), 充 要 条 件 为 


"< 


i=1 


证 明 : 为 了 证 明 引 理 , 我 们 再 强调 一 些 概念 : 编码 系统 就 是 某 些 长 度 可 不 一 样 的 0 一 1 序 
列 的 有 限 集合 , 这 个 集合 必须 满足 两 个 条 件 : 集合 的 各 元 素 必须 是 互 不 相同 的 0 - 1 序列 , 并 
且 任意 一 个 元 素 ( 即 0 - 1 序列 ) 都 不 是 另 一 元 素 的 延长 . 编码 系统 的 元 素 ( 即 0 一 1 序列 ) 称 
为 码 , 以 区 别 于 系统 外 的 0 一 1 序列 . 编码 系统 的 码 的 个 数 N 称 为 系统 的 大 小 . 每 一 个 码 ( 即 
0 一 1 序列 ) 的 长 度 称 为 码 长 . 编码 系统 的 各 码 的 码 长 形成 一 个 集合 {ni,… ,nw}, 对 于 码 长 
的 集合 , 可 定义 wi = {ni1,… ,nw} 中 mi = 的 个 数 , 即 ww 为 编码 系统 中 码 长 为 i 的 码 的 个 
数 . 现在 先 证 明 , 对 于 一 个 编码 系统 , 其 相应 的 wn 满足 


Wn <2 2 wn N12 (4.3) 


事实 上 , wi < 2(n = 1) 是 十 分 明显 的 , 因为 长 度 为 1 的 0 一 1 序列 一 共有 2 个 . 故 编码 系统 中 
码 长 为 1 的 个 数 不 超 过 2. 对 于 n = 2, 长 度 为 2 的 0 一 1 序列 的 个 数 为 22, 其 中 有 wi x2 个 


Q@ 本 书 中 文 版 和 英文 影印 版 均 已 由 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 . 一 一 编者 注 
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为 码 长 为 1 的 码 的 延长 , 这 些 长 度 为 2 的 0 一 1 序列 就 不 能 作为 码 了 . 因此, wz < 22 -wi x 2， 
即 (4.3) 对 n = 2 成 立 . 如 此 继续 下 去 , 可 得 (4.3) 对 一 切 n 成 立 . 
将 (4.3) 改写 成 


tn 十 tn -12 十 … 二 ai2n ! <2 n=1,2,.. 
两 边 除 以 2"，(4.3) 就 变 成 


Dd) <1 ”对 一 切 n 成 立 (4.4) 
气 
由 于 n 为 任意 的 , 容易 看 出 , 这 个 条 件 变 成 


oo 


SY) 


j=1 
由 于 wj 是 m,… ,nw 中 等 于 j 的 个 数 
N oo 
-Ee 


现在 设 X 的 取 值 范围 为 z1,… ,zw， 若 把 它 编 成 码 长 为 n1,… ,nw 的 编码 系统 ， 即 
{z1,… ,ZN} 与 编码 系统 中 的 码 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 根据 刚才 的 讨论 知 , 关系 式 


N /1\™ 
3 <1 
3 
必定 成 立 . 这 就 是 引 理 的 必要 性 . 
现在 证 明 充分 性 . 设 {m,… ,nw} 为 一 个 正 整数 序列 , 满足 条 件 
N /1\™ 
3 <1 
lg 
我 们 指出 必定 存在 一 个 大 小 为 N 的 编码 系统 , 使 得 相应 的 码 长 之 集合 为 fn，… ,nw}. 我 们 
还 采用 必要 性 证 明 中 的 记号 wi,i > 1. 这 样 , 充分 性 条 件 中 的 不 等 式 变 成 


E3 
Dw; @) 记 寺 
j=1 到 


由 上 式 可 推 知 wi < 2, 可 取 wi 个 长 度 为 1 的 码 . 在 不 等 式 中 取 2 项 , 可 得 wa < 2 一 2uwl， 
这 说 明 在 长 度 为 2 的 0 - 1 序列 中 , 最 多 有 2? - 2wi 个 0 一 1 序列 , 这 些 长 度 为 2 的 0 一 1 
序列 和 原来 的 长 度 为 1 的 码 放 在 一 起 形成 一 个 编码 系统 . 由 于 w2 < 2? - 2wi, 显然 可 以 选择 
ua 个 长 度 为 2 的 0 一 1 序列 使 得 一 共 wi + ua 个 0 一 1 序列 成 为 一 个 大 小 为 wi + wa 的 编 
码 系 统 . 依次 类 推 , 可 以 选 出 w + wz 十 wa 十 … 个 0 一 1 序列 , 形成 一 个 编码 系统 . 将 这 些 码 
的 长 度 列 出 来 就 是 集合 {n,n2,… ,nx}. 有 了 这 个 编码 系统 , 就 可 以 建立 {z1,… ,ZN] 与 纺 
码 系统 的 一 一 对 应 关系 而 完成 编码 任务 . 口 


第 10 章 模 拟 
10.1 引 言 


怎样 确定 单 人 纸牌 游戏 的 胜出 概率 ? 所 谓 单 人 纸牌 游戏 就 是 用 某 种 固定 的 方 
法 玩 52 张 牌 , 一 副 牌 的 顺序 确定 以 后 , 玩 牌 人 的 胜 负 就 完全 确定 . 一 种 合理 的 假设 
是 一 副 牌 的 (52)! 种 可 能 的 顺序 是 等 可 能 的 , 然后 数 一 数 有 多 少 种 顺序 会 胜出 , 最 
后 计算 胜出 的 概率 . 然而 这 种 方法 显然 不 现实 , 因为 (52)! 种 顺序 是 相当 大 的 数量 . 
而 且 即 使 一 副 牌 的 顺序 已 知 , 也 只 有 按 规则 玩 牌 以 后 才能 知道 玩 牌 人 是 否 胜出 . 

看 起 来 , 确定 一 副 纸牌 的 胜出 的 概率 是 数学 的 难题 . 然而 , 在 应 用 科学 中 , 试验 
是 非常 有 价值 的 技术 , 对 于 单 人 纸牌 游戏 , 试验 就 是 玩 一 次 牌 , 或 者 可 以 编制 一 个 
计算 计 程 序 , 让 机 器 去 玩 牌 . 经 过 几 次 玩 牌 以 后 , 比如 次 , 令 


去 = i 次 玩 牌 胜出 
0 其 他 
此 时 Xi,i = 1,2,… ,nm 是 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 ， 
E[Xi] = P{ 第 i 次 玩 牌 胜出 } 
由 强大 数 定律 


以 概率 为 1 地 收敛 到 P{ 单 人 纸牌 游戏 中 玩家 赢 }、 玩 大 量 次 数 的 纸牌 游戏 以 后 ， 
赢 牌 的 频率 的 就 作为 赢 的 概率 的 估计 值 . 用 试验 的 方法 来 确定 概率 值 的 方法 称 为 
模拟 . 

为 了 使 计算 机 实现 模拟 , 我 们 必须 产生 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 值 , 这 
些 值 称 为 随机 数 . 大 部 分 计算 机 有 一 内 置 程序 , 称 为 随机 数 发 生 器 , 它 产生 一 个 伪 
随机 数 序列 . 这 个 伪 随 机 数 序列 无 法 与 (0, 1) 均匀 随机 数 序列 区 别 开 来 . 大 部 分 随 
机 数 是 这 样 产 生 的 , 它 有 一 个 初始 值 Xo, 称 为 种 子 , 以 及 正 数 a,c,m, 然后 令 


Xnt+1=(aXn+c) modulom n>0 
上 述 记号 表示 将 oXn + c 除 以 m, 取 其 余数 , 得 到 下 一 个 数 Xn+1. 这 样 , 每 个 Xn 


是 0,1,… ,m 一 1 之 一 , Xn/m 近似 地 在 (0,1) 上 均匀 分 布 . 可 以 指出 , 适当 地 选择 
a,c,m, 可 以 产生 一 个 序列 , 它 就 好 像 (0,1) 区 间 上 的 均匀 随机 变量 序列 . 
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开始 模拟 时 , 我 们 假定 能 够 模拟 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 并 用 随机 数 序 
列 这 一 术语 表示 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 一 组 样本 . 

在 单 人 纸牌 游戏 的 例子 中 , 我 们 先 给 出 一 个 52 张 牌 的 一 个 顺序 , 然后 让 计算 
机 去 玩 牌 , 然而 顺序 的 抽取 必须 是 (52)! 种 顺序 中 等 可 能 地 取出 . 因此 , 我 们 必须 
产生 一 个 随机 的 排列 . 下 面 的 程序 指出 怎样 利用 随机 数 产 生 一 个 随机 排列 , 其 方法 
如 下 , 先 从 nn 个 对 象 中 随机 地 选 定 一 个 对 象 , 将 这 个 选 定 的 对 象 放 在 n 这 个 位 置 
上 , 再 在 剩 下 n 一 1 个 对 象 中 随机 选 出 一 个 对 象 放 在 (n 一 1) 这 个 位 置 上 , 最 后 所 有 
的 对 象 都 放 在 相应 的 位 置 上 , 一 个 随机 排列 就 产生 了 . 怎样 从 若干 个 对 象 中 随机 地 
选 定 一 个 对 象 ? 其 方法 是 将 这 些 对 象 排 成 一 个 任意 的 顺序 , 再 利用 随机 数 确定 这 个 
顺序 中 的 一 个 位 置 , 在 这 个 位 置 上 的 对 象 就 是 随机 地 确定 的 对 象 . 

例 1a( 产 生 一 随机 排列 ) 假设 我 们 要 将 对 象 1,2,… ,n 做 成 一 个 排列 , 使 得 
所 有 n! 种 排列 都 是 等 可 能 地 成 为 选中 的 排列 .从 任 一 初始 排列 开始 , 经 过 n 一 1 
步 , 可 产生 一 个 随机 排列 , 而 每 一 步 将 其 中 两 个 对 象 交 换 一 下 位 置 , 在 整个 过 程 中 ， 
我 们 用 X(i) 表示 在 位 置 i 上 的 对 象 . 其 算法 如 下 . 

1. 考虑 一 个 初始 排列 , X(i) 表示 在 位 置 i 上 的 对 象 . [例如 , 令 X(i) = i,i= 
1 ] 

2. 产生 一 个 随机 变量 Na，Nn 是 数 集 {1,2,… ,n} 上 的 均匀 随机 变量 . 

3. 将 X(Nn) 与 X(n) 交换 位 置 , 交换 以 后 , X(n) 就 是 原来 的 X(Nn), 并 且 将 
这 个 对 象 固定 在 位 置 n. [例如 , n = 4, 初始 状态 X(i) =i,i= 1,2,3,4, 车 Ns = 3， 
此 时 , 新 的 排列 成 为 X(1) = 1,X(2) = 2,X(3) = 4,X(4) = 3. 而 3 这 个 对 象 此 后 不 
改 位 置 , 永远 放 在 位 置 4 上 . ] 

4. 产生 随机 数 N_i, 它 均匀 地 分 布 在 整数 集 {1,2,… ,n 一 1} 上 . 

5. 交换 X(N。_i) 与 X(n - 1) 的 位 置 . [车 Ns = 1, 新 的 排列 变 成 X(1) = 
4,X(2) =2,X(3) = 1,X(4) =3.] 

6. 产生 Nn_2 , 它 是 取 值 于 {1,2,… ,n 一 2} 的 均匀 随机 变量 . 

7。 交换 X(N,_2) 和 X(n = 2). [车 N。 = 1, 此 时 新 的 排列 成 为 X(1) = 
2,X(2) =4,X(3) = 1,X(4) =3] 

8. 产生 Nn_a,…, 直到 Na 产生 , 然后 将 X(N2) 与 X(2) 交换 位 置 , 得 到 最 后 
的 排列 . 

执行 这 个 算法 , 必须 产生 {1,2,… ,} 上 等 可 能 地 取 值 的 随机 变量 , 其 方法 如 
下 , 取 一 个 随机 数 U, 即 UV 的 分 布 为 (0,1) 上 均匀 分 布 . 注意 kU 为 (0,k) 上 均匀 
分 布 . 因此 


Pli-1<K0 < 和 j= i=1,.…,k 
取 Ni = [kU]+1, 其 中 记号 [z] 表示 z 的 整数 部 分 , 即 不 超过 z 的 最 大 整数 , 则 Ni 


就 会 在 {1,… ,上 上 均匀 分 布 . 最 后 , 我 们 可 把 算法 简明 地 写成 下 列 几 条 : 
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第 1 步 令 X()…,X(n) 为 1,2,… ,n 的 任意 排列 [例如 , X(i) = i,i = 
1，…… ,n.] 

第 2 步 令 T=m. 

第 3 步 产生 一 个 随机 数 U, 令 N = [ID]+1. 

第 4 步 交 换 X(N) 与 X(T) 的 位 置 . 

第 5 步 将 了 的 值 减 去 1, 如 果 工 > 1, 则 转向 第 3 步 . 

第 6 步 X(1),… ,X(n) 就 是 随机 排列 . 

上 述 产生 的 随机 排列 是 十 分 有 用 的 . 例如 , 一 个 统计 工作 者 希望 比较 m 种 不 
同 的 处 理 的 效应 , 试验 对 象 共 n 个 , 他 决定 将 n 个 对 象 分 成 m 个 不 同 的 组 , 每 一 
个 组 含 ni 个 对 象 , 显然 并 已; mi = n. 对 于 第 i 个 组 施 以 处 理 i, 为 了 清除 任何 偏 
向 , (例如 , 车 把 最 好 的 个 体 放 在 同一 组 , 就 会 将 处 理 的 效果 和 个 体 的 “好 坏 ”作用 
相 混淆 , 造成 偏差 . ) 我 们 必须 将 各 个 个 体 随机 地 分 入 各 组 . 怎样 做 才能 完成 这 个 
任务 ?” 

一 个 简单 而 有 效 的 方法 是 将 对 象 编号 , 由 1 号 到 号 ,同时 ,产生 一 个 1,2,…,n 
的 随机 排列 X(1),… ,X(n), 将 编号 为 X(1)…… ,X(ma) 的 对 象 归 入 第 一 组 , 将 编号 
X(nma +1)……,X(na+na) 编 为 第 二 组 , 一 般 地 , 将 编号 为 六 (ni 十 … 十 nj-1 十 ,二 
1,… ,nj 的 对 象 编 成 第 7 组 , 然后 对 于 第 j 组 施行 第 ; 种 处 理 . mn 
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本 节 中 , 我 们 提供 两 种 模拟 随机 变量 的 一 般 方 法 , 而 这 些 随机 变量 具有 连续 分 
布 函 数 . 


10.2.1 反 变 换 方法 
基于 下 列 命题 , 我 们 可 用 反 变 换 方法 模拟 具有 连续 分 布 函数 的 随机 变量 . 


命题 2.1 设 U 为 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 为 任意 一 个 连续 分 布 函数 , 定 
义 随机 变量 
则 Y 具有 分 布 函数 FF. [F-!(z) 是 方程 F(y) = z 的 解 . ] 


证 明 : 
Fy(a) = P{Y < a} = P{F-!(U) < a} (2.1) 
@ 对 于 mm = 2, 第 6 章 例 2g 提供 了 另 一 种 随机 分 组 方法 . 本 处 介绍 的 方法 比较 快 , 但 需要 更 多 的 
存储 空间 . 
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由 于 F(z) 是 一 个 单调 函数 , F-1(U) < a 成 立 的 充 要 条 件 是 U < F(a). 因此 ， 
由 (2.1) 式 可 得 


Fy(a) = P{U < F(a)} = Fo 口 

由 命题 2.1, 我 们 首先 产生 一 个 随机 数 U, 然后 令 X = F-1(U), 可 知 X 具有 
连续 分 布 函数 F(z). 

例 2a (模拟 一 个 指数 随机 变量 ) 设 F(z) =1-e-*, 则 下 -1(w) 是 下 列 方程 的 
解 : 1-e-*=wu 或 z= 一 In(1 一) 
因此 , 若 U 为 (0,1) 均匀 随机 变量 , 则 

F-1(U)=—In(1—U) 

的 分 布 为 指数 分 布 , 期 望 为 1. 由 于 (1 -UVU) 也 是 (0, 1) 均匀 随机 变量 , - lnU 也 是 
指数 随机 变量 , 其 期 望 为 1. 若 X 具有 指数 分 布 , 其 期 望 为 1, 则 cX 具有 指数 分 
布 , 其 期 望 为 c. 利用 指数 分 布 的 这 个 特点 知 -cinU 具有 指数 分 布 , 期 望 为 c。 卓 

例 2a 的 结果 也 可 以 用 来 模拟 T 随机 变量 . 

例 2b (模拟 一 个 PT(n, 入 ) 随机 变量 ) 

当 n 为 整数 时 , 我 们 可 利用 随机 变量 与 指数 随机 变量 的 关系 模拟 Fn, 和 ) 随 
机 变量 , T(n, A) 随机 变量 是 n 个 相互 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 的 和 , 每 个 和 项 具 
有 期 望 1/\. 因此 , 设 态 ,… ,Ui 为 随机 数 (独立 同 分 布 的 (0,1) 均匀 随机 变量 ), 则 


nl n 
X= -Am -x (Ho) 
具有 T(n, A) 分 布 . 站 
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假定 我 们 有 办 法 模拟 一 个 随机 变量 , 其 密度 函数 为 g, 我 们 可 以 以 这 个 随机 变 
量 为 基础 , 模拟 一 个 密度 为 f 的 随机 变量 . 其 方法 是 ; 先 模拟 一 个 随机 变量 了 了 
的 分 布 密度 为 g, 然后 以 正比 于 f(Y)/g(Y) 的 概率 采用 Y 的 值 . 具体 说 来 , 令 c 为 
一 常数 , 满足 


弄 < c 对 一 切 y 成 立 . 
然后 采用 下 列 步骤 产生 具有 密度 f 的 随机 变量 . 
第 1 步 模拟 了 , 使 > 具有 密度 9, 同时 产生 一 随机 数 U. 
第 2 步 若 U < f(Y)/[cg(Y)], 则 X =Y, 否则 回 到 第 一 步 . 
会 取 法 模拟 流程 见 图 10.1. 


图 10.1 利用 会 取 法 产生 具有 密度 函数 f 的 随机 变量 XX 
下 面 命题 说 明 合 取 法 的 原理 . 


命题 2.2 ”由 上 述 合 取 法 产生 的 随机 变量 具有 密度 函数 f. 
证 明 : 设 X 为 由 舍 取 法 产生 的 随机 变量 , 记 N 为 舍 取 法 中 循环 的 次 数 , 则 


P{X < 7} = P{Yw < 2} = P{Y <zU< 2 


P{Y<zT< 2 


K 
其 中 天 = P{U < f(Y)/[cg(Y)]}. 由 于 Y 与 U 相互 独立 ,Y 与 U 的 联合 密度 
由 下 式 给 出 : 


f(yu)=9Yy) 0O<u<l 


这 样 
P(X< 可 = 过 x // gly) dudy 
ocue} EY/e 9(y) 
z f(y)/cg(y) 2 
= [9 
由 于 f(y) 为 密度 函数 , 上 式 两 边 令 = +oo, 得 
= 志 广 you= 记 
这 样 ，(2.2) 式 变 成 
Px < = fo 


注释 (a) 前 面 提 到 以 概率 f(Y)/[cg(Y)] 接受 Y 是 指 产生 一 个 随机 数 U, 若 
U < f(Y)/ lcg(Y)], 则 令 X=Y. 
(b) 在 产生 随机 数 的 过 程 中 , 接收 Y 的 概率 为 P{U < f(Y)/lcg(Y)]} = 
1/c. 由 此 可 知 , 循环 次 数 N 的 分 布 是 以 c 为 期 望 的 几何 分 布 . n 
例 2c (模拟 一 个 正 态 随机 变量 ) 
设 Z 是 一 个 标准 正 态 随机 变量 (期 望 为 0, 方差 为 1). 注意 X = |2| 具有 密度 
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函数 
f(z) = A 0<z<oo (2.3) 
开始 时 , 我 们 先 用 使 取 法 , 模拟 X. 取 一 个 密度 函数 g(z) 
g(z) =e = 0<z<oo 
注意 到 


7 2 一 (z2 — 2z. 2 一 (z2 一 27 十 1 
CR Fa en EA 
生 op (EF) < 2 (2.4) 
取 c= V3e/r, 由 (2.4) 式 知 
2 —(z—1)? 
i | 
现在 , 我 们 可 以 用 会 取 法 模拟 X: 

(a) 产生 独立 随机 变量 Y 和 U, 其 中 Y 具有 期 望 为 1 的 指数 分 布 ,U 为 (0,1) 
上 均匀 分 布 . 

(b) 车 U< exp{ 一 (Y 一 1)?/2} , 则 X = Y, 否则 转向 (a). 

当 X 得 到 以 后 [X 具有 密度 (2.3)], 可 令 Z = +X 或 -X, 以 1/2 的 概率 取 正 
号 , 1/2 的 概率 取 负 号 . 

在 步骤 (b) 中 , 条 件 U < exp{ 一 (Y 一 1)?/2} 等 价 于 -InU > (Y 一 1)?/2 ,但 是 
在 例 2a 中 指出 , -lnU 是 指数 随机 变量 , 期 望 为 1, 因此 , 步骤 (a),(b) 等 价 于 : 

(a') 产生 两 个 相互 独立 的 , 期 望 为 1 的 指数 随机 变量 i 和 六. 

(b') 车 区 > (Yi 一 1)?/2, 令 义 =, 否则 转向 (a’). 

当 Yi 被 接受 时 , Y2 必 大 于 (Yi 一 1)?/2, 但 是 到 比 (Yi - 1)2/2 大 多 少 ? 利用 
指数 分 布 的 无 记忆 性 , 当 Yi 值 超过 某 值 时 , 超过 部 分 的 时 间 是 一 个 均值 为 1 的 指 
数 随机 变量 , 因此 , Y2 (Yi - 1)?/2 也 是 指数 分 布 随机 变量 , 其 均值 为 1. 这 样 , 在 
得 到 X 的 同时 , 我 们 也 能 得 到 另 一 个 指数 随机 变量 Y - (Yi 一 1)?/2, 它 与 X 相互 
独立 , 并 且 期 望 为 1. 这 样 , 在 模拟 标准 正 态 随机 变量 时 , 我 们 还 附加 地 产生 一 个 指 
数 随机 变量 . 

综合 起 来 , 我 们 可 以 利用 下 列 步 骤 产 生 一 个 指数 随机 变量 (期 望 为 1) 和 与 之 
独立 的 标准 正 态 随机 变量 . 

第 1 步 产生 六 ,指数 随机 变量 , 期 望 为 1. 

第 2 步 产生 YY, 指数 随机 变量 , 期 望 为 1. 

第 3 步 若 入 一 (Yi 一 1)?/2>0, 令 Y= 二 一 (Yi 一 1)?/2, 转 向 第 4 步 , 否则 转 
向 第 一 步 . 
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第 4 步 产生 一 个 随机 数 U, 令 


上 述 过 程 所 得 到 的 Y 与 2 相互 独立 , 2 为 标准 正 态 随机 变量 , Y 为 指数 随机 变量 ， 
期 望 为 1( 若 要 求 得 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 几 方差 为 o? 只 需 取 十 o2.). 

注释 (a) 由 于 c = V2e/r = 1.32, 在 前 述 的 产生 随机 变量 过 程 中 , 第 3 步 中 
要 求 有 N 步 的 循环 , 其 中 N 是 均值 cs 1.32 的 几何 随机 变量 . 

(b) 车 我 们 希望 产生 一 个 标准 正 态 的 随机 变量 序列 , 则 在 第 3 步 中 生产 的 Y 号 可 
供 产生 下 一 个 正 态 随 机 变量 之 用 . 这 样 算 来 , 产生 一 个 正 态 随机 变量 需要 1.64(= 
2 x 1.32 一 1) 个 指数 随机 变量 以 及 1.32 次 平方 运算 . [ 

例 2d (模拟 正 态 随机 变量 一 一 极 坐 标 法 ) 在 第 6 章 例 7b 中 指出 , 若 X,Y 为 
相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 则 它们 的 极 坐 标 R= VX2z +Y2z 和 日 = arctan(Y/X) 
相互 独立 ，R? 为 均值 2 的 指数 随机 变量 . © 在 (0,2r) 上 均匀 分 布 , 因此 , 若 取 
U1,U2 为 随机 数 (利用 例 2a 的 方法 生成 ), 我 们 得 到 


及 = (-2mnU)V2 日 =2rU2 
从 而 


X= Recose = (-2lnUn)icos(2rU2) Y = Rsin© = (-2InU)# sin(2nU2) (2.5) 


为 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 . 上 

上 面 提供 的 产生 标准 正 态 随机 变量 的 
方法 称 为 Box-Muller 方法 , 由 于 需要 计算 
sin 9 与 cos 6, 其 效率 受到 质疑 , 但 是 可 用 
下 面 方法 避免 费时 的 困难 , 由 于 U 为 (0, 1) 
均匀 随机 变量 , 27 为 (0,2) 均匀 随机 变量 ， 
所 以 2U - 1 是 (-1,+1) 上 的 均匀 随机 变 
量 . 设 三 ,UP2 为 两 个 随机 数 , 令 

下 =20-1 VWV=2U02-1 

则 (Vi, 怒 ) 是 在 面积 为 4 中心 为 (0,0) 的 
一 个 方块 上 均匀 分 布 的 随机 向 量 . 

我 们 假定 连续 产生 (Vi, 胡 ), 直到 产生 一 对 ( 训 , 态 ) 满足 条 件 如 十 好 <1, 即 
(Wi, 剑 ) 处 于 以 (0,0) 为 中 心 的 单位 圆 内 ( 见 图 10.2), 显然 这 样 得 到 的 (Vi, V2) 是 在 
单位 圆 内 均匀 分 布 的 随机 向 量 . 取 (元 6) 为 Vi, VW 的 极 坐标 . 容易 验证 巨 与 日 相 


图 10.2 ” 极 坐 标 法 模拟 正 态 随机 变量 
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互 独立 , 天 为 (0,1) 均匀 随机 变量 , 6 为 (0,2r) 上 均匀 随机 变量 (见习 题 13). 由 于 
和 和 二 二 
sin 日 二 霹 RT cose 下 

由 (2.5) 式 知 , 标准 正 态 随 机 变量 X,Y 可 从 下 式 得 到 ， 


X=(-2In0 M2V/R Y=(-2InU)V2V/R 


事实 上 , 由 于 (在 好 + 碗 和 1 的 条 件 下 )R? 为 (0,1) 均匀 随机 变量 , 与 日 独立 , 这 
样 , R? 可 代替 U 而 不 必 重 新 产生 新 的 随机 数 . 
2 _ /2m5 


X = (2inR)7? 肌 eh Y=(-2In 忆 )? 罗 = /22 

为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 其 中 
5S= 到 = 人 + 了 雄 

综合 起 来 , 利用 下 列 方 法 可 以 产生 一 对 独立 的 标准 正 态 随机 变量 . 

第 1 步 产生 随机 数 Ui, U2; 

第 2 步 令 VW=201 -1,W=2U02 -1,S= V+V2; 

第 3 步 若 5 > 1, 转 向 第 1 步 ; 

第 4 步 得 到 独立 的 标准 正 态 随机 变量 


—2lnS —2InS 


上 面 的 方法 称 为 极 坐标 法 , 由 于 在 正方 形 中 随机 点 落 入 单位 圆 内 的 概率 为 r/4 
( 圆 面积 与 正方 形 面积 之 比 ), 平均 来 说 要 经 过 4/x s 1.273 次 循环 产生 2 个 相互 独 
立 的 标准 正 态 随 机 变量 . 因此, 平均 来 说 要 求 2.546 个 随机 数 , 一 次 求 对 数 , 一 次 求 
平方 根 , 一 次 除法 , 4.546 次 乘法 才能 求 得 两 个 相互 独立 的 正 态 随 机 数 . 

例 2e (模拟 一 个 x? 随机 变量 ) n 个 自由 度 的 x? 分 布 就 是 随机 变量 x? = 
有 2? 十 … 十 22 的 分 布 , 其 中 Z1,… ,Zn 是 独立 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 序列 , 在 第 
6 章 6.3 节 指出 , 2? + 22 具有 指数 分 布 , 期 望 为 2, 因此 当 n 为 偶数 时 , 例如 n = 2k， 
则 x2 的 分 布 为 工 分布 , 参数 为 (k,1/2). 

这 样 , -2In(TI*_ Ui) 具有 2k 个 自由 度 的 x? 分 布 , 当 n = 2k 十 1 为 奇数 时 , 我 
们 只 需 先 求 出 一 个 标准 正 态 随机 变量 Z, 再 将 22 加 到 x 可 得 到 2k 十 1 个 自由 
度 的 x? 随机 变量 , 即 


Xk -22-2m (Tv) 


i=1 


其 中 2, 1,… ,Ui 相互 独立 , U1,… ,Ui 为 随机 数 序 列 , 2 为 标准 正 态 随机 变量 . @ 
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10.3 ”模拟 离散 分 布 


模拟 具有 连续 分 布 函数 的 随机 变量 所 使 用 的 方法 , 都 可 适用 于 离散 随机 变量 的 
模拟 . 例如 , 我 们 希望 模拟 具有 下 列 分 布 列 的 随机 变量 X: 


P{X=2)}=P j=0,1,,D P=1 
了 


可 利用 下 面 的 方法 , 它 是 反 变 换 方法 的 离散 版 本 . 


设 U 为 随机 数 , 令 
zl 车 Us< 咏 
za 车 P<U<P+P 
X = 

jl 于 

zi 若 工 已 <U< 和 吕 
这 1 这 1 

由 于 


[aa 了 了 
P(x-s)}-? (Sn<o<Da}-s 


我 们 可 以 看 出 , 所 产生 的 随机 变量 X 具有 离散 分 布 列 {Pj,j = 1,2,…}. 
例 3a (几何 分 布 ) 设 有 一 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p,0 < p < 1, 试 
验 一 直到 出 现成 功 为 止 , 记 X 为 试验 的 次 数 , 则 
P{X=i}=(1-p"!p 1>1 

=i 表示 前 i 一 1 次 试验 的 均 为 失败 , 而 第 i 次 成 功 . 随机 变量 X 的 分 布 是 参数 
为 p 的 几何 分 布 . 由 于 

1 

Fpx 01 PX>j-1) 


这 1 
=1 一 P{ 前 7 一 1 次 试验 均 为 失败 } =T 一 (1 -Di 了 >1 


这 样 , X 可 以 由 下 列 方式 产生 : 取 U 为 随机 数 [ 即 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 下 同 ] ， 
当 
1-( -pr:<U<1l-(1 一 pi 
时 , X 取 为 j, 上 式 与 
(1 -pi<1l-5<( 一 5 
是 等 价 的 , 又 由 于 U 与 1- U 具有 相同 的 分 布 , 因此 , X 具有 下 面 的 表达 式 
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X=min(j: -p<U} = min{j :jln(1—p) <InU} = min{j:j> 计 福 } 
上 式 中 有 一 个 不 等 号 反 向 的 过 程 , 其 原因 是 , in(1-p) <In1=0, 用 这 个 数 去 除 不 等 
号 的 两 边 时 , 不 等 号 应 反 向 . 利用 记号 [zj(lz] 为 不 超过 z 的 最 大 整数 ), X 可 以 写 
成 
lInU 
et 局 纯 ] 到 
和 连续 情形 类 似 , 对 于 某 些 离散 分 布 , 也 开发 出 某 些 模拟 方法 ， 现 举 出 其 中 2 
个 方法 . 
例 3b (模拟 一 个 二 项 随机 变量 ) 二 项 随机 变量 [参数 为 (n,p)] 可 以 表示 n 个 
独立 的 伯 努 利 随机 变量 之 和 , 利用 这 一 点 , 很 容易 进行 模拟 , 设 1,… ,Un 为 一 组 


随机 数 , 令 
和 = 1 车 Ui<p 
0 其 他 
易 知 X = 沁 "_1 Xi 是 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p). n 


例 3c (模拟 一 个 泊 松 随机 变量 ) 设 世 ,U2,… 为 一 串 随机 数 , 记 N = min{n: 
ITI? Ui < e-^}, 我 们 将 指出 随机 变量 X = N - 1 具有 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 和 . 注 
意 到 


=mi : < ee 和 
X+1 min{n Hz <e } 
与 n 0 
X=max{fn:TI[Iu>e} 其 中 [IVi=1 
i=1 i=1 
是 等 价 的 . 上 式 经 过 化 简 得 
X=mx{n: Dn0 > )} = me {n: m0 < 


注意 到 一 InUi 具有 指数 分 布 , 其 期 望 值 为 1. 现在 考虑 一 个 泊 松 过 程 , 其 速率 为 1， 
易 知 , 这 个 过 程 在 (0, A) 上 事件 的 个 数 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 X, 而 (0,A) 上 
每 两 个 相 邻 事件 之 间 的 时 间 间 隔 刚好 为 参数 为 1 的 指数 分 布 , 而 且 这 些 时 间 间 隔 
又 相互 独立 . 现在 再 看 一 看 X 的 表达 式 , 其 分 布 刚好 与 泊 松 过 程 在 (0, A 上 事件 的 
个 数 的 分 布 相同 . 因此 , X 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 入 . mn 


10.4 ”方差 缩减 技术 
设 Xi,… ,Xn 具有 一 已 知 的 联合 分 布 , 现在 我 们 希望 计算 
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90= Elg(X1,.… ,Xn)] 


其 中 9 是 一 个 已 知 的 函数 , 有 时 候 要 解析 地 计算 这 个 值 是 十 分 困难 的 . 但 我 们 可 以 
利用 模拟 技术 去 估计 9 的 值 . 我 们 可 以 产生 一 组 Xf，… , XA, 使 得 X(9，… ,XD 
与 X1,… ,Xs 具有 相同 的 联合 分 布 , 令 


五 =9CX XGO) 


同时 , 我 们 还 可 以 模拟 一 组 X(”,… , X43, 使 得 它 与 第 一 组 变量 相互 独立 并 且 具有 
相同 的 联合 分 布 , 令 
Y=9(X{®,... , XD) 


继续 模拟 下 去 , 得 到 六,Y2,…, Yi(k 为 事先 确定 ), 瑟 ,，… Yi 相互 独立 , 且 与 g(X1,……， 
Xn) 分 布 相同 , 记 了 为 阅 ，,… ,六 的 平均 数 , 即 


CO pe 
了 = 天 2 ¥ 
则 
ElY]=0 EI[(Y —0)*]= Var(Y) 
由 上 式 可 知 , 了 的 均 方 误差 等 于 了 的 方差 , 我 们 希望 Var( 了 ) 越 小 越 好 . [在 我 


们 所 讨论 的 情况 下 , Var(Y) = 尖 Var(Yi), 而 通常 这 个 量 是 不 知道 的 , 我 们 必须 设法 
从 坟 ,… ,Yi 的 值 去 估计 它 . ] 现在 我 们 需要 介绍 几 个 方差 缩减 技术 . 


10.4.1 ”利用 对 偶 变量 
前 面 我 们 介绍 估计 9 的 方法 时 , 假定 所 产生 的 到 与 Y 相互 独立 且 同 分 布 . 现 
在 讨论 关于 方差 的 一 个 公式 
Var(¥ #2) 三 ivar() + Var(Y3) + 2Cov(Yi, 3)] 
= BVar(Yi) + 3Cov(Yi, Y5) 


由 上 式 可 以 看 出 , 若 到 与 ;具有 负 相 关 , 则 从 缩减 方差 的 角度 看 , 可 将 1/2(Yi+ 
怒 ) 的 方差 压缩 . 现在 看 一 看 如 何 实现 把 方差 缩减 . 先 假定 X1,… , Xn 是 相互 独 
立 的 , 此 外 , 每 一 个 变量 都 是 利用 反 变换 方法 产生 的 , 即 X = Fr!(Ui), 其 中 Ui 是 
随机 数 , F; 是 Xi 的 分 布 函数 , Yi 可 表示 成 

Yi = g(Fr (U1),. (nm) 
由 于 1 一 U 也 是 (0,1) 随机 数 , 1 一 U 与 UV 具有 负 相 关 , 若 定 义 
Y= g(F71(1 — Ui), , Fr!(l — Un)) 

则 玖 与 苞 同 分 布 . 因此 , 若 巧 , 玖 负 相关 ,那么 ( 歼 十 玖 )/2 的 方差 就 会 比 3Var(Y1) 
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小 . (另外 , 从 计算 的 角度 , 也 节省 了 计算 量 , 在 产生 Yi 的 时 候 , 本 来 应 该 产生 nn 个 
新 的 随机 数 , 现在 可 用 1 一 Ui,i = 1,… ,n 代 之 . ) 在 一 般 情况 下 , 我 们 不 能 证 明 六 
和 Y 为 负 相 关 , 但 通常 情况 下 , 它们 是 负 相 关 的 , 特别 当 9 是 单调 函数 时 , 可 以 证 
明 它 们 是 负 相 关 的 . 


10.4.2 利用“ 条件” 缩减 方差 
首先 回忆 下 列 条 件 方差 公式 ( 见 7.5.4 节 ): 
Var(Y) = E[Var(Y|2)] + Var(E[Y|2]) 
现在 假定 我 们 要 估计 Elg(Xi1,… , Xn)], 先 模拟 不 = (X1,… , Xn), 再 计算 了 = 
g(), 但 是 , 若 存在 某 随机 变量 2Z, 并 且 能 够 计算 已 Y|2], 由 于 Var(Y|2) > 0, 利 
用 条 件 方差 公式 得 
Var(E[Y|2]) < Var(Y) 
由 于 E[B[Y|2]] = E[Y] , 可 知 E[Y|2] 比 Y 更 好 . 

例 4a( 估 计 r) 令 ,Uz 为 随机 数 , 记 Vi=2U0i 一 1,i=1,2, 在 例 2d 中 已 经 
指出 (Vi, WW) 在 面积 为 4, 中 心 为 (0,0) 的 一 个 方块 内 均匀 分 布 , 随机 点 (Vi, V2) 落 
在 半径 为 1 的 以 (0,0) 为 圆心 的 圆 内 的 概率 为 x/4 ( 见 图 10.2, r/4 等 于 内 接 圆 与 
正方 形 面积 之 比 ). 现在 可 模拟 (Vi, VV) n 次 , 令 

四 第 j 次 模拟 落 在 单位 圆 内 
” 1。 其 他 
故 五 ，…… ,五 为 独立 同 分 布 , EI] = /4, 利用 强大 数 定律 ， 


ntith nr ,so 
4 


n 
将 这 个 比例 乘 以 4, 可 得 r 的 估计 . 
利用 条 件 期 望 可 改善 这 个 估计 , 对 于 示 性 函数 1, 考虑 条 件 概率 
ELIV]=P{Y+V <1W}= PIV <1- WI} 
由 于 
PIV2 <1-VIV=v}=P{Y <1-v} 
=P{-Vi-w<W< Vi-v}= Vi-v 


即 BITIW] = VI 一 评 , 因此 , 利用 Vi 二 到 的 平均 值 作为 x/4 的 估计 是 原来 的 估 
计 的 改进 . 又 由 于 


sz[vi- 中 | = Va/ Vi-wau=E[Vi-A| 
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其 中 U 为 随机 数 , 即 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 因此 , 我 们 模拟 产生 n 个 随机 
数 , 利用 V1 一 U2 的 平均 值 作为 x/4 的 估计 , 具有 更 高 的 精度 (习题 14 指出 , 利用 
V1i 一 V3 产生 的 估计 与 利用 Vi 一 vw 产生 的 估计 具有 相同 的 精度 ). 

由 于 g(w) = V1 一 如 ,0 < wu < 1 是 一 个 单调 递减 函数 , 我 们 可 以 利用 对 偶 变 量 
法 , 进一步 减少 估计 的 误差 , 我 们 可 用 n/2 个 (Vi 一 U7+ V1 一 (1 一 U0)3)/2 的 平均 
值 来 估计 x/4 ,下面 的 表 列 出 了 n = 10 000 时 , r 的 估计 值 . 


方 法 的 估计 
落 入 单位 加 内 随机 点 的 比例 3.1612 
V1 一 TV7 的 平均 值 3.128448 
Vi- 本 + Vi 一 U3)) 的 平均 值 3.139578 
利用 最 后 一 个 方法 , 当 n = 64 000 时 , r 的 估 值 为 3.143 288. 中 


10.4.3 ”控制 变量 


假设 我 们 希望 模拟 Elg( 处 )] , 其 中 下 = (Xi,… ,Xn). 但 是 我 们 已 知 某 f(X) 
的 期 望 , 例如 E[f( 基 )] = k, 我们 可 利用 


W = g(X)+alf( 外 ) 一 让 


来 模拟 Elg(X)] , 但 
Var(W) = Varlg(X)] + a?Var[f(X)] + 2aCov[g(X), f(X)] (4.1) 
上 : 
人 2 = Co (X),g(2)] da 
Var[f(X)] 
得 


Cov[f(X),g(X)]? 
Var[f(X)] 
但 是 通常 , Var[f(X)] 和 Cov[f( 芯 ),g( 处 )] 是 未 知 的 , 因此 , 我 们 得 不 到 所 需 的 
方差 缩减 . 实践 中 , 我 们 可 以 利用 模拟 数据 去 估计 这 个 值 . 理论 上 我 们 可 以 利用 这 
个 方法 对 所 有 的 模拟 结果 缩减 相应 的 方差 . 


Var(W) = Varlg(X)] 一 (4.3) 


小 结 


设 已 是 一 个 连续 的 分 布 函数 , U 是 (0,1) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 ( 称 为 随机 
数 ) 则 F-1(U) 具有 分 布 F, 其 中 Fi(u) 是 方程 F(z) = 的 解 , 这 种 由 随机 数 构 
造 其 他 随机 变量 的 方法 称 为 反 变换 方法 . 

另 一 个 产生 随机 变量 的 方法 称 为 合 取 法 . 假定 对 于 密度 g, 我 们 已 经 有 一 个 产 
生 随 机 变量 的 成 熟 的 方法 , 现在 希望 模拟 一 个 具有 密度 f 的 随机 变量 . 我 们 首先 确 
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定 一 个 常数 c, 它 满足 
max {© <ec 
g(z) 

然后 经 过 下 列 步 又 : 

第 1 步 产生 Y, 其 密度 为 9. 

第 2 步 产生 随机 数 U. 

第 3 步 若 U< f(Y)/[cg(Y)], 则 令 X = Y, 过 程 中 止 . 

第 4 步 回 到 第 1 步 . 此 方法 循环 的 次 数 具 有 几何 分 布 , 其 平均 值 为 c. 

标准 正 态 随机 变量 可 通过 合 取 法 产生 (9 为 指数 密度 , 期 望 为 1) 或 者 利用 极 坐 
标 方法 产生 . 

为 了 估计 某 一 个 参数 0, 首先 模拟 一 个 随机 变量 , 使 得 它 的 期 望 值 为 9, 然后 ， 
利用 统计 方法 缩减 其 相应 的 方差 . 本 文中 介绍 了 三 种 缩减 方差 的 方法 : 

1. 利用 对 偶 变量 . 

2. 利用 条 件 期 望 . 

3. 利用 控制 变量 . 


习 题 


1 下面 的 方法 可 能 产生 {1,2,.… ,n} 的 一 个 随机 排列 . 这 个 方法 比例 la 中 介绍 的 方法 快 ， 
但 是 这 个 方法 一 直到 计算 结束 , 才 把 每 个 位 置 上 的 元 素 确定 下 来 . 此 处 P(i) 表示 位 置 i 
上 的 元 素 . 

第 1 步 令 k=1. 
第 2 步 令 P()=1. 
第 3 步 车 上 =n, 则 停止, 否则 令 大 = 大 十 1 
第 4 步 产生 一 随机 数 U, 令 
P(k)= P(IkU]+1) P(kU]+1)=k 
回 到 第 3 步 . 
(a) 解释 为 什么 这 个 方法 行 得 通 . 
(b) 指出 在 大 步 , 即 P(k) 确定 以 后 , P(1),… , P(k) 是 1,2,… ,大 的 一 个 随机 排列 . 
提示 : 利用 归纳 法 , 并 且 指 出 


a eo | 
有 全 


1 


= 页 ”利用 归纳 法 


2. 模拟 一 个 随机 变量 具有 下 列 密度 : 


f(z) = | -oo<z<0 


er 0<z<oo 
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3. 模拟 一 个 随机 变量 具有 下 列 密度 : 


f(z)= 3(2-3) 3<r<6 


4. 找 出 一 个 模拟 具有 下 列 分 布 函数 的 随机 变量 的 方法 : 


0 z<-3 
+ -3<z<0 
Plo)=12 5 
= = od 
3+ 知 0<z<4 
1 >4 


5. 利用 反 变换 产生 一 个 威 布 尔 分 布 的 随机 变量 , 威 布 尔 分 布 的 分 布 函数 由 下 式 给 出 : 
F(t)j=1-e-" t>20 


6. 给 出 一 个 模拟 具有 下 面 失 效率 函数 的 随机 变量 : 
(a) Mt) = 上 (b) Mt)=ct; (ce) Mb 一 ct (d) Ab 一 ct 
7， 设 玉 是 一 个 分 布 函数 
F(z)= 2" 0<z<1l 
(a) 只 利用 一 个 随机 数 , 给 出 一 个 模拟 此 分 布 的 方法 . 
(b) 记 古 ，… ,Un 为 独立 随机 数 , 指出 
P{max(U ,Un} < 7} = 27" 
(c) 利用 (b), 给 出 一 个 模拟 下 的 方法 . 
8. 假定 模拟 ,i = 1,… ,n 是 比较 容易 的 , 如 何 模拟 下 列 分 布 函数 ? 
(a) F(z)= I Fi(z). (b) F(z)=1- I — F(z)]. 
9. 假定 我 们 有 一 个 方法 模拟 FF 和 F, 如 何 模拟 
F(z)=pRi(z)+(1—p)F2(z) 0<p<1 


给 出 一 个 模拟 下 列 分 布 的 方法 : 


1 2 
za(1—e *)+5rz 0<z<1 
F(z)= 上 ° 2 
-az 
all 一 e =) 十 3 >1 
10. 在 例 2c 中 , 利用 含 取 法 模拟 标准 正 态 随机 变量 时 利用 了 指数 分 布 (和 = 1, 期 望 为 六 = 1)- 
现在 的 问题 是 : 是 否 可 以 利用 其 他 的 指数 密度 , 达到 更 高 的 效率 , 例如 利用 密度 g(z) = 
Xe-X=*, z > 0. 指出 平均 循环 次 数 当 和 = 1 时 达到 最 小 . 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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利用 会 取 法 , g(z) = 1,0 < z < 1, 求 一 个 模拟 下 列 分 布 的 算法 : 
f(s) = 6073(1—7)*? 0<z<1 
其 他 
怎样 利用 随机 数 去 逼近 局 k(z)dz , 其 中 k(z) 是 任 一 函数 ? 
提示 : 若 U 是 随机 数 , E[k(U)] 是 什么 ? 
设 (X,Y) 为 以 (0,0) 为 圆心 , 半径 为 1 的 圆 上 均匀 分 布 , 它 的 密度 为 
fo)=l 0<e+y<l 
记 尺 = (z2+92)M2 和 8 = arctan(Y/X) 表示 它 的 极 坐标 . 指出 RR 与 9 相互 独立 , R? 
为 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 9 为 (0, 2r) 上 均匀 随机 变量 . 
在 例 4a 中 , 我 们 已 指出 > 
BIGL-YV27] = El -UV")"/]=3 
其 中 V 在 (-1L 1) 上 均匀 分 布 , 而 U 在 (0,1) 上 均匀 分 布 , 指出 
Var[(1 一 V2)73] = Varl(1 一 2 
(a) 验证 : 当 a 由 (4.2) 给 出 时 , (4.1) 达到 极 小 值 . 
(b) 验证 (4.1) 的 极 小 值 由 (4.3) 给 出 . 
设 X 取 值 于 (0,1), 其 密度 为 f(z). 指出 模拟 g(X)/f(X) 可 以 估计 局 g(z)dz. 这 个 方 
法 称 为 重要 样本 法 , 其 要 点 是 选择 f 与 9 相似 , 使 得 g(X)/f(X) 具有 较 小 的 方差 . 


自 检 习题 
设 X 具有 概率 密度 
f(z)=Ce 0<z<1 


(a) 找 出 常数 C; (b) 指出 模拟 X 的 方法 
找 出 一 个 模拟 随机 变量 的 方法 , 该 随机 变量 具有 密度 
jJ(z) = 30(z? -2z3+z) 0<z<1 

找 出 一 个 模拟 离散 随机 变量 的 有 效 算法 ， 其 分 布 列 为 

pi=015 pz=02 ps=035 pa=0.30 
设 X 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 几 方差 为 o?. 定义 一 随机 变量 Y, 使 它 与 X 具 
有 相同 的 分 布 , 但 是 负 相关 . 
设 X,Y 具有 独立 指数 随机 变量 , 其 期 望 为 1. 
(a) 利用 模拟 方法 找 出 估计 已 [exY] 的 方法 . 
(b) 利用 一 个 控制 变量 将 (a) 中 得 到 的 估计 改进 . 
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